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Аннотация. В работе изучается задача о свободных колебаниях тела, частично заполненного
идеальной однородной жидкостью, под действием упругодемпфирующего устройства. Доказа-
но, что исследуемая задача имеет дискретный спектр, локализованный в вертикальной полосе,
исследована асимптотика спектра. Доказана теорема о базисности по Абелю-Лидскому системы
корневых элементов задачи.
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under the Action of an Elastic Damping Device
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Abstract. We investigate a problem on normal oscillations of a body partially filled with an ideal
homogeneous fluid under the action of an elastic damping device. We prove that the problem has a
discrete spectrum localized in a vertical strip. The asymptotic behavior of the spectrum is investigated.
The theorem on the Abel-Lidsky basis property of root elements of the problem is proven.
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Введение

В работе исследуется задача о нормальных колебаниях тела, частично запол-
ненного идеальной однородной жидкостью под действием упругодемпфирующего
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устройства. Эта задача поставлена профессором Н. Д.Копачевским, полученные
ранее результаты о сильной разрешимости соответствующей начально-краевой за-
дачи опубликованы в работах [7, 8].

1. Постановка начально-краевой задачи

Рассмотрим открытый сосуд, частично заполненный однородной идеальной
жидкостью плотности ρ > 0, которая в состоянии покоя занимает область Ω ⊂ R2

со свободной границей Γ и твердой стенкой S. В состоянии покоя границу Γ счита-
ем горизонтальной прямой. За счет наличия двух пружин, прикрепленных к твер-
дой стенке сосуда, как показано на рис. 1, и неподвижной горизонтальной твердой
поверхности, взаимодействующей со дном сосудам, на тело действуют упругие и
демпфирующие силы.

Рис. 1. Cхема гидромеханической системы

Для описания малых движений системы введем неподвижную систему коор-
динат Ox1x2 с ортами ej, j = 1, 2, так, чтобы тело совершало движения вдоль
оси Ox1. Кроме того, введем подвижную систему координат O (1)x

(1)
1 x

(1)
2 , жест-

ко связанную с телом. Орты подвижной системы обозначим через e
(1)
j , j = 1, 2.

При этом ej = e
(1)
j . Будем исследовать малые колебания указанной гидромехани-

ческой системы под действием внешней силы fb и гравитационного поля −ge2, где
g — ускорение свободного падения.

В процессе малых движений тела рассмотрим x(t)e1 — вектор перемещения
тела, ẋ(t)e1 — вектор скорости тела, ẍ(t)e1 — вектор ускорения тела.

Обозначим через u(t, x (1)) — поле относительных скоростей частиц жид-
кости. Тогда абсолютная скорость жидкости будет определяться выражением
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u(t, x (1)) + ẋ(t)e1.
Пусть ζ(t, x

(1)
1 ) (x

(1)
1 ∈ Γ) — функция, описывающая малые отклонения свобод-

ной границы Γ(t) вдоль e
(1)
2 относительно равновесной прямой Γ, описываемой

уравнением x
(1)
2 = b, по формуле:

b+ ζ(t, x
(1)
1 ) = x

(1)
2 , |ζ| ≪ 1.

Используя второй закон Ньютона, запишем уравнение движения тела с жид-
костью:

mẍe1+ρ

∫
Ω

∂u

∂t
dΩ+(k2

0+k2
1)xe1+αẋe1 = k2

0x0e1+k2
1x1e1+fb+N(t)e2−gme2, (1.1)

где m = mb +mf — масса тела с жидкостью (mb — масса тела, mf — масса жид-
кости), N(t)e2 — реакция опоры, действующая на систему, k2

0 — коэффициент
жесткости левой пружины, k2

1 — коэффициент жесткости правой пружины, x0 —
заданный закон движения левой стенки, x1 — заданный закон движения правой
стенки, α > 0 — коэффициент трения дна сосуда о горизонтальную опору.

Малые движения идеальной однородной жидкости описываются линеаризо-
ванным уравнением Эйлера:

ρ

(
∂u

∂t
+ ẍe

(1)
1

)
+∇p = ρff , divu = 0 (в Ω), (1.2)

где p = p(t, x (1)) — отклонение давления в жидкости в процессе движения от
равновесного давления, а ff = ff (t, x

(1)) — сила, действующая на жидкость.
Граничными условиями в рассматриваемой задаче являются условие непроте-

кания идеальной жидкости на твердой стенке S, а также динамические, кинема-
тические условия на границе Γ и условие сохранения объема жидкости соответ-
ственно:

un = u · n = 0 (на S), p = ρgζ (на Γ),

∂ζ

∂t
= u · e (1)

2 (на Γ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,
(1.3)

Здесь n — единичная внешняя нормаль к границе ∂Ω := S ∪ Γ. На границе Γ,
очевидно, будет выполнено соотношение n = e

(1)
2 .

Начальные условия имеют вид

x(0) = x0, ẋ(0) = x1, u(0, x (1)) = u 0(x (1)), ζ(0, x
(1)
1 ) = ζ0. (1.4)

Таким образом, полная постановка исследуемой начально-краевой задачи со-
стоит в решении уравнений (1.1)-(1.2) с краевыми и начальными условиями (1.3)-
(1.4).
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Теорема 1. Будем считать, что поставленная задача (1.1)-(1.4) имеет класси-
ческое решение — когда все функции в уравнениях, граничных и начальных усло-
виях непрерывны относительно своих переменных. Тогда тождество

1

2

d

dt

{
mb(ẋ)

2 + ρ

∫
Ω

∣∣u+ ẋe
(1)
1

∣∣2 dΩ + (k2
0 + k2

1)x
2 + ρg

∫
Γ

|ζ|2dΓ
}

=

= −αẋ 2 + (fb · e1)ẋ+ ρ

∫
Ω

ff · u dΩ + k2
0x0ẋ+ k2

1x1ẋ (1.5)

представляет собой закон баланса полной энергии исследуемой гидромеханиче-
ской системы, записанный в дифференциальной форме.

Замечание 1. В соотношении (1.5) слева в фигурных скобках стоят удвоенные ки-
нетическая и потенциальная энергии системы, а справа — мощность силы трения
и мощность внешних сил, действующих на систему.

2. Выбор функциональных пространств. Проектирование
уравнения движения жидкости

Из закона (1.5) следует, что для описания движения гидросистемы следует
привлечь к рассмотрению такие функциональные пространства, для которых поле
скоростей и давление приведут в любой момент времени к конечной кинетической
и потенциальной энергиям системы. Перейдем к подробному рассмотрению этого
вопроса и введем соответствующие пространства и их подпространства.

Введем гильбертово пространство L2(Ω) векторных полей со скалярным про-
изведением и квадратом нормы

(u,v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x (1)) · v(x (1)) dΩ, ∥u∥2L2(Ω) :=

∫
Ω

|u(x (1))|2 dΩ.

Как известно, применительно к данной задаче, пространство L2(Ω) имеет ортого-
нальное разложение (см., например, [6, стр. 106])

L2(Ω) = J0(Ω)⊕Gh,S(Ω)⊕G0,Γ(Ω), (2.1)

где
J0(Ω) :=

{
v ∈ L2(Ω) : divv = 0 (в Ω), v · n = 0 (на ∂Ω)

}
— подпространство соленоидальных полей с нулевой нормальной составляющей
на границе ∂Ω,

Gh,S(Ω) :=
{
u = ∇Φ ∈ L2(Ω) : ∆Φ = 0 (в Ω),

∂Φ

∂n
= 0 (на S),

∫
Γ

Φ dΓ = 0
}
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— подпространство потенциальных гармонических полей, для которых нормаль-
ная производная потенциала обращается в ноль на S,

G0,Γ(Ω) :=
{
w = ∇Ψ ∈ L2(Ω) : Ψ = 0 (на Γ)

}
— подпространство потенциальных полей, у которых потенциалы обращаются в
ноль на границе Γ.

Далее, для обеспечения конечности потенциальной энергии системы, отвечаю-
щей отклонению ζ движущейся границы, введем пространство

L2,Γ :=
{
ζ ∈ L2(Γ) :

∫
Γ

ζ dΓ = 0
}
,

которое является подпространством L2(Γ), ортогональным единичной функции
1Γ := 1|Γ.

Таким образом, далее в исследуемой проблеме векторные и скалярные поля
будем считать функциями переменной t со значениями в соответствующих вве-
денных выше пространствах и подпространствах.

В силу постановки задачи поле скорости u(t) должно принадлежать при лю-
бом t ≥ 0 подпространству J0(Ω) ⊕ Gh,S(Ω), а поле градиентов давлений — под-
пространству Gh,S(Ω)⊕G0,Γ(Ω).

Введем согласно разложению (2.1) ортопроекторы P0, Ph,S, P0,Γ пространства
L2(Ω) на его подпространства J0(Ω), Gh,S(Ω), G0,Γ(Ω):

P0 : L2(Ω) → J0(Ω), Ph,S : L2(Ω) → Gh,S(Ω), P0,Γ : L2(Ω) → G0,Γ(Ω).

Будем разыскивать поле скоростей жидкости в виде

u = v +∇Φ, v ∈ J0(Ω), ∇Φ ∈ Gh,S(Ω),

а градиент поля давлений в следующем виде:

∇p = ∇p̃+∇Ψ, ∇p̃ ∈ Gh,S(Ω), ∇Ψ ∈ G0,Γ(Ω). (2.2)

Потенциал p̃, в силу (2.2) и динамического соотношения из (1.3), является ре-
шением задачи Зарембы для уравнения Лапласа:

∆p̃ = 0 (в Ω),
∂p̃

∂n
= 0 (на S), p̃ = ρgζ (на Γ).

Будем считать, что граница области Ω липшицева. Тогда известно
(см. [6, стр. 45-46 ]), что такая задача имеет единственное слабое решение
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∇p̃ = ρgQζ ∈ Gh,S(Ω), если выполнено условие ζ ∈ H
1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ, где

H1/2(Γ) — пространство Соболева-Слободецкого с дробным индексом (см. [3,
стр. 71-79]).

Применим ортопроекторы P0, Ph,S, P0,Γ к левой и правой частям уравнения дви-
жения жидкости (1.2). Получим три соотношения

ρ

(
dv

dt
+ ẍP0e

(1)
1

)
= ρP0ff , (2.3)

ρ

(
d∇Φ

dt
+ ẍPh,Se

(1)
1

)
+ ρgQζ = ρPh,Sff , (2.4)

ρẍP0,Γe
(1)
1 +∇Ψ = ρP0,Γff . (2.5)

Из соотношений (2.3) и (2.5) найдем вихревую составляющую поля скорости v и
часть динамического давления Ψ, если будет известно смещение x. Поэтому далее
будем рассматривать только соотношение (2.4).

Спроектируем уравнение движения тела с жидкостью (1.1) на орты e1 и e2,
получим следующие связи

mẍ+ ρ

∫
Ω

(
du

dt
· e1
)
dΩ + (k2

0 + k2
1)x+ αẋ = k2

0x0 + k2
1x1 + fb · e1, (2.6)

ρ

∫
Ω

(
du

dt
· e2
)
dΩ = fb · e2 +N(t)− gm. (2.7)

Связь (2.7) дает формулу для нахождения N(t), если будет известно поле ско-
ростей жидкости u. Преобразуем интегральное слагаемое в (2.6). С учетом рас-
суждений, использованных при выводе соотношения (1.5), найдем, что∫
Ω

du

dt
· e1 dΩ=

d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

v · e (1)
1 dΩ =

=
d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

v · ∇x
(1)
1 dΩ =

=
d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

(
div(x (1)

1 v)− x
(1)
1 divv

)
dΩ=

d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ.

Отсюда и из (2.6) теперь найдем, что

mẍ+
d

dt
Pρ∇Φ + (k2

0 + k2
1)x+ αẋ = k2

0x0 + k2
1x1 + fb · e1. (2.8)

Здесь оператор Pρ определен по формуле

Pρ∇Φ := ρ

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ, Pρ : Gh,S(Ω) → C.
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Введем оператор следа γn на границе Γ следующим образом:

γn∇Φ := ∇Φ · e (1)
2 =

∂Φ

∂n

∣∣∣∣
Γ

, γn : Gh,S(Ω) → L2,Γ.

Рассмотрим систему уравнений (2.4) и (2.8):
ρ
d

dt
∇Φ + ρẍPh,Se

(1)
1 + ρgQζ = ρPh,Sff ,

mẍ+
d

dt
Pρ∇Φ + (k2

0 + k2
1)x+ αẋ = k2

0x0 + k2
1x1 + fb · e1.

(2.9)

Систему (2.9) запишем в виде дифференциально-операторного уравнения первого
порядка(

ρI ρPh,Se
(1)
1

Pρ mI

)
d

dt

(
∇Φ

ẋ

)
+

(
0 0

0 αI

)(
∇Φ

ẋ

)
+

+

(
ρgQ 0

0 (k2
0 + k2

1)I

)(
ζ

x

)
=

(
ρPh,Sff
fb · e1

)
+

(
0

k2
0x0 + k2

1x1

)
,

которое с учетом обозначений:

B12 :=

(
ρgQ 0

0 (k2
0 + k2

1)I

)
, D(B12) = D(Q)⊕ C,

C1 :=

(
ρI ρPh,Se

(1)
1

Pρ mI

)
, P1 :=

(
0 0

0 I

)
,

f1 :=

(
ρPh,Sff
fb · e1

)
, f2 :=

(
0

k2
0x0 + k2

1x1

)
,

z1 :=

(
∇Φ

ẋ

)
, z2 :=

(
ζ

x

)
,

примет вид

C1
dz1
dt

+ αP1z1 +B12z2 = f1 + f2. (2.10)

Рассмотрим систему из двух очевидных связей
ρg

dζ

dt
= ρgγn∇Φ,

(k2
0 + k2

1)
dx

dt
= (k2

0 + k2
1)ẋ.

(2.11)

Систему (2.11) запишем в виде дифференциально-операторного уравнения перво-
го порядка(

ρgI 0

0 (k2
0 + k2

1)I

)
d

dt

(
ζ

x

)
+

(
−ρgγn 0

0 −(k2
0 + k2

1)I

)(
∇Φ

ẋ

)
=

(
0

0

)
,
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которое с учетом введенных выше обозначений и обозначений

C2 : =

(
ρgI 0

0 (k2
0 + k2

1)I

)
,

B21 : =

(
−ρgγn 0

0 −(k2
0 + k2

1)I

)
, D(B21) = D(γn)⊕ C,

примет вид

C2
dz2
dt

+B21z1 = 0. (2.12)

Таким образом, исходная начально-краевая задача о малых движениях тела,
частично заполненного идеальной жидкостью, под действием упругих и демп-
фирующих сил, приводится к дифференциально-операторным уравнениям (2.10),
(2.12) c соответствующими начальными условиями. Итак, имеем следующую за-
дачу Коши: 

C1
dz1
dt

+ αP1z1 +B12z2 = f1 + f2,

C2
dz2
dt

+B21z1 = 0,
(2.13)

z1(0) = (Ph,Su
0;x1)τ , z2(0) = (ζ0;x0)τ , (2.14)

где символом τ обозначена операция транспонирования.
Систему дифференциальных уравнений (2.13) и начальные условия (2.14) мож-

но коротко записать в виде задачи Коши для дифференциального-операторного
уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве H:

C dz
dt

+ (αP + iB)z = f, z(0) = (z1(0), z2(0))
τ , (2.15)

где

z := (z1; z2)
τ ∈ H :=

(
Gh,S(Ω)⊕ C

)
⊕
(
L2,Γ ⊕ C

)
, f := (f1 + f2; 0)

τ ,

C := diag
(
C1, C2

)
, B :=

(
0 −iB12

−iB21 0

)
, P := diag

(
P1, 0

)
.

Без доказательства приведем лемму о свойствах операторных коэффициен-
тов в (2.15).

Лемма 1. Имеют место следующие свойства операторных коэффициентов:
1. Оператор B является самосопряженным на D(B) = D(B21)⊕D(B12).
2. Оператор P ограничен и неотрицателен в гильбертовом пространстве H.
3. Операторная матрица C является ограниченным положительно определен-
ным оператором в H.
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В работе [7] приводится теорема о сильной разрешимости начально-краевой за-
дачи. Сформулируем определение сильного решения задачи (1.1)-(1.4) и приведем
теоремы о разрешимости операторного уравнения и исходной начально-краевой
задачи.

Определение 1. Сильным решением начально-краевой задачи (1.1)-(1.4) назовем
такое поле u(t) и функции p(t), ζ(t), для которых функция z(t) = (∇Φ; ẋ; ζ;x)τ

является решением задачи Коши (2.15).
Будем говорить, что задача Коши (2.15) имеет решение z(t) на полуоси

R+ := [0;+∞), если все слагаемые в уравнении из (2.15) являются непрерывными
функциями t со значениями в H, выполнено уравнение из (2.15) при любом t ∈ R+

и начальное условие z(0) = z0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия

z(0) ∈ D(B), f ∈ C1
(
R+;H

)
.

Тогда задача (2.15) имеет единственное решение.

Опираясь на теорему 2, получено утверждение об однозначной разрешимости
исходной начально-краевой задачи (1.1)-(1.4) на полуоси R+.

Теорема 3. Пусть выполнены условия

Ph,Su
0 ∈ D(γn), ζ0 ∈ D(Q) = H

1/2
Γ ,

fb ∈ C1
(
R+;C2

)
, ff ∈ C1

(
R+;L2(Ω)

)
.

Тогда задача (1.1)-(1.4) имеет единственное сильное решение.

3. Задача о нормальных колебаниях, основные свойства
спектра

Будем искать решение однородной задачи о нормальных колебаниях тела, ча-
стично заполненного однородной жидкостью под действием упругодемпфирующе-
го устройства (2.15) в виде z(t) = ze−λt, λ ∈ C. В результате придем к следующей
спектральной задаче

−λCz + (αP + iB)z = 0, z = (z1; z2)
τ ∈ D(B) ⊂ H. (3.1)

Запишем спектральную задачу (3.1), с учетом введенных выше обозначений,
в виде системы двух уравнений в гильбертовых пространствах H1 и H2, где
H1 := Gh,S(Ω)⊕ C и H2 := L2,Γ ⊕ C:−λC1z1 + αP1z1 +B12z2 = 0,

−λC2z2 +B21z1 = 0.
(3.2)
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Лемма 2. Число λ = 0 не является собственным значением спектральной зада-
чи (3.2).

Доказательство. Подставим значение λ = 0 в систему (3.2). Из второго уравне-
ния системы получим, что B21z1 = 0. Тогдаρgγn∇Φ = 0,

(k2
0 + k2

1)ẋ = 0,
=⇒

∇Φ = 0,

ẋ = 0,
=⇒ z1 = (∇Φ; ẋ)τ = 0. (3.3)

С учетом (3.3) из первого уравнения системы (3.2) получим B12z2 = 0, откуда
следует, чтоρgQζ = 0,

(k2
0 + k2

1)x = 0,
=⇒

ζ = 0,

x = 0,
=⇒ z2 = (ζ;x)τ = 0.

Таким образом, при λ = 0 задача (3.2) имеет только тривиальное реше-
ние z = (z1; z2)

τ = 0. Следовательно, λ = 0 не является собственным значением за-
дачи (3.2).

Из второго уравнения системы (3.2) выразим элемент z2 и подставим его в
первое уравнение системы, будем иметь

λ2C1z1 − λαP1z1 −B12C
−1
2 B21z1 = 0. (3.4)

Определим оператор CB по формуле

CB := −B12C
−1
2 B21, D(CB) =

{
z1 ∈ D(B21) : C−1

2 B21z1 ∈ D(B12)
}
.

Осуществим в спектральной задаче (3.4) замену C
1/2
B z1 =: u и применим к (3.4)

слева оператор C
−1/2
B , в результате придем к следующей основной спектральной

задаче в гильбертовом пространстве H1:

L(λ)u := (I − λαV1 + λ2V2)u = 0, (3.5)

где V1 := C
−1/2
B P1C

−1/2
B , V2 := C

−1/2
B C1C

−1/2
B .

Лемма 3. Оператор CB самосопряжен и положительно определен в H1, а опе-
ратор C−1

B компактен.

Справедлива следующая теорема о локализации и дискретности спектра зада-
чи (3.5).

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



ЗАДАЧА О НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ТЕЛА 189

Теорема 4. Имеют место следующие утверждения:
1. Спектр задачи (3.5) симметричен относительно вещественной оси.
2. Задача (3.5) имеет дискретный спектр с возможной предельной точкой в
бесконечности.
3. Спектр задачи (3.5) лежит в полосе

0 ≤ Reλ ≤ α

c
,

где c > 0 — верхняя грань всех констант, которые могу стоять в неравенстве
положительной определенности оператора C1.

Доказательство. Доказательство проведем в несколько шагов.
1. Для доказательства первого утверждения достаточно доказать (см. [10,

стр. 174]), что пучок L(λ) самосопряжен, то есть(
L(λ̄)

)∗
= L(λ).

В силу самосопряженности операторов C1, C
−1/2
B , P1 имеем(

L(λ̄)
)∗

= I − λαV ∗
1 + λ2V ∗

2 = I − λαV1 + λ2V2 = L(λ).

2. Для доказательства дискретности спектра достаточно проверить, что фред-
гольмов пучок (3.5) является непрерывно обратимым хотя бы в одной точке (см. [6,
стр. 74 ]). Действительно, при λ = −1 оператор

L(−1) = I + αV1 + V2

является положительно определенным и, следовательно, имеет ограниченный
обратный. Поскольку фредгольмова оператор-функция L(λ) имеет особенность
только в бесконечно удаленной точке, то ее спектр дискретен с возможной пре-
дельной точкой накопления в бесконечности.

3. Докажем, что спектр задачи (3.5) лежит в указанной полосе. Поскольку
спектр задачи дискретен, доказываемое свойство нужно проверить для собствен-
ных значений задачи (3.5). Пусть λ, u — собственное значение и отвечающий ему
собственный элемент. Умножим пучок (3.5) скалярно на u в пространстве H1,
будем иметь

(L(λ)u, u)H1 = (u, u)H1 − λα(V1u, u)H1 + λ2(V2u, u)H1 = 0.

Полученное выражение разделим на λ, получим

λ̄

λ̄
·
∥u∥2H1

λ
− α∥V 1/2

1 u∥2H1
+ λ∥V 1/2

2 u∥2H1
= 0. (3.6)
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Выделяя в (3.6) вещественную часть, найдем, что

Reλ ·
[∥u∥2H1

|λ|2
+ ∥V 1/2

2 u∥2H1

]
= α∥V 1/2

1 u∥2H1
.

Отсюда следует оценка

0 ≤ Reλ =
α∥V 1/2

1 u∥2H1

∥u∥2H1

|λ|2
+ ∥V 1/2

2 u∥2H1

≤
α∥V 1/2

1 u∥2H1

∥V 1/2
2 u∥2H1

=

=
α(P1C

−1/2
B u,C

−1/2
B u)H1

(C1C
−1/2
B u,C

−1/2
B u)H1

≤
α∥C−1/2

B u∥2H1

c∥C−1/2
B u∥2H1

=
α

c
,

где c > 0 — точная нижняя грань оператора C1.

4. Об асимптотике спектра и базисности по
Абелю-Лидскому системы корневых элементов

Теорема 5. Спектральная задача (3.5) имеет в области {0 ≤ Reλ ≤ αc−1} две
ветви собственных значений с асимптотикой

λ
(±i)
k = ±i

(
|Γ|
gπ

)−1/2

k1/2(1 + o(1)) (k → ∞).

Доказательство. Перепишем задачу (3.5) в виде

L(λ)u :=

(I 0

0 I

)
− λα

k2
0 + k2

1

(
0 0

0 I

)
+λ2

 g−1A A1/2C12

C21A
1/2 m

k2
0 + k2

1

(u1

u2

)
=

(
0

0

)
,

(4.1)

где

A :=(Qγn)
−1, C12 :=ρ1/2g−1/2(k2

0 + k2
1)

−1/2Ph,Se
(1)
1 , C21 :=ρ−1/2g−1/2(k2

0 + k2
1)

−1/2Pρ.

Запишем спектральную задачу (4.1) в виде системы:
u1 + λ2g−1Au1 + λ2A1/2C12u2 = 0,

u2 −
λα

k2
0 + k2

1

u2 + λ2C21A
1/2u1 +

λ2m

k2
0 + k2

1

u2 = 0,
(4.2)

из второго уравнения системы (4.2) найдем u2:

u2 = − λ2(k2
0 + k2

1)

λ2m− λα+ k2
0 + k2

1

C21A
1/2u1. (4.3)
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Подставляя выражение (4.3) в первое уравнение системы (4.2), получим задачу
для элемента u1:{

I + λ2g−1A− λ4(k2
0 + k2

1)

λ2m− λα+ k2
0 + k2

1

A1/2C12C21A
1/2

}
u1 = 0,

которая после выделения из соответствующей дроби целой части, примет вид{
I +

(
(k2

0 + k2
1)

2

m2
− α2(k2

0 + k2
1)

m3
− λα(k2

0 + k2
1)

m2
−

− λα(k2
0 + k2

1)(α
2 − 2m(k2

0 + k2
1))− α2(k2

0 + k2
1)

2 +m(k2
0 + k2

1)
3

m3(λ2m− λα + k2
0 + k2

1)

)
A1/2C12C21A

1/2+

+ λ2

(
g−1A− k2

0 + k2
1

m
A1/2C12C21A

1/2

)}
u1 = 0. (4.4)

С учетом определения оператора Pρ, вычислим оператор

C12C21 =
1

g(k2
0 + k2

1)
Ph,Se

(1)
1 Pρ =

ρ

g(k2
0 + k2

1)

(
·, e (1)

1

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1 =

=
ρ∥Ph,Se

(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

g(k2
0 + k2

1)

(
·, Ph,Se

(1)
1

∥Ph,Se
(1)
1 ∥Gh,S(Ω)

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1

∥Ph,Se
(1)
1 ∥Gh,S(Ω)

=:

=:
ρ∥Ph,Se

(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

g(k2
0 + k2

1)
P,

где оператор P определяется формулой:

P :=

(
·, Ph,Se

(1)
1

∥Ph,Se
(1)
1 ∥Gh,S(Ω)

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1

∥Ph,Se
(1)
1 ∥Gh,S(Ω)

. (4.5)

Определим оператор

K := I − g(k2
0 + k2

1)

m
C12C21 = I −

ρ∥Ph,Se
(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

m
P. (4.6)

Докажем, что оператор K из (4.6) положительно определен. Заметим, что име-
ет место оценка

∥Ph,Se
(1)
1 ∥2Gh,S(Ω) < ∥e (1)

1 ∥2L2(Ω) =

∫
Ω

|e (1)
1 |2 dΩ = |Ω|.
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С учетом этой оценки теперь найдем, что для любого ∇Φ ∈ Gh,S(Ω)

(K∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) = (∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) −
ρ

m
∥Ph,Se

(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) =

=

(
1− ρ

m
∥Ph,Se

(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

)
(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) ≥

≥
(
1− ρ

m
|Ω|
)
(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) ≥

≥
(
1− mf

m

)
{(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω)} =

=

(
1− mf

m

)
(∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω).

С учетом введенных в (4.5), (4.6) операторов, спектральная задача (4.4) примет
вид{

I +
λ2

g
A1/2KA1/2 +

ρ∥Ph,Se
(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

m2g

(
k2
0 + k2

1 −
α2

m
− λα−

− λα(α2−2m(k2
0 + k2

1))−α2(k2
0 + k2

1) +m(k2
0 + k2

1)
2

m(λ2m− λα+ k2
0 + k2

1)

)
A1/2PA1/2

}
u1 = 0. (4.7)

Определим оператор B по следующей формуле:

B := g−1A1/2KA1/2 = (g−1/2K1/2A1/2)∗(g−1/2K1/2A1/2).

По теореме о полярном разложении (см. [5, стр. 419-420 ]) существует частично
изометричный оператор U такой, что

g−1/2K1/2A1/2 = UB1/2, g−1/2A1/2K1/2 = B1/2U∗.

Тогда

A1/2 = g1/2B1/2U∗K−1/2 = g1/2K−1/2UB1/2. (4.8)

Перепишем задачу (4.7) в виде

l(λ)u1 = 0, l(λ) := I + λ2B +G(λ), (4.9)

где

G(λ) := λµ(λ)A1/2PA1/2,

µ(λ) :=
ρ∥Ph,Se

(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

m2g

(
k2
0 + k2

1

λ
− α2

λm
− α−

− α3 − 2mα(k2
0 + k2

1)

m(λ2m− λα+k2
0 + k2

1)
− m(k2

0 + k2
1)

2 − α2(k2
0 + k2

1)

mλ(λ2m− λα+ k2
0 + k2

1)

)
.
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Для любого как угодно малого ε > 0 определим секторы
Λ±

ε := {λ : | arg λ± π/2| < ε, −π < arg λ < π}. Для задачи (4.9) проверим
выполнение условий леммы М.Б.Оразова (см. [11, стр. 412, лемма 3 ]). Докажем,

что если λ ∈ Λ±
ε и λ ̸=

(
α±

√
α2 − 4m(k2

0 + k2
1)
)
/(2m), то

T (λ) := (I − λB1/2)−1G(λ)(I + λB1/2)−1 −→ 0 при λ → ∞. (4.10)

С использованием формулы (4.8) и леммы 3.3 из статьи А.С. Маркуса,
В. И. Мацаева (см. [9, стр. 399 ]) найдем, что

∥T (λ)∥ = ∥λµ(λ)(I − λB1/2)−1A1/2PA1/2(I + λB1/2)−1∥ =

= ∥λµ(λ)g(I − λB1/2)−1B1/2U∗K−1/2PK−1/2U(I + λB1/2)−1B1/2∥ ≤
≤ g|λ||µ(λ)|∥(I − λB1/2)−1B1/2∥ · ∥U∗K−1/2PK−1/2U∥ · ∥(I + λB1/2)−1B1/2∥ ≤

≤ 4g|µ(λ)||λ|−1max
{
1;
∥∥(I + λB1/2)−1

∥∥} ·max
{
1;
∥∥(I − λB1/2)−1

∥∥}×
×
∥∥U∗K−1/2PK−1/2U∥ = O(|λ|−1),

откуда следует (4.10).
Для применения указанной леммы М.Б.Оразова осталось показать, что опе-

ратор B имеет степенную асимптотику собственных значений. Запишем оператор
B в виде разности двух операторов:

B =
(Qγn)

−1

g
−

ρ∥Ph,Se
(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

gm
(Qγn)

−1/2P (Qγn)
−1/2.

Асимптотика собственных значений оператора g−1(Qγn)
−1 следует из обзора

М. Ш. Бирмана, М. З.Соломяка (см. [4, стр. 28 ]) и имеет вид

λk

(
(Qγn)

−1

g

)
=

|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞).

Введем операторы

T1 :=
(Qγn)

−1

g
, T2 :=

ρ∥Ph,Se
(1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

gm
(Qγn)

−1/2P (Qγn)
−1/2.

Эти операторы неотрицательны, поэтому их s-числа совпадают с их собственны-
ми значениями. Оператор T2 является одномерным, поэтому все его собственные
значения, за исключением одного, равны нулю. Таким образом, имеем

sk(T1) = λk(T1) =
|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞),

sk(T2) = λk(T2) = o(k−1) (k → ∞).
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Тогда из теоремы Ки Фань (см. [1, лекция 8, следствие 4 ]) следует, что

λk(B) = λk(T1 − T2) =
|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞). (4.11)

Таким образом, по лемме М.Б.Оразова и утверждению 3 в теореме 4 получаем,
что исследуемая спектральная задача (3.5) имеет в полосе {0 ≤ Reλ ≤ αc−1} две
ветви собственных значений со следующим асимптотическим поведением:

λ
(±i)
k = ±iλ

−1/2
k (B)(1 + o(1)) (k → ∞).

Отсюда и из (4.11) следует формула из формулировки теоремы.

Теорема 6. Система корневых элементов задачи (3.1) образует базис Абеля-
Лидского со скобками в гильбертовом пространстве H порядка β > 1.

Доказательство. Преобразуем спектральную задачу (3.1) к виду(
C−1B − αiC−1P − (−iλ)I

)
z = 0.

Осуществим замену спектрального параметра −iλ =: µ, получим задачу(
C−1B − αiC−1P − µI

)
z = 0.

Обозначим операторы

A := A0 +A1, A0 := C−1B, A1 := −αiC−1P. (4.12)

Укажем свойства введенных в (4.12) операторов в энергетическом пространстве
HC оператора C. Оператор A0 является самосопряженным оператором в HC с дис-
кретным спектром с асимптотикой

µ±
k (C

−1B) = ±
(
|Γ|
gπ

)−1/2

k1/2(1 + o(1)) (k → ∞). (4.13)

Оператор A1 является ограниченным оператором в пространстве HC . Отсюда
следует, что оператор A1A−q

0 ограничен в HC при q = 0:

∥A1A−q
0 ∥HC = ∥A1∥HC < ∞.

Из (4.13) и теоремы 6.2.4 (см. [2, стр. 106 ]), которая распространяется на слу-
чай, когда собственные значения оператора A0 имеют две точки накопления ±∞,
получаем, что система корневых элементов спектральной задачи (3.1) образует
базис Абеля-Лидского со скобками порядка β, где

β > β0 =
1

p
− (1− q) = 2− (1− 0) = 1.
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Определение понятия базиса Абеля-Лидского весьма громоздко и здесь не при-
водится. С этим методом суммирования по корневым элементам можно подробно
ознакомиться, например, в [2, стр. 106 ].

Заключение

В работе исследуется задача о нормальных колебаниях тела, частично запол-
ненного идеальной однородной жидкостью под действием упругодемпфирующего
устройства. Доказано, что спектр изучаемой задачи расположен в некоторой вер-
тикальной полосе, дискретен, и симметричен относительно действительной оси.
Найдена формула асимптотического распределения собственных значений. Дока-
зано, что система корневых элементов рассматриваемой задачи образует базис
Абеля-Лидского со скобками порядка β > 1.

Автор благодарен рецензенту за ценные замечания, позволившие улучшить
качество статьи.
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