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Аннотация. В работе рассматриваются две модели биохимических реакций, описываемые си-
стемами дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. Изучаются асимптотиче-
ские свойства решений данных систем. При условиях, когда системы обладают асимптотически
устойчивыми положениями равновесия, получены оценки решений, характеризующие скорости
стабилизации на бесконечности, и указаны множества притяжения положений равновесия. Ре-
зультаты получены с использованием модифицированных функционалов Ляпунова – Красов-
ского.
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1. Введение

Настоящая работа посвящена изучению асимптотических свойств решений
двух моделей биохимических реакций, предложенных в работе [17]. Модели опи-
сывают синтез белка. Первая модель представляет собой систему дифференциаль-
ных уравнений с запаздывающим аргументом и имеет следующий вид:

d

dt
x(t) = ad0(t− τ)− bx(t),

d

dt
d0(t) = −k1x(t)d0(t) + k−1d1(t),

d

dt
d1(t) = k1x(t)d0(t)− k−1d1(t),

(1.1)

где x(t) — концентрация белка в момент времени t. Предполагается, что произ-
водство белка в момент времени t определяется химическим состоянием участка
оператора в момент времени (t − τ): если оператор в момент времени (t − τ) ак-
тивен, к моменту времени t белок будет произведен, если оператор не активен,
то производство белка блокируется. Концентрация активного участка оператора
обозначена через d0(t), неактивного — через d1(t). Коэффициенты системы и па-
раметр запаздывания предполагаются положительными.

Вторая модель также является системой дифференциальных уравнений с за-
паздывающим аргументом:

d

dt
x(t) = ad0(t− τ)− bx(t)− k2x

2(t) + 2k−2x2(t),

d

dt
x2(t) =

k2
2
x2(t)− k−2x2(t)− k1x2(t)d0(t) + k−1d1(t),

d

dt
d0(t) = −k1x2(t)d0(t) + k−1d1(t),

d

dt
d1(t) = k1x2(t)d0(t)− k−1d1(t).

(1.2)

Данная модель учитывает, что белок может существовать как в виде изолирован-
ных мономеров x(t), так и в виде димеров x2(t), при этом только димеры могут
деактивировать участок оператора. Коэффициенты системы (1.2) и параметр за-
паздывания также предполагаются положительными.

Подробное описание моделей (1.1) и (1.2) представлено в работе [17].
Отметим, что в работе [17] также были изучены свойства решений данных

моделей. Были рассмотрены вопросы существования и единственности решения
начальной задачи, неотрицательности решения при неотрицательных начальных
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условиях, продолжимости решений на всю правую полуось, ограниченности реше-
ний. Особое внимание было уделено вопросу устойчивости положений равновесия.
Были указаны условия на коэффициенты систем и параметр запаздывания, при
которых положения равновесия являются асимптотически устойчивыми.

Наряду с исследованием устойчивости положений равновесия важным вопро-
сом также является получение оценок решений, характеризующих скорость ста-
билизации на бесконечности, и нахождение областей притяжения положений рав-
новесия, т. е. допустимых условий на начальные данные, при которых происходит
стабилизация решений. Отметим, что при получении оценок решений и нахож-
дении областей притяжения для систем с запаздыванием активно применяются
модифицированные функционалы Ляпунова – Красовского (см., например, [1–8,
15, 16, 18, 19]).

Цель настоящей работы — с использованием модифицированных функциона-
лов Ляпунова – Красовского получить оценки решений систем (1.1) и (1.2), харак-
теризующие скорость стабилизации на бесконечности, и указать области притя-
жения положений равновесия этих систем. Настоящая работа продолжает иссле-
дования [9–13, 20] асимптотических свойств решений биологических моделей.

Автор выражает благодарность профессору Г.В. Демиденко за внимание к ра-
боте.

2. Свойства решений систем (1.1) и (1.2)

Вначале рассмотрим систему (1.1). Для этой системы зададим начальные усло-
вия: 

d0(t) = φ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

x(0) = x0 ≥ 0, d0(0) = d00 ≥ 0, d1(0) = d01 ≥ 0.
(2.1)

Как было отмечено в [17], решение начальной задачи (1.1), (2.1) существует, един-
ственно, определено при всех t > 0, при этом компоненты решения неотрицатель-
ны и ограничены сверху.

Также из второго и третьего уравнений системы (1.1) нетрудно получить со-
отношение

d0(t) + d1(t) = γ, γ = d00 + d01. (2.2)

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда γ > 0.
Учитывая (2.2), из системы (1.1) получим систему

d

dt
x(t) = ad0(t− τ)− bx(t),

d

dt
d0(t) = −k1x(t)d0(t) + k−1(γ − d0(t)).

(2.3)

Данная система обладает единственным положением равновесия с положительны-
ми компонентами (

x(t)
d0(t)

)
=

(
x∗

d∗0

)
, (2.4)
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где d∗0 =
b

a
x∗, а x∗ есть положительный корень уравнения

(x∗)2 + βx∗ − β
a

b
γ = 0, β =

k−1

k1
,

т. е.

x∗ =
1

2

(√
β2 + 4β

a

b
γ − β

)
, d∗0 =

b

a
x∗ =

b

2a

(√
β2 + 4β

a

b
γ − β

)
< γ.

Приведем результат об асимптотической устойчивости положения равновесия (2.4)
системы (2.3) из работы [17].

Теорема 1 ([17]). Положение равновесия (2.4) системы (2.3) является асимпто-
тически устойчивым.

В разделе 3 мы получим оценки решений системы (2.3), характеризующие ско-
рость стабилизации решений к положению равновесия (2.4) на бесконечности, а
также укажем оценки на множество притяжения данного положения равновесия.

Теперь рассмотрим систему (1.2). Зададим начальные условия:
d0(t) = φ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

x(0) = x0 ≥ 0, x2(0) = x0
2 ≥ 0, d0(0) = d00 ≥ 0, d1(0) = d01 ≥ 0.

(2.5)

В работе [17] было показано, что решение начальной задачи (1.2), (2.5) существует,
единственно, определено при всех t > 0, при этом компоненты решения неотрица-
тельны.

Так же, как и для системы (1.1), из третьего и четвертого уравнений системы
(1.2) нетрудно получить соотношение (2.2), при этом мы также будем предпола-
гать, что γ = d00 + d01 > 0.

Учитывая (2.2), из системы (1.2) получим систему

d

dt
x(t) = ad0(t− τ)− bx(t)− k2x

2(t) + 2k−2x2(t),

d

dt
x2(t) =

k2
2
x2(t)− k−2x2(t)− k1x2(t)d0(t) + k−1(γ − d0(t)),

d

dt
d0(t) = −k1x2(t)d0(t) + k−1(γ − d0(t)).

(2.6)

Данная система также обладает единственным положением равновесия с положи-
тельными компонентами  x(t)

x2(t)
d0(t)

 =

x∗

x∗
2

d∗0

 , (2.7)
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где x∗
2 =

k2
2k−2

(x∗)2, d∗0 =
b

a
x∗, а x∗ есть положительный корень уравнения

(x∗)3 + αx∗ − α
a

b
γ = 0, α =

2k−1k−2

k1k2
.

Поскольку функция f(x∗) = (x∗)3 + αx∗ − α
a

b
γ строго монотонно возрастает, то

существует ровно одно вещественное решение x∗ уравнения f(x∗) = 0. Его поло-
жительность следует из равенства

x∗ =
a

b

αγ

(x∗)2 + α
> 0.

Замечание 1. Поскольку d∗0 =
b

a
x∗, то

d∗0 =
αγ

(a
b
d∗0)

2 + α
< γ.

В работе [17] были получены условия асимптотической устойчивости положе-
ния равновесия (2.7) системы (2.6).

Теорема 2 ([17]). Если
√
α >

a

b

γ

2
, то положение равновесия (2.7) системы (2.6)

является асимптотически устойчивым. Если
√
α <

a

b

γ

2
, то существует τ0 > 0

такое, что при 0 ≤ τ < τ0 положение равновесия асимптотически устойчиво, а
при τ > τ0 положение равновесия неустойчиво.

В разделе 4 при условии
√
α >

a

b

γ

2
мы получим оценки решений системы

(2.6), характеризующие скорость стабилизации решений к положению равновесия
(2.7) на бесконечности, а также укажем оценки на множество притяжения данного
положения равновесия.

3. Оценки решений системы (2.3)

В данном параграфе мы рассмотрим систему (2.3). По теореме 1 единственное
положение равновесия (x∗, d∗0)

T этой системы является асимптотически устойчи-
вым. Мы получим оценки решений системы (2.3), характеризующие скорость схо-
димости к данному положению равновесия. При получении оценок мы будем ис-
пользовать метод функционалов типа Ляпунова – Красовского, которые являются
аналогами функций Ляпунова для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Вначале сведем задачу об исследовании устойчивости положения равновесия
к задаче об исследовании устойчивости нулевого решения. Замена

x(t) = x∗ + u(t), d0(t) = d∗0 + v(t),
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где d∗0 = x∗ b

a
, приводит к системе


d

dt
u(t) = av(t− τ)− bu(t),

d

dt
v(t) = −k1x

∗ b

a
u(t)− (k1x

∗ + k−1)v(t)− k1u(t)v(t).

(3.1)

Начальные условия для системы (3.1) будут иметь вид
v(t) = φ(t)− d∗0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ≥ 0, φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

u(0) = x0 − x∗, x0 ≥ 0, v(0) = d00 − d∗0, d00 ∈ [0, γ].
(3.2)

При получении оценок решений начальной задачи (3.1)–(3.2) мы будем использо-
вать модифицированный функционал Ляпунова – Красовского следующего вида:

V (t, u, v) = h1u
2(t) + h2v

2(t) +

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds, (3.3)

l2(s) = l2(0)e
−ls, s ∈ [0, τ ],

где l > 0 удовлетворяет неравенству

elτ/2 < 1 +
k−1

k1x∗ , (3.4)

а величины l2(0), h1 и h2 определяются по формулам

l2(0) =
1

2

(
(k1x

∗ + k−1 − b) +
√
4elτ/2k1x∗b+ (k1x∗ + k−1 − b)2

)
, (3.5)

h1 = e−lτ/2k1x
∗ b

a2
, h2 = 1. (3.6)

Также введем обозначения

c = (k1x
∗ + k−1 + b)−

√
4elτ/2k1x∗b+ (k1x∗ + k−1 − b)2, (3.7)

δ = min{c, l}, p =
2k1√
h1

. (3.8)

Замечание 2. Из условия (3.4) вытекает, что c > 0.

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 3. Для решения (u(t), v(t))T начальной задачи (3.1)–(3.2) с начальными
условиями, удовлетворяющими неравенству

V (0, u, v) = h1(x
0 − x∗)2 + h2(d

0
0 − d∗0)

2 + l2(0)

0∫
−τ

els(φ(s)− d∗0)
2ds <

(
δ

p

)2

, (3.9)

справедлива оценка

h1u
2(t) + h2v

2(t) ≤ V (t, u, v) ≤ V (0, u, v)(
1− p

δ

√
V (0, u, v)

)2 e
−δt, t > 0. (3.10)

Доказательство. Рассмотрим модифицированный функционал Ляпунова – Кра-
совского (3.3). Продифференцируем его вдоль решения системы (3.1):

d

dt
V (t, u, v) = 2h1u(t)

d

dt
u(t) + 2h2v(t)

d

dt
v(t)

+l2(0)v
2(t)− l2(0)e

−lτv2(t− τ)− l

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds

= −2h1bu
2(t) +

(
2h1au(t)v(t− τ)− l2(0)e

−lτv2(t− τ)
)

−2h2k1x
∗ b

a
u(t)v(t)−

(
2h2(k1x

∗ + k−1)− l2(0)
)
v2(t)

−2h2k1u(t)v
2(t)− l

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds.

В силу неравенства

2h1au(t)v(t− τ)− l2(0)e
−lτv2(t− τ) ≤ elτ (h1a)

2

l2(0)
u2(t)

будем иметь
d

dt
V (t, u, v) ≤ −

(
2h1b−

elτ (h1a)
2

l2(0)

)
u2(t)

−2h2k1x
∗ b

a
u(t)v(t)−

(
2h2(k1x

∗ + k−1)− l2(0)
)
v2(t)

−2h2k1u(t)v
2(t)− l

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds
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= −
⟨
R

(
u(t)
v(t)

)
,

(
u(t)
v(t)

)⟩
− 2h2k1u(t)v

2(t)− l

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds,

где

R =


2h1b−

elτ (h1a)
2

l2(0)
h2k1x

∗ b

a

h2k1x
∗ b

a
2h2(k1x

∗ + k−1)− l2(0)

 .

Учитывая обозначения (3.5)–(3.7), нетрудно установить неравенство

R ≥ c

(
h1 0
0 h2

)
.

Следовательно,

d

dt
V (t, u, v) ≤ −c

(
h1u

2(t) + h2v
2(t)

)
− 2h2k1u(t)v

2(t)− l

t∫
t−τ

l2(t− s)v2(s)ds.

Учитывая обозначение (3.8) величины δ и определение (3.3) функционала
V (t, u, v), отсюда получим оценку

d

dt
V (t, u, v) ≤ −δ V (t, u, v)− 2h2k1u(t)v

2(t).

Оценим последнее слагаемое:

−2h2k1u(t)v
2(t) ≤ 2k1|u(t)|V (t, u, v) ≤ 2k1√

h1

V 3/2(t, u, v).

Тогда с учетом обозначения (3.8) величины p установим неравенство

d

dt
V (t, u, v) ≤ −δ V (t, u, v) + p V 3/2(t, u, v).

Отсюда, принимая во внимание неравенство (3.9) и используя неравенство Грону-
олла (см., например, [14]), получим оценку (3.10).

Теорема доказана.

Из теоремы 3 непосредственно вытекают оценки скорости сходимости реше-
ний системы (2.3) к положению равновесия (x∗, d∗0)

T. Приведем соответствующий
результат.

Теорема 4. Для решения (x(t), d0(t))
T системы (2.3) с начальными условиями

d0(t) = φ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

x(0) = x0 ≥ 0, d0(0) = d00 ∈ [0, γ],
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удовлетворяющими неравенству

V (0, x− x∗, d0 − d∗0) = h1(x
0 − x∗)2 + h2(d

0
0 − d∗0)

2

+l2(0)

0∫
−τ

els(φ(s)− d∗0)
2ds <

(
δ

p

)2

,

где h1, h2, l2(0) и l определены в (3.4)–(3.6), δ и p определены в (3.8), справедливы
оценки

|x(t)− x∗| ≤
√

V (0, x− x∗, d0 − d∗0)√
h1

(
1− p

δ

√
V (0, x− x∗, d0 − d∗0)

) e−δt/2, t > 0, (3.11)

|d0(t)− d∗0| ≤
√
V (0, x− x∗, d0 − d∗0)√

h2

(
1− p

δ

√
V (0, x− x∗, d0 − d∗0)

) e−δt/2, t > 0. (3.12)

Следствие 1. Для решения (x(t), d0(t), d1(t))
T начальной задачи (1.1), (2.1) с на-

чальными условиями, удовлетворяющими неравенству

V (0, x− x∗, d0 − d∗0) <

(
δ

p

)2

,

справедливы оценки (3.11), (3.12) и оценка

|d1(t)− (γ − d∗0)| ≤
√

V (0, x− x∗, d0 − d∗0)√
h2

(
1− p

δ

√
V (0, x− x∗, d0 − d∗0)

) e−δt/2, t > 0.

4. Оценки решений системы (2.6)

В данном параграфе мы рассмотрим систему (2.6). По теореме 2 единственное
положение равновесия (x∗, x∗

2, d
∗
0)

T этой системы является асимптотически устой-
чивым при любом запаздывании τ , если выполнено условие

√
α >

a

b

γ

2
, α =

2k−1k−2

k1k2
. (4.1)

При выполнении этого условия мы получим оценки решений системы (2.6), ха-
рактеризующие скорость сходимости к данному положению равновесия. При по-
лучении оценок мы также будем использовать модифицированный функционал
Ляпунова – Красовского.

Вначале сведем задачу об исследовании устойчивости положения равновесия
к задаче об исследовании устойчивости нулевого решения. Замена

x(t) = x∗ + u(t), x2(t) = x∗
2 + v(t), d0(t) = d∗0 + w(t),
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где

x∗
2 =

k2
2k−2

(x∗)2, d∗0 =
b

a
x∗, (x∗)3 + αx∗ − α

a

b
γ = 0, α =

2k−1k−2

k1k2
,

приводит к системе

d

dt
u(t) = aw(t− τ)− (b+ 2k2x

∗)u(t) + 2k−2v(t)− k2u
2(t),

d

dt
v(t) = k2x

∗u(t)−
(
k−2 + k1

b

a
x∗
)
v(t)

−k−1
a

b

γ

x∗w(t) +
k2
2
u2(t)− k1v(t)w(t),

d

dt
w(t) = −k1

b

a
x∗v(t)− k−1

a

b

γ

x∗w(t)− k1v(t)w(t).

С учетом обозначений

z(t) =

u(t)
v(t)
w(t)

 , A =



−b− 2k2x
∗ 2k−2 0

k2x
∗ −k−2 − k1

b

a
x∗ −k−1

a

b

γ

x∗

0 −k1
b

a
x∗ −k−1

a

b

γ

x∗


,

B =

0 0 a
0 0 0
0 0 0

 , F (z(t)) =

 −k2u
2(t)

k2
2
u2(t)− k1v(t)w(t)

−k1v(t)w(t)


систему можно переписать в виде

d

dt
z(t) = Az(t) +Bz(t− τ) + F (z(t)). (4.2)

Начальные условия для системы (4.2) будут иметь вид
w(t) = φ(t)− d∗0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ≥ 0, φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

u(0) = x0 − x∗, x0 ≥ 0, v(0) = x0
2 − x∗

2, x0
2 ≥ 0,

w(0) = d00 − d∗0, d00 ∈ [0, γ].

(4.3)

Для формулировки результата нам потребуется ввести обозначения. Вначале
перепишем матрицу A в более компактном виде

A =

−b− 2a11 2a12 0
a11 −a12 − a22 −a33
0 −a22 −a33


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и заметим, что условие (4.1) эквивалентно условию

ba12a33 > aa11a22. (4.4)

Действительно, учитывая явный вид величин aij, условие (4.4) запишется в виде

a

b

γ

2
>

1

α
(x∗)3, α =

2k−1k−2

k1k2
.

Поскольку x∗ является решением уравнения

g(x∗) =
a

b
γ, g(x∗) =

1

α
(x∗)3 + x∗,

и функция g(x∗) строго монотонно возрастает, то

a

b

γ

2
>

1

α
(x∗)3 ⇐⇒ x∗ >

a

b

γ

2
⇐⇒ g(x∗) > g

(a
b

γ

2

)
⇐⇒ a

b
γ >

1

α

(a
b

γ

2

)3

+
a

b

γ

2
⇐⇒

√
α >

a

b

γ

2
,

что и требовалось доказать.
Предполагая, что выполнено условие (4.4), введем величину m > 0, удовлетво-

ряющую неравенству
ba12a33 > emτ/2aa11a22. (4.5)

Пусть 0 < c < 2min{(b + 2a11), (a12 + a22), a33} — наименьший положительный
корень уравненияb+ 2a11 −

2a11a12(
a12 + a22 − a22a33

(a33−(c/2))
− (c/2)

) − (c/2)


×
(
a12 + a22 −

a22a33
(a33 − (c/2))

− (c/2)

)
(a33 − (c/2)) = emτ/2aa11a22. (4.6)

Заметим, что данное уравнение может быть преобразовано к более простому виду

(c/2) =
(a12a33b− emτ/2aa11a22) + (2a11 + a12 + a22 + a33 + b)(c/2)2

(2a11a22 + 2a11a33 + a12a33 + a12b+ a22b+ a33b) + (c/2)2
.

Положим

h11 = e−mτ

b+ 2a11 −
2a11a12(

a12 + a22 − a22a33
(a33−(c/2))

− (c/2)
) − (c/2)

 > 0, (4.7)

h22 =
a2a222

(a33 − (c/2))2
(
a12 + a22 − a22a33

(a33−(c/2))
− (c/2)

) + 2h11
a12
a11

> 0, (4.8)
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h33 =
a2

(a33 − (c/2))
+ h22

a33
a22

> 0. (4.9)

Также обозначим

ε = min{c,m}, q = max

{
k2
√
4h11 + h22

h11

,
k1
√
h22 + h33√
h22h33

}
. (4.10)

При получении оценок решений начальной задачи (4.2)–(4.3) мы будем исполь-
зовать модифицированный функционал Ляпунова – Красовского следующего ви-
да:

V (t, z) = ⟨Hz(t), z(t)⟩+
t∫

t−τ

⟨M(t− s)z(s), z(s)⟩ ds, (4.11)

где

H =

h11 0 0
0 h22 0
0 0 h33

 , M(s) = e−msB∗B, s ∈ [0, τ ].

Справедлива следующая теорема.

Теорема 5. Пусть выполнено условие (4.4). Тогда для решения (u(t), v(t), w(t))T

начальной задачи (4.2)–(4.3) с начальными условиями, удовлетворяющими нера-
венству

V (0, z) = h11(x
0 − x∗)2 + h22(x

0
2 − x∗

2)
2 + h33(d

0
0 − d∗0)

2

+a2
0∫

−τ

ems(φ(s)− d∗0)
2ds <

(
ε

q

)2

, (4.12)

справедлива оценка

h11u
2(t) + h22v

2(t) + h33w
2(t) ≤ V (t, z) ≤ V (0, z)(

1− q

ε

√
V (0, z)

)2 e
−εt, t > 0. (4.13)

Доказательство. Рассмотрим модифицированный функционал Ляпунова – Кра-
совского (4.11). Дифференцируя его вдоль решения системы (4.2), получим

d

dt
V (t, z) = ⟨H(Az(t) +Bz(t− τ) + F (z(t))), z(t)⟩

+ ⟨Hz(t), (Az(t) +Bz(t− τ) + F (z(t)))⟩+ ⟨B∗Bz(t), z(t)⟩

−e−mτ ⟨B∗Bz(t− τ), z(t− τ)⟩ −m

t∫
t−τ

⟨M(t− s)z(s), z(s)⟩ ds.

Обозначим
S1 = ⟨(HA+ A∗H +B∗B)z(t), z(t)⟩
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+2 ⟨Hz(t), Bz(t− τ)⟩ − e−mτ ⟨Bz(t− τ), Bz(t− τ)⟩ ,

S2 = 2 ⟨Hz(t), F (z(t))⟩ , S3 = −m

t∫
t−τ

⟨M(t− s)z(s), z(s)⟩ ds.

Тогда
d

dt
V (t, z) = S1 + S2 + S3. (4.14)

Оценим S1. Вначале заметим, что имеет место равенство

2 ⟨Hz(t), Bz(t− τ)⟩ = 2⟨H11z(t), Bz(t− τ)⟩,

где

H11 =

h11 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Далее, используя неравенство

2⟨H11z(t), Bz(t− τ)⟩ − e−mτ ⟨Bz(t− τ), Bz(t− τ)⟩ ≤ emτ ⟨H11z(t), H11z(t)⟩,

получим

S1 ≤
⟨(
HA+ A∗H +B∗B + emτH2

11

)
z(t), z(t)

⟩
= −⟨Rz(t), z(t)⟩ ,

где

R = −
(
HA+ A∗H +B∗B + emτH2

11

)
=

r11 r12 r13
r12 r22 r23
r13 r23 r33

 ,



r11 = 2h11(b+ 2a11)− emτh2
11,

r12 = −2h11a12 − h22a11,
r22 = 2h22(a12 + a22),
r13 = 0,
r23 = h22a33 + h33a22,
r33 = 2h33a33 − a2.

Представим матрицу R в следующем виде:

R = c

h11 0 0
0 h22 0
0 0 h33

+

r11 − h11c r12 0
r12 r22 − h22c r23
0 r23 r33 − h33c

 = c

h11 0 0
0 h22 0
0 0 h33



+

r11 − h11c r12 0
r12 r212(r11 − h11c)

−1 0
0 0 0

+

0 0 0
0 r223(r33 − h33c)

−1 r23
0 r23 r33 − h33c


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+

0 0 0
0 r22 − h22c− r212(r11 − h11c)

−1 − r223(r33 − h33c)
−1 0

0 0 0

 .

Учитывая обозначения (4.7)–(4.9) для величин h11, h22, h33 и обозначение (4.6) для
величины c, получим, что

r22 − h22c− r212(r11 − h11c)
−1 − r223(r33 − h33c)

−1 = 0.

Следовательно, выполнено неравенство

⟨Rz(t), z(t)⟩ ≥ c ⟨Hz(t), z(t)⟩ ,

откуда
S1 ≤ −c ⟨Hz(t), z(t)⟩ . (4.15)

Теперь оценим S2. Имеем

S2 = 2 ⟨Hz(t), F (z(t))⟩ = 2

⟨h11 0 0
0 h22 0
0 0 h33

u(t)
v(t)
w(t)

 ,

 −k2u
2(t)

k2
2
u2(t)− k1v(t)w(t)

−k1v(t)w(t)

⟩

= −k2u
2(t)

(
2h11u(t)− h22v(t)

)
− 2k1v(t)w(t)

(
h22v(t) + h33w(t)

)
≤ k2u

2(t)
√
4h11 + h22

√
h11u2(t) + h22v2(t)

+2k1|v(t)||w(t)|
√

h22 + h33

√
h22v2(t) + h33w2(t)

≤
(
k2u

2(t)
√
4h11 + h22 + 2k1|v(t)||w(t)|

√
h22 + h33

)
V 1/2(t, z)

≤
(
k2
√
4h11 + h22

h11

h11u
2(t) +

k1
√
h22 + h33√
h22h33

(
h22v

2(t) + h33w
2(t)

))
V 1/2(t, z)

≤ qV 3/2(t, z), (4.16)

где q определено в (4.10).
Используя полученные неравенства (4.15), (4.16) и тождество (4.14), установим

оценку
d

dt
V (t, z) = S1 + S2 + S3 ≤ −c ⟨Hz(t), z(t)⟩+ qV 3/2(t, z)

−m

t∫
t−τ

⟨M(t− s)z(s), z(s)⟩ ds.

Учитывая обозначение (4.10) величины ε и определение (4.11) функционала
V (t, z), получим оценку

d

dt
V (t, z) ≤ −εV (t, z) + qV 3/2(t, z).
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С учетом неравенства (4.12) в силу неравенства Гронуолла (см., например, [14])
отсюда вытекает оценка (4.13).

Теорема доказана.

Из теоремы 5 непосредственно вытекают оценки скорости сходимости решений
системы (2.6) к положению равновесия (x∗, x∗

2, d
∗
0)

T. Приведем соответствующий
результат.

Теорема 6. Пусть выполнено условие (4.4). Тогда для решения (x(t), x2(t), d0(t))
T

системы (2.6) с начальными условиями
d0(t) = φ(t) ≥ 0, t ∈ [−τ, 0), φ(t) ∈ C([−τ, 0]),

x(0) = x0 ≥ 0, x2(0) = x0
2 ≥ 0, d0(0) = d00 ∈ [0, γ],

удовлетворяющими неравенству

V (0, z) = h11(x
0 − x∗)2 + h22(x

0
2 − x∗

2)
2 + h33(d

0
0 − d∗0)

2

+a2
0∫

−τ

ems(φ(s)− d∗0)
2ds <

(
ε

q

)2

,

где z = (x−x∗, x2−x∗
2, d0−d∗0)

T, h11, h22, h33 определены в (4.7)–(4.9), m определено
в (4.5), ε и q определены в (4.10), справедливы оценки

|x(t)− x∗| ≤
√
V (0, z)√

h11

(
1− q

ε

√
V (0, z)

) e−εt/2, t > 0, (4.17)

|x2(t)− x∗
2| ≤

√
V (0, z)√

h22

(
1− q

ε

√
V (0, z)

) e−εt/2, t > 0, (4.18)

|d0(t)− d∗0| ≤
√

V (0, z)√
h33

(
1− q

ε

√
V (0, z)

) e−εt/2, t > 0. (4.19)

Следствие 2. Пусть выполнено условие (4.4). Тогда для решения (x(t), x2(t),
d0(t), d1(t))

T начальной задачи (1.2), (2.5) с начальными условиями, удовлетво-
ряющими неравенству

V (0, z) <

(
ε

q

)2

,

справедливы оценки (4.17)–(4.19) и оценка

|d1(t)− (γ − d∗0)| ≤
√

V (0, z)√
h33

(
1− q

ε

√
V (0, z)

) e−εt/2, t > 0.
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5. Заключение

В настоящей работе рассматривались системы дифференциальных уравнений
с запаздывающим аргументом, являющиеся моделями биохимических реакций.
Изучались асимптотические свойства решений данных систем. При условиях, ко-
гда системы обладают асимптотически устойчивыми положениями равновесия,
были получены оценки решений, характеризующие скорости стабилизации на бес-
конечности, при этом были указаны множества притяжения положений равнове-
сия. При получении результатов были использованы модифицированные функци-
оналы Ляпунова – Красовского.
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