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Аннотация. В работе рассматриваются линейные автономные функционально-
дифференциальные уравнения с последействием. Предлагается способ получения эффек-
тивных, легко проверяемых достаточных признаков устойчивости таких уравнений на основе
положительности фундаментального решения некоторого вспомогательного уравнения. Ис-
пользуя известные условия положительности фундаментального решения дифференциальных
уравнений с последействием, установлены новые признаки экспоненциальной устойчивости для
некоторых классов линейных автономных дифференциальных уравнений с последействием.
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Введение

Как известно [1, 2, 3, 4], задачу устойчивости для линейных автономных
функционально-дифференциальных уравнений (ФДУ) полностью решает иссле-
дование нулей его характеристической функции. Однако, как показывает опыт,
исчерпывающее исследование расположения нулей характеристической функции
возможно лишь для сравнительно простых уравнений с небольшим количеством
параметров [3, 4, 5, 17, 6, 7]. Поэтому задача получения легко проверяемых доста-
точных признаков устойчивости, применимых к широким классам ФДУ, остаётся
актуальной. В данной работе предлагается способ получения таких признаков на
основе положительности фундаментального решения некоторого вспомогательно-
го уравнения. Решения ФДУ первого порядка, в отличие от обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, не обладают свойствами знакоопределённости и мо-
нотонности [7, 8]. Однако для некоторых классов ФДУ эти свойства сохраняются.
Используя их, удаётся получать более точные и эффективно проверяемые призна-
ки устойчивости.

1. Постановка задачи

Пусть R = (−∞,+∞), R+ = [0,+∞), L∞ — пространство ограниченных в
существенном на R+ функций с нормой ∥x∥∞ = vrai supt∈R+

|x(t)|.
Рассмотрим уравнение

ẋ(t) +

∫ ω

0

x(t− s) dr(s) =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s) + f(t), t ∈ R+, (1)

где ω, τ ∈ R+, функции r : [0, ω] → R и k : [0, τ ] → R имеют ограниченную ва-
риацию, r(0) = 0, k(0) = 0, интегралы понимаются в смысле Римана–Стилтьеса,
функция f локально суммируема.

Обозначим R =
∫ ω

0
dr(s), K =

∫ τ

0
|dk(s)|.

Следуя [9, c. 9], назовём решением уравнения (1) локально абсолютно непре-
рывную функцию, удовлетворяющую (1) почти всюду. При отрицательных значе-
ниях аргумента, не нарушая общности, функцию x полагаем равной нулю.

Как известно [9, с. 84, теорема 1.1], в указанных предположениях решение урав-
нения (1) при любом заданном начальном условии x(0) существует, единственно
и представимо в виде

x(t) = X(t)x(0) +

∫ t

0

X(t− s)f(s) ds. (2)

Функцию X называют фундаментальным решением уравнения (1). Из представ-
ления (2) следует, что фундаментальное решение является решением уравнения

ẋ(t) +

∫ ω

0

x(t− s) dr(s) =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (3)

дополненного начальным условием x(0) = 1. Фундаментальное решение естествен-
но сделать основным объектом исследования.
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Определение 1. Уравнение (1) будем называть экспоненциально устойчивым,
если при некоторых положительных N и γ для всех t > 0 справедлива оценка
|X(t)| 6 Ne−γt.

2. Основной результат

Рассмотрим уравнение, которое определяется левой частью уравнения (1):

ẋ(t) +

∫ ω

0

x(t− s) dr(s) = 0, t ∈ R+. (4)

Это уравнение далее будем называть уравнением сравнения. Через X0 обозначим
фундаментальное решение уравнения (4).

Лемма 1. Пусть уравнение (4) экспоненциально устойчиво. Тогда
∫∞
0

X0(t) dt =
1/R.

Доказательство. Проинтегрируем уравнение (4), а затем поменяем порядок ин-
тегрирования (в силу теоремы Фубини [10, с. 317] это возможно):

X0(t)−X0(0) = −
∫ ω

0

∫ s

0

X0(s− ξ) dr(ξ) ds−
∫ t

ω

∫ ω

0

X0(s− ξ) dr(ξ) ds =

= −
∫ ω

0

∫ ω

ξ

X0(s− ξ) ds dr(ξ)−
∫ ω

0

∫ t

ω

X0(s− ξ) ds dr(ξ) =

= −
∫ ω

0

∫ t

ξ

X0(s− ξ) ds dr(ξ) = −
∫ ω

0

∫ t−ξ

0

X0(s) ds dr(ξ).

Перейдём к пределу при t → ∞, при этом учтём, что уравнение (4) экспонен-
циально устойчиво, то есть X0(t) −−−→

t→∞
0, и воспользуемся теоремой Лебега [10,

с. 302–303]:

1 =

∫ ω

0

∫ ∞

0

X0(s) ds dr(ξ) = R

∫ ∞

0

X0(s) ds,

что завершает доказательство леммы.

Лемма 2. Пусть a ∈ R и для фундаментального решения уравнения (4) спра-
ведливо неравенство Ẋ0(t) 6 −aX0(t). Тогда X0(t) 6 e−at.

Доказательство. Из условия леммы вытекает, что

d

dt

(
X0(t)e

at
)
= eat

(
Ẋ0(t) + aX0(t)

)
6 0.

Тогда функция X0(t)e
at не возрастает. Значит, X0(t)e

at 6 X0(0)e
a·0 = 1, то есть

X0(t) 6 e−at.
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Приведём в удобной для нас форме теорему типа Боля–Перрона.

Предложение 1 ([11, с. 103, теорема 3.3.1]). Для уравнения (1) эквивалентны
следующие утверждения:

а) при любых x(0) ∈ R и f ∈ L∞ решение уравнения (1) принадлежит L∞;

б) уравнение (1) экспоненциально устойчиво.

На основе предложения 1 докажем следующий признак экспоненциальной
устойчивости.

Теорема 1. Пусть K < R и существуют N0, γ0 > 0, такие что при любом
t ∈ R+ выполняются оценки

0 < X0(t) 6 N0e
−γ0t. (5)

Тогда уравнение (1) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Опираясь на формулу (2), перепишем уравнение (1) в эквива-
лентном интегральном виде

(I − T )x = g, (6)

где

g(t) = X0(t)x(0) +

∫ t

0

X0(t− s)f(s) ds, (Tx)(t) =

∫ t

0

X0(t− s)

∫ τ

0

x(s− ξ) dk(ξ) ds.

Заметим, что если f ∈ L∞, то g ∈ L∞. Учитывая положительность функции X0 и
лемму 1, оценим норму оператора T : L∞ → L∞:

∥(Tx)(t)∥∞ = sup
t>0

∣∣∣∣∫ t

0

X0(t− s)

∫ τ

0

x(s− ξ) dk(ξ) ds

∣∣∣∣ 6
6 sup

t>0

(∫ t

0

X0(t− s)

∫ τ

0

|dk(ξ)| ds
)
∥x∥∞ = K sup

t>0

(∫ t

0

X0(t− s) ds

)
∥x∥∞ =

= K

(∫ ∞

0

X0(s) ds

)
∥x∥∞ =

K

R
∥x∥∞.

Следовательно, ∥T∥ 6 K/R. Если K < R, то ∥T∥ < 1 и, в силу принципа сжима-
ющих отображений [10, с. 320], при любом f ∈ L∞ уравнение (6) имеет решение в
L∞. Поэтому из предложения 1 вытекает теорема 1.

Для успешного применения теоремы 1 требуются эффективные условия поло-
жительности фундаментального решения уравнения (4). Это само по себе явля-
ется самостоятельной задачей, которая решалась для различных классов уравне-
ний в работах [13, 14, 7, 15, 8]. Используя полученные в них результаты, можно
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устанавливать достаточные признаки экспоненциальной устойчивости для линей-
ных автономных ФДУ с последействием. Далее мы найдём такие признаки для
нескольких классов уравнений вида (1).

3. Эффективные признаки устойчивости

3.1. Уравнение с сосредоточенными запаздываниями

Рассмотрим уравнение

ẋ(t) + a1x(t− h1) + a2x(t− h2) =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (7)

где a1, a2 ∈ R+, h1, h2 > 0. Не теряя общности, можно считать, что h1 < h2.
Для (7) уравнение сравнения имеет вид

ẋ(t) + a1x(t− h1) + a2x(t− h2) = 0, t ∈ R+. (8)

Зададим функцию v = φ1(u) параметрически равенствами{
u = −1 + ζh2

h2 − h1

eζh1 , v =
1 + ζh1

h2 − h1

eζh2 , ζ ∈
[
− 1

h2

,− 1

h1

]}
.

Множество P1 определим следующим образом: P1 = {(u, v) : 0 6 v 6 φ1(u)}. На
рис. 1 множество P1 закрашено.

1

eh1

1

eh1

1

eh2

1

eh2

u

v

Рис. 1. Множество P1.

В работе [12] показано, что фундаментальное решение уравнения (8) положи-
тельно при {a1, a2} ∈ P2. Этот результат позволяет доказать следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Пусть {a1, a2} ∈ P1 и
∫ τ

0
|dk(s)| < a1 + a2. Тогда уравнение (7) экспо-

ненциально устойчиво.
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Доказательство. Как было отмечено выше, фундаментальное решение X0 урав-
нения (8) положительно. Тогда Ẋ0(t) < 0, значит, X0(t) убывает на R+ и
Ẋ0(t) 6 −a1X0(t) − a2X0(t) = −(a1 + a2)X0(t). Поэтому из леммы 2 следует
X0(t) 6 e−(a1+a2)t. Для уравнения (7) R = a1 + a2. Ссылка на теорему 1 завер-
шает доказательство.

Приведём два следствия теоремы 2.

Следствие 1. Пусть {a1, a2} ∈ P1 и
∑M

m=1 |bm| < a1 + a2. Тогда уравнение

ẋ(t) + a1x(t− h1) + a2x(t− h2) =
M∑

m=1

bmx(t− τm), t ∈ R+, (9)

экспоненциально устойчиво.

Следствие 2. Пусть 0 < ah 6 1
e

и
∑M

m=1 |bm| < a. Тогда уравнение

ẋ(t) + ax(t− h) =
M∑

m=1

bmx(t− τm), t ∈ R+, (10)

экспоненциально устойчиво.

3.2. Уравнение с распределёнными запаздываниями

Пусть теперь уравнение сравнения содержит распределённое запаздывание:

ẋ(t) + a1

∫ t

t−h1

x(s) ds+ a2

∫ t

t−h2

x(s) ds =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (11)

где a1, a2 ∈ R+, h1, h2 > 0. Не теряя общности, можно считать, что h1 < h2.
Для (11) уравнение сравнения имеет вид

ẋ(t) + a1

∫ t

t−h1

x(s) ds+ a2

∫ t

t−h2

x(s) ds = 0, t ∈ R+. (12)

Зададим функцию v = φ2(u) параметрически равенствами{
u = −

ζeζh1
(
2eζh2 − ζh2 − 2

)
h1(eζh2 − 1)− h2(eζh1 − 1)

,

v =
ζeζh2

(
2eζh1 − ζh1 − 2

)
h1(eζh2 − 1)− h2(eζh1 − 1)

, ζ ∈
[
− ζ0
h2

,− ζ0
h1

]}
,

где ζ0 — положительный корень уравнения e−ζ = 1 − ζ
2
. Множество P2 опреде-

лим следующим образом: P2 = {(u, v) : 0 6 v 6 φ2(u)}. На рис. 2 множество P2
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k0

h1
2

k0

h1
2

k0

h2
2

k0

h2
2

u

v

Рис. 2. Множество P2.

закрашено. Постоянная k0 определяется через корень ζ0. Численные методы дают
значение k0 = ζ0(2− ζ0) ≈ 1.59362.

Из работ [16] и [19] следует, что фундаментальное решение уравнения (12)
положительно при {a1, a2} ∈ P2. Этот результат позволяет доказать следующее
утверждение.

Теорема 3. Пусть {a1, a2} ∈ P2 и
∫ τ

0
|dk(s)| < a1h1 + a2h2. Тогда уравнение (11)

экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Как было отмечено выше, фундаментальное решение X0 урав-
нения (12) положительно. Тогда Ẋ0(t) < 0, значит, X0(t) убывает на R+ и
Ẋ0(t) 6 −a1

∫ t

t−h1
X0(t) ds − a2

∫ t

t−h2
X0(t) ds = −(a1h1 + a2h2)X0(t). Поэтому из

леммы 2 вытекает X0(t) 6 e−(a1h1+a2h2)t. Для уравнения (11) R = a1h1 + a2h2.
Остаётся применить теорему 1.

Приведём два следствия теоремы 3.

Следствие 3. Пусть {a1, a2} ∈ P2 и
∑M

m=1 |bm|+
∑N

n=1 |cn|θn < a1h1 + a2h2. Тогда
уравнение

ẋ(t) + a1

∫ t

t−h1

x(s) ds+ a2

∫ t

t−h2

x(s) ds =

=
M∑

m=1

bmx(t− τm) +
N∑

n=1

cn

∫ t

t−θn

x(s) ds, t ∈ R+,

(13)

экспоненциально устойчиво.

Следствие 4. Пусть 0 < ah2 6 k0 и
∫ τ

0
|dk(s)| < ah. Тогда уравнение

ẋ(t) + a

∫ t

t−h

x(s) ds =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (14)

экспоненциально устойчиво.
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3.3. Уравнение со слагаемыми без запаздываний

Область положительности фундаментального решения существенно расширя-
ется, если в уравнение сравнения входит слагаемое, содержащее нулевое запазды-
вание. Рассмотрим два таких уравнения:

ẋ(t) + a1x(t) + a2x(t− h) =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (15)

ẋ(t) + a1x(t) + a2

∫ t−θ

t−θ−h

x(s) ds =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (16)

где a1, a2 ∈ R, h, τ, θ ∈ R+.
Отметим, что, в отличие от уравнений (7) и (11), в уравнениях (15) и (16)

коэффициенты a1, a2 не обязательно положительны.
Для (15) и (16) уравнения сравнения имеют вид

ẋ(t) + a1x(t) + a2x(t− h) = 0, t ∈ R+, (17)

ẋ(t) + a1x(t) + a2

∫ t−θ

t−θ−h

x(s) ds = 0, t ∈ R+. (18)

Определим P3 = {(u, v) : −v < u 6 e−v−1}. Множество P3 изображено на рис. 3.
В работе [14] доказано, что фундаментальное решение уравнения (17) поло-

жительно тогда и только тогда, когда a2h 6 e−a1h−1. Этот результат позволяет
доказать следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть {a2h, a1h} ∈ P3 и
∫ τ

0
|dk(s)| < a1 + a2. Тогда уравнение (15)

экспоненциально устойчиво.

Доказательство. В силу [17] и [14] для фундаментального решения уравне-
ния (17) выполняется (5). Для уравнения (15) R = a1 + a2. Применение теоремы 1
обеспечивает экспоненциальную устойчивость уравнения (15).

В декартовой системе координат Ouvw зададим поверхность u = ω(v, w) пара-
метрически:{

u = ζ +
ζ
(
1− eζ

)
eζ(ζ(w + 1)− 1) + (1− ζw)

,

v =
ζ2e−ζw

eζ(ζ(w + 1)− 1) + (1− ζw)
, ζ ∈ R, w > 0.

}
Определим P4 = {(u, v) : − v 6 u 6 ω(v, w)}. Множество P4 изображено на рис. 3
(находится между плоскостью и поверхностью).

В работе [7] доказано, что фундаментальное решение уравнения (18) положи-
тельно тогда и только тогда, когда a2h

2 6 ω(a1h, θ/h). Этот результат позволяет
доказать следующее утверждение.
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Рис. 3. Множество P3.

Рис. 4. Множество P4.

Теорема 5. Пусть {a2h2, a1h, θ/h} ∈ P4 и
∫ τ

0
|dk(s)| < a1 + a2h. Тогда уравне-

ние (16) экспоненциально устойчиво.

Доказательство. В силу [18] и [7] для фундаментального решения уравнения (18)
выполняется (5). Для уравнения (16) R = a1+a2h. Остаётся применить теорему 1.

3.4. Уравнение с сингулярной составляющей

В качестве уравнения сравнения можно выбирать и уравнение с сингулярной
составляющей. Рассмотрим пример, в котором функция r является «канторовой
лестницей» [10, с. 341]:

ẋ(t) + a

∫ 1

0

x(t− s) dc(s) =

∫ τ

0

x(t− s) dk(s), t ∈ R+, (19)

где a ∈ R, τ ∈ R+.
Для (19) уравнение сравнения имеет вид

ẋ(t) + a

∫ 1

0

x(t− s) dc(s) = 0, t ∈ R+. (20)
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Рис. 5. Функция w(ζ) (толстая линия).

Пусть ϕ(ζ) =
∫ 1

0
eζξ dc(ξ), w(ζ) = φ′(ζ)

φ(ζ)
. Свойства функции w исследованы в ра-

боте [8]: функция w определена и непрерывно дифференцируема на всей оси, мо-
нотонно возрастает от 0 до 1, w(ζ)+w(−ζ) = 1. График функции w изображён на
рис. 5. Обозначим единственный корень уравнения 1/ζ = w(ζ) через ζ∗ (см. рис. 5)
и положим a∗ = ζ∗/ϕ(ζ∗). Численные методы дают ζ∗ ≈ 1.48, a∗ ≈ 0.618. В той же
работе [8] доказано, что фундаментальное решение уравнения (20) положительно
тогда и только тогда, когда a 6 a∗. На основе этого результата получим ещё один
признак устойчивости.

Теорема 6. Пусть
∫ τ

0
|dk(s)| < a 6 a∗. Тогда уравнение (19) экспоненциально

устойчиво.

Доказательство. Как отмечалось выше, в условиях леммы X0 > 0. Тогда Ẋ0(t) <

0, значит, X0(t) убывает на R+ и Ẋ0(t) 6 −a
∫ 1

0
X0(t) dc(s) = −aX0(t). Поэтому из

леммы 2 следует X0(t) 6 e−at. Для уравнения (19) R = a. Ещё раз применяя
теорему 1, получаем требуемое утверждение.

Заключение

В работе предложен новый метод получения эффективных легко проверяе-
мых признаков экспоненциальной устойчивости для линейных автономных ФДУ
с последействием. Эти условия устанавливаются на основе положительности фун-
даментального решения уравнения сравнения. Суть метода состоит в построении
уравнения сравнения — устойчивого ФДУ, фундаментальное решение которого
положительно, — с последующим описанием класса близких к нему уравнений,
для которых устойчивость сохраняется. Эффективность метода напрямую зави-
сит от наличия и точности условий положительности фундаментального решения
для уравнения сравнения, что стимулирует продолжение исследований в этом на-
правлении. Используемую в работе технику предполагается развивать дальше,

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №1



94 Т.Л. САБАТУЛИНА

применяя её к изучению устойчивости линейных неавтономных ФДУ, а также
нелинейных уравнений и систем.
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