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Аннотация. Исследуется поведение решений задачи Коши для систем нелинейных
функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием, возникающих в моделях ди-
намики популяций. Приведена совокупность условий, обеспечивающих экспоненциально убыва-
ющие оценки компонент решений изучаемой задачи Коши. Параметры экспоненциальных оценок
находятся как решение нелинейной системы неравенств, построенной на основе линейных ма-
жорант отображений, входящих в правые части рассматриваемой системы дифференциальных
уравнений. Представлены результаты построения экспоненциальных оценок для модели, описы-
вающей динамику численности изолированной популяции, и трехкомпонентной модели процесса
производства клеток крови.
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Abstract. The behavior of solutions to the Cauchy problem for systems of nonlinear delay functional
differential equations arising in models of population dynamics is studied. A set of conditions providing
exponentially decreasing estimates of the components of solutions to the studied Cauchy problem is
presented. The parameters of exponential estimates are found as a solution to a nonlinear system of
inequalities constructed on the basis of linear majorant mappings included in the right-hand sides
of the system of differential equations under consideration. The results of constructing exponential
estimates for a model describing the dynamics of an isolated population and a three-component model
of the blood cell production process are presented.
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Введение

Одно из направлений математического моделирования живых систем связано
с исследованием дифференциальных уравнений с запаздыванием, используемых
для описания динамики различных популяций. Многие модели динамики популя-
ций могут быть представлены в форме задачи Коши

dx(t)

dt
= f(t, xt)− (µ+ g(t, xt))x(t), t ≥ 0, (1)

x(t) = ψ(t), t ∈ Iω = [−ω, 0], (2)

для системы линейных или нелинейных функционально-дифференциальных урав-
нений с запаздыванием. В уравнениях системы (1) и начальных условиях (2) ис-
пользованы обозначения

x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))
T , ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψm(t))

T ,

f(t, xt) = (f1(t, xt), . . . , fm(t, xt))
T ,

g(t, xt) = diag
(
g1(t, xt), . . . , gm(t, xt)

)
, µ = diag

(
µ1, . . . , µm

)
,

где x(t) – искомая функция, описывающая численность популяций P1, . . . , Pm; за-
паздывающая переменная xt : Iω → Rm отражает предысторию развития попу-
ляций P1, . . . , Pm, и для каждого фиксированного t ≥ 0 определена по правилу:
xt(θ) = x(t + θ), θ ∈ Iω; начальная функция ψ(t) задает численность изучае-
мых популяций при t ≤ 0. Для фиксированного 1 ≤ i ≤ m отображение fi(t, xt)
описывает скорость появления новых индивидуумов популяции Pi, отображение
gi(t, xt) таково, что gi(t, xt)xi(t) задает скорость гибели или превращения инди-
видуумов популяции Pi за счет взаимодействия индивидуумов между собой, а
также под влиянием внешней среды. Выражение µixi(t) означает скорость есте-
ственной смертности или миграционного оттока индивидуумов популяции Pi, где
µi – некоторая константа. Под dx(t)/dt понимается правосторонняя производная
x(t) (покомпонентно).

Положим J = [a, b] ⊂ R, R+ = {v ∈ R : v ≥ 0}, A ⊆ Rm. Пусть E – единич-
ная m × m матрица, ||v||Rm =

∑m
i=1 |vi| — норма вектора v ∈ Rm. Через C(J,A)

обозначим множество всех непрерывных функций z : J → A с нормой

||z|| = max
θ∈J

(
||z(θ)||Rm

)
, z ∈ C(J,Rm).

Обозначим через Bd = {z ∈ C(Iω, R
m) : ||z|| ≤ d} шар в пространстве C(Iω, Rm).

Для u,w ∈ Rm неравенства u < 0, u > 0, u ≤ w, u ≥ w понимаются покомпонентно.
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Если x, y ∈ C(J,A), то для каждого t ∈ J неравенство x(t) ≤ y(t) понимается как
неравенство между соответствующими векторами.

Примем, что отображения, функции и константы, входящие в (1), (2), удо-
влетворяют набору предположений, совокупность которых при всех 1 ≤ i ≤ m
обозначим через (H0):

1) fi, gi : R+ × C(Iω, Aξ) → R, где Aξ = {u ∈ Rm : u ≥ ξ}, ξ ∈ Rm, ξ < 0 —
некоторый фиксированный вектор;

2) fi, gi : R+ × C(Iω, R
m
+ ) → R+;

3) fi(t, z), gi(t, z) непрерывны по (t, z) ∈ R+ ×C(Iω, Aξ) и локально липшицевы
по z: для каждого d ∈ R, d > 0, существуют константы L

(i)
f = L

(i)
f (ξ, d) > 0, L(i)

g =

L
(i)
g (ξ, d) > 0, такие, что при всех z1, z2 ∈ Bd

∩
C(Iω, Aξ) и t ∈ [0,∞) выполнены

неравенства

|fi(t, z1)− fi(t, z2)| ≤ L
(i)
f ||z1 − z2||, |gi(t, z1)− gi(t, z2)| ≤ L(i)

g ||z1 − z2||;

4) ψi : Iω → R+ — непрерывная функция;
5) µi > 0.
Следуя [2], [10], решением задачи Коши (1), (2) на полуоси R+ будем называть

функцию x(t), непрерывную на любом конечном промежутке Iω ∪ [0, τ ], τ > 0,
удовлетворяющую начальному условию (2), имеющую непрерывную производную
на промежутке [0, τ), которая удовлетворяет уравнениям системы (1) для всех
t ∈ [0, τ).

Задача Коши (1), (2) для линейных и нелинейных систем (1) детально иссле-
дована в работах автора [4], [5], [6]. В этих работах получены условия глобальной
разрешимости задачи Коши (1), (2), установлена неотрицательность компонент
решения x(t) при неотрицательных компонентах функции ψ(t), получены поком-
понентные верхние оценки для x(t) и экспоненциально убывающие оценки для
компонент x(t) в случае линейной системы уравнений (1). Перечисленные резуль-
таты получены на основе теории монотонных операторов [3], [7], [8].

Целью настоящей работы является исследование задачи Коши (1), (2) для
нелинейной системы уравнений (1) и получение условий, обеспечивающих суще-
ствование экспоненциально убывающих оценок компонент решения x(t) изучаемой
задачи на промежутке [0,∞).

1. Вспомогательные результаты

Используя метод вариации произвольной постоянной, перейдем от системы (1),
(2) к системе интегральных уравнений, дополненной начальными данными

x(t) = e−
∫ t
0 (µ+g(s,xs))dsψ(0) +

∫ t

0

e−
∫ t
a(µ+g(s,xs))dsf(a, xa)da, t ≥ 0, (3)

x(t) = ψ(t), t ∈ Iω, (4)
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где символом

e−
∫ t
a(µ+g(s,xs))ds

обозначена диагональная матричная экспонента, построенная с помощью диаго-
нальной матрицы µ+ g(s, xs).

Опираясь на стандартный подход [10], получаем, что задачи (1), (2) и (3), (4)
эквивалентны. Следовательно, для изучения поведения решения x(t) задачи Коши
(1), (2) можно воспользоваться системой (3), (4).

Зафиксируем τ > 0. Под Cψ ⊂ C([−ω, τ ], Rm) будем понимать множество, со-
стоящее из всех функций x ∈ C([−ω, τ ], Rm), таких, что x(t) = ψ(t), t ∈ Iω. Реше-
нием задачи (3), (4) на промежутке [0, τ ] будем называть функцию x ∈ Cψ, такую,
что x(t) удовлетворяет (3) для всех t ∈ [0, τ ]. Примем, что Cψ,0 ⊂ Cψ — множе-
ство, состоящие из функций x ∈ Cψ, таких, что x(t) ≥ 0, t ∈ [−ω, τ ]. Опираясь на
(3), (4), определим оператор F , который каждой функции x ∈ Cψ,0 сопоставляет
функцию F (x) ∈ Cψ,0 по формулам

F (x)(t) = ψ(t), t ∈ Iω,

F (x)(t) = e−
∫ t
0 (µ+g(s,xs))dsψ(0) +

∫ t

0

e−
∫ t
a(µ+g(s,xs))dsf(a, xa)da, t ∈ [0, τ ].

Пусть υ = υ(t) = (υ1(t), . . . , υm(t))
T — некоторая функция с неотрицательными

компонентами, непрерывная на промежутке [−ω, τ ]. Положим, что Cψ,0,υ состоит
из функций x ∈ Cψ, удовлетворяющих неравенствам 0 ≤ x(t) ≤ υ(t), t ∈ [−ω, τ ].

Используя леммы 1, 2, 5 работы [6], приходим к следующим результатам.

Лемма 1. Пусть выполнено предположение (H0) и существует функция υ, та-
кая, что F : Cψ,0,υ → Cψ,0,υ. Тогда задача (3), (4) имеет на промежутке [0, τ ]
единственное решение x ∈ Cψ, причем x ∈ Cψ,0,υ.

Теорема 1. Пусть выполнено предположение (H0) и для всех (t, z) ∈ R+ ×
C(Iω, R

m
+ ) имеет место оценка

f(t, z) ≤ p+

∫ 0

−ω
d ν(θ)z(θ), (5)

где p ∈ Rm
+ , ν — m ×m матрица, элементы которой определены и не убывают

на Iω, матрица ∆ν = ν(0) − ν(−ω) содержит хотя бы один положительный
элемент. Тогда задача (3), (4) однозначно разрешима на полуоси R+, и при всех
t ≥ 0 верна оценка 0 ≤ x(t) ≤ c eη t, где c ∈ Rm, c > 0 – некоторый вектор, η ∈ R
– некоторая константа, зависящие от µ, p, ∆ν.

Из теоремы 1 следует, что искомая экспоненциально убывающая оценка для
решения x(t) задачи Коши (1), (2) может быть найдена в рамках оценки вида (5)
и выполнения условий, при которых η < 0.
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2. Дополнительное предположение и основной результат

Примем, что отображение f(t, xt) удовлетворяет предположению (H1):
1) для всех (t, xt) ∈ R+ × C(Iω, R

m
+ ) имеет место оценка

f(t, xt) ≤ f̂(xt) =
n∑
i=0

Lix(t− ωi) +

∫ 0

−ωn+1

Ln+1(θ)x(t+ θ)dθ, (6)

где запаздывания 0 < ωi ≤ ω, 1 ≤ i ≤ n + 1, ω0 = 0, L0, . . . , Ln, Ln+1(θ) – неотри-
цательные матрицы, элементы матрицы Ln+1(θ) интегрируемы по Риману;

2) каждая строка матрицы

L =
n∑
i=0

Li +

∫ 0

−ωn+1

Ln+1(θ)dθ (7)

содержит хотя бы один ненулевой элемент.
Заметим, что матрица L, заданная формулой (7), является неотрицательной,

а внедиагональные элементы матрицы µ − L не положительны. Будем говорить,
что µ − L является невырожденной М-матрицей, если она имеет обратную и об-
ратная матрица (µ − L)−1 неотрицательна. В монографиях [1], [9] приведен ряд
критериев, позволяющих проверять матрицу µ−L на принадлежность к семейству
невырожденных М-матриц.

Рассмотрим задачу Коши для функции y(t) = (y1(t), . . . , ym(t))
T :

dy(t)

dt
= f̂(yt)− µy(t), t ≥ 0, (8)

y(t) = ψ(t), t ∈ Iω. (9)

Решением задачи Коши (8), (9) на полуоси R+ будем называть функцию y(t),
непрерывную на любом конечном промежутке Iω ∪ [0, τ ], τ > 0, удовлетворяющую
начальному условию (9), имеющую на [0, τ) непрерывную производную, которая
удовлетворяет уравнениям системы (8) для всех t ∈ [0, τ); при t = 0 под dy(t)/dt
понимается правосторонняя производная.

Используя метод вариации произвольной постоянной и учитывая начальные
условия, перейдем к изучению системы линейных интегральных уравнений, экви-
валентной задаче (8), (9), а именно:

y(t) = e−µtψ(0) +

∫ t

0

e−µ(t−a)f̂(ya)da, t ≥ 0, (10)

y(t) = ψ(t), t ∈ Iω. (11)

Лемма 2. Пусть матрица L, введенная в предположении (H1), такова, что
µ−L является невырожденной М-матрицей. Тогда для решения y(t) задачи Коши
(8), (9) имеет место оценка

0 ≤ y(t) ≤ c e−r t, t ∈ Iω ∪R+, (12)
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где c ∈ Rm, r ∈ R удовлетворяют системе неравенств

c > 0,
(
µ− rE −

n∑
i=0

erωiLi −
∫ 0

−ωn+1

e−rθLn+1(θ)dθ
)
c ≥ 0, (13)

c ≥ max
t∈Iω

(
ertψ(t)

)
, 0 < r < min(µ1, . . . , µm). (14)

Доказательство. Пусть c ∈ Rm, r ∈ R — некоторые вектор и константа. Введем
функцию

υ(t) = c e−r t, t ∈ Iω ∪R+. (15)

Опираясь на условия леммы, используем теорему 3 работы [4] применительно к
задаче Коши (8), (9) и эквивалентной ей задаче (10), (11). Получаем, что суще-
ствуют c ∈ Rm и r ∈ R, удовлетворяющие (13), (14), и такие, что для функции
υ(t) вида (15) верны неравенства

e−µtψ(0) +

∫ t

0

e−µ(t−a)f̂(υa)d a ≤ υ(t), 0 ≤ t <∞, (16)

ψ(t) ≤ υ(t), t ∈ Iω. (17)

Кроме того, из (10), (11), (16), (17) следует, что при всех t ∈ Iω ∪R+ для решения
y(t) задачи Коши (8), (9) верно 0 ≤ y(t) ≤ υ(t) = c e−r t, то есть имеет место оценка
(12). Лемма доказана.

Отметим, что способы нахождения c ∈ Rm и r ∈ R, используемых в оценке
(12), приведены в разделе 3 работы [4] и в разделе 2 работы [5].

Теорема 2. Пусть выполнены предположения (H0), (H1), µ−L является невы-
рожденной М-матрицей. Тогда задача Коши (1), (2) имеет на полуоси R+ един-
ственное решение x(t), и справедлива оценка

0 ≤ x(t) ≤ c e−r t, t ∈ Iω ∪R+, (18)

где c ∈ Rm, r ∈ R удовлетворяют системе неравенств (13), (14).

Доказательство. Используя лемму 2, рассмотрим функцию υ, определенную
формулой (15) и удовлетворяющую соотношениям (16), (17). Имеем, что для всех
t ∈ Iω верно ψ(t) ≤ υ(t). Опираясь на оценку (6), получаем цепочку неравенств

0 ≤ e−
∫ t
0 (µ+g(s,υs))dsψ(0) +

∫ t

0

e−
∫ t
a(µ+g(s,υs))dsf(a, υa)da

≤ e−µtψ(0) +

∫ t

0

e−µ(t−a)f̂(υa)da ≤ υ(t), 0 ≤ t <∞.

Следовательно, для каждого фиксированного τ > 0 верно 0 ≤ F (υ)(t) ≤ υ(t),
t ∈ [−ω, τ ]. Более того, если x ∈ Cψ,0,υ, то

0 ≤ F (x)(t) ≤ F (υ)(t) ≤ υ(t), t ∈ [−ω, τ ].
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Последнее означает, что F (x) ∈ Cψ,0,υ, то есть множество функций Cψ,0,υ является
инвариантным для оператора F . Используя лемму 1, устанавливаем, что для фик-
сированного τ > 0 задача (3), (4) имеет на промежутке [0, τ ] единственное решение
x ∈ Cψ, причем x ∈ Cψ,0,υ. Заметим, что компоненты функции υ(t) не зависят от τ .
Учитывая произвольность выбора τ и используя теорему 1, получаем, что задача
Коши (1), (2) имеет единственное решение x = x(t) на полуоси R+, и для этого
решения справедлива оценка (18). Теорема доказана.

3. Примеры

Применение теоремы 2 к исследованию конкретных моделей означает поиск
условий, приводящих к вырождению популяций. Экспоненциально убывающие
оценки позволяют оценить скорость и время до вырождения популяций в зави-
симости от начальных данных и параметров линейной мажорирующей системы.

3.1. Динамика изолированной популяции

Пусть m = 1 и x = x(t) – численность взрослых индивидуумов некоторой
изолированной популяции P . Примем, что динамика x(t) задается следующими
соотношениями:

dx(t)

dt
= f(t, xt)− (µ+ g(t, xt))x(t)

=
ρ e−λω1 x2(t− ω1)

1 + β x(t− ω1)
−

(
µ+ γx(t) +

∫ 0

−ω2

φ(θ)x(t+ θ)dθ
)
x(t), t ≥ 0,

x(t) = ψ(t), t ∈ Iω = [−max{ω1, ω2}, 0],

где ρ, λ, β, ω1, µ, γ, ω2 – положительные константы, φ(θ), ψ(t) — неотрицательные,
непрерывные функции, ψ(t) ̸≡ 0. Выражение

f(t, xt) =
ρ e−λω1 x2(t− ω1)

1 + β x(t− ω1)

опирается на стадия-зависимый вариант модели Базыкина и задает скорость вос-
производства индивидуумов популяции. Запаздывание ω1 означает продолжи-
тельность периода от появления новых индивидуумов до их перехода в группу
взрослых индивидуумов, константа λ означает интенсивность гибели молодых
индивидуумов популяции. Отметим, что для любых xt = x(t − ω1) ≥ 0 верно
0 ≤ f(t, xt) ≤ (α/β) x(t− ω1), где α = ρ e−λω1 . Выражение

g(t, xt) = γx(t) +

∫ 0

−ω2

φ(θ) x(t+ θ)dθ

описывает интенсивность гибели взрослых индивидуумов популяции вследствие
их конкуренции за некоторые ресурсы и отражает один из вариантов модели
Лотки-Вольтерра.
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Для рассматриваемой модели выполнены предположения (H0) и (H1), причем
f̂(xt) = (α/β) x(t − ω1). При m = 1 система (8) с начальным условием (9) имеет
достаточно простой вид, а именно: y(t) ∈ R,

dy(t)

dt
= f̂(yt)− µy(t) = (α/β) y(t− ω1)− µy(t), t ≥ 0,

y(t) = ψ(t), t ∈ Iω.

Обратимся к условиям теоремы 2. Вместо матрицы µ−L следует рассмотреть
константу µ − α/β и потребовать ее положительность. Тогда, если µ > α/β, то
решение x(t) изучаемой модели неотрицательно и имеет экспоненциально убыва-
ющую верхнюю оценку:

0 ≤ x(t) ≤ c e−rt, t ∈ Iω ∪ [0,∞). (19)

В оценке (19) константы c ∈ R, r ∈ R находятся как решение следующей
системы неравенств:

c > 0, 0 < r < µ, (µ− r − erω1 α/β) c ≥ 0, c ≥ max
t∈Iω

(
ert ψ(t)

)
.

Учитывая, что c > 0, константу r находим как корень уравнения

µ− r = erω1 α/β, 0 < r < µ. (20)

Очевидно, что уравнение (20) имеет единственный корень r на указанном проме-
жутке. Далее полагаем, что

c = max
t∈Iω

(
ert ψ(t)

)
.

Пусть, в частности, α/β = 1, ω1 = ω2 = ω = 1, µ = 1.5 и ψ(t) = 10000 + 200 t,
t ∈ Iω. Численное решение уравнения (20) дает корень r = 0.235 (с округлением до
третьего знака). Поскольку ψ(t) – монотонно возрастающая функция, то c = ψ(0).
Тогда приходим к оценке

0 ≤ x(t) ≤ 10000 e−0.235 t, t ∈ [−ω,∞).

Неравенство µ > α/β отражает ситуацию, в которой интенсивность естествен-
ной гибели взрослых индивидуумов популяции µ превышает уровень α/β, интер-
претируемый как максимальная интенсивность производства потомства в расчете
на одного взрослого индивидуума. Нетрудно заметить, что в случае µ > α/β по-
пуляция вырождается при любой ее начальной численности.
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3.2. Динамика гемопоэза

Рассмотрим модель, описывающую производство зрелых клеток крови одной
из миелоидной линий кроветворения (моноцитов, макрофагов, гранулоцитов). По-
лагаем, что производство зрелых клеток крови регулируется с помощью поло-
жительной и отрицательной обратной связи, определяющей скорость выработки
молекул гормона–поэтина. Система уравнений модели имеет вид:

dx1(t)

dt
= σ0β0s0x3(t− ω3)− (β1 + µ1)x1(t), (21)

dx2(t)

dt
= σ1β1x1(t− ω1)− µ2x2(t), t ≥ 0, (22)

dx3(t)

dt
= αx2(t− ω2)h(x2(t− ω2))− µ3x3(t), (23)

xi(t) = ψi(t), t ∈ Iω = [−ω, 0], i = 1, 2, 3. (24)

В системе (21)–(24) переменная x1(t) означает численность созревающих кле-
ток костного мозга, x2(t) — численность зрелых клеток крови, x3(t) — концентра-
цию гормона–поэтина в момент времени t. Начальные значения этих переменных
описываются с помощью неотрицательных, непрерывных функций ψi(t), i = 1, 2, 3,
t ∈ Iω, ω = max{ω1, ω2, ω3}. Параметры ω3, ω1 задают время, необходимое для пре-
вращения клеток одной популяции в клетки другой популяции, s0 означает число
стволовых кроветворных клеток костного мозга, которое принято постоянным.
Параметры β0, β1 задают интенсивности переходов клеток из одной популяции
в другую, µ1, µ2, µ3 — интенсивности разрушения созревающих клеток костно-
го мозга, зрелых клеток крови и молекул гормона–поэтина за счет естественного
старения и взаимодействия с факторами, которые в модели явно не учитываются.
Параметры σ0, σ1 отражают пролиферативную активность стволовых кроветвор-
ных клеток и созревающих клеток костного мозга (коэффициенты, учитывающие
количество делений этих клеток в процессе размножения и гибель части делящих-
ся клеток). Слагаемое αx2(t−ω2)h(x2(t−ω2)), входящее в (23), описывает скорость
производства гормона–поэтина в условиях положительных и отрицательных об-
ратных связей, α — некоторая константа. Параметр ω2 учитывает запаздывание в
реакции организма с точки зрения зависимости скорости производства гормона–
поэтина от изменения численности зрелых клеток крови. Все указанные парамет-
ры и запаздывания положительны.

Примем, что h(u) является неотрицательной, непрерывной, невозрастающей,
локально–липшицевой на промежутке u ∈ [0,∞) функцией и h(0) = 1. Характер-
ным примером ρ(u) служат функции

ρ1(u) =
αu

1 + un
, ρ2(u) = αu e−λu, u ≥ 0,

где α > 0, n > 1, λ > 0 — некоторые константы.
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Из системы (21)–(23) видно, что матрица µ и компоненты отображений

f(t, xt) = (f1(t, xt), f2(t, xt), f3(t, xt))
T , g(xt) = diag(g1(xt), g2(xt), g3(xt))

имеют следующий вид: µ = diag(µ1, µ2, µ3), f1(t, xt) = σ0β0s0x3(t− ω3),

f2(t, xt) = σ1β1x1(t− ω1), f3(t, xt) = αx2(t− ω2)h(x2(t− ω2)),

g1(xt) = β1, g2(xt) ≡ 0, g3(xt) ≡ 0.

Очевидно, что µ, f(t, xt), g(t, xt) удовлетворяют предположению (H0). Используя
неравенство 0 ≤ h(u) ≤ 1, u ≥ 0, получаем, что для всех x2(t − ω2) ≥ 0 верно
f3(t, xt) ≤ ax2(t− ω2).

Заметим, что g1(xt)x1(t) = β1x1(t) – линейно зависит от x1(t). Поэтому, опи-
раясь на структуру системы уравнений (21)–(23), можно использовать другую
запись матрицы µ и отображения g1(xt), а именно:

µ = diag(β1 + µ1, µ2, µ3), g1(xt) ≡ 0. (25)

Тогда для модели (21)–(24) система (8), (9) может быть представлена в виде:

dy1(t)

dt
= σ0β0s0y3(t− ω3)− (β1 + µ1)y1(t), (26)

dy2(t)

dt
= σ1β1y1(t− ω1)− µ2y2(t), t ≥ 0, (27)

dy3(t)

dt
= α y2(t− ω2)− µ3y3(t), (28)

yi(t) = ψi(t), t ∈ Iω, i = 1, 2, 3. (29)

Обозначим: a1 = σ1β1, a2 = α, a3 = σ0β0s0,

ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t))
T , y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t))

T ,

L1 =

 0 0 0
a1 0 0
0 0 0

 , L2 =

 0 0 0
0 0 0
0 a2 0

 , L3 =

 0 0 a3
0 0 0
0 0 0

 .

Запишем систему (26)–(29) в компактной форме

dy(t)

dt
= f̂(yt)−µy(t) = L1y(t−ω1) +L2y(t−ω2) +L3y(t−ω3)− µy(t), t ≥ 0, (30)

y(t) = ψ(t), t ∈ Iω, (31)

где под µ понимается матрица, заданная формулой (25). Матрица L, используемая
в предположении (H1), имеет вид L = L1+L2+L3 (в соответствии с формулой (7))
и не содержит нулевых строк. Следовательно, отображение f(t, xt) удовлетворяет
предположению (H1).
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Обратимся к теореме 2. Матрица µ− L (с учетом (25)) такова:

µ− L =

 β1 + µ1 0 −a3
−a1 µ2 0
0 −a2 µ3

 .

Получим условия, при которых µ−L является невырожденной М-матрицей. При-
меним критерий, связанный с положительностью главных (диагональных) мино-
ров матрицы µ−L, включая ее определитель (см., например, [9]). Вычисляя диа-
гональные миноры этой матрицы, находим, что

M1 = β1 + µ1 > 0, M2 = (β1 + µ1)µ2 > 0,M3 = (β1 + µ1)µ2 µ3 − a1a2a3.

Следовательно, если верно неравенство

(β1 + µ1)µ2 µ3 > a1a2a3, (32)

то µ− L является невырожденной М-матрицей.
Опираясь на конкретный вид системы (30), (31), обратимся к неравенствам

(13), (14) относительно r ∈ R и c ∈ R3:

(
µ− rE −

3∑
i=1

erωiLi

)
c ≥ 0, (33)

0 < r < min(β1 + µ1, µ2, µ3), (34)
c > 0, c ≥ max

t∈Iω

(
ertψ(t)

)
. (35)

Для нахождения решения системы (33)–(35) используем результаты раздела 2
работы [5]. Обозначим

Ω(r) = µ− rE −
3∑
i=1

erωiLi =

 β1 + µ1 − r 0 −a3erω3

−a1erω1 µ2 − r 0
0 −a2erω2 µ3 − r

 .

Параметр r будем искать как корень уравнения

detΩ(r) = 0 (36)

с учетом неравенства (34). Определитель матрицы Ω(r) имеет вид:

detΩ(r) = (β1 + µ1 − r)(µ2 − r)(µ3 − r)− a1a2a3 e
r (ω1+ω2+ω3).

От (36) приходим к уравнению

(β1 + µ1 − r)(µ2 − r)(µ3 − r) = a1a2a3 e
r (ω1+ω2+ω3), (37)
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корни r которого будем искать на промежутке

r ∈ [r1, r2] = [0,min(β1 + µ1, µ2, µ3)]. (38)

Пусть F1(r), F2(r) – функции, записанные в левой и правой частях уравнения (37),
r ∈ [r1, r2]. Видно, что F1(r) монотонно убывает, а F2(r) монотонно возрастает на
промежутке r ∈ (r1, r2). Имеем, что F2(r2) > F1(r2) = 0. В силу выполнения нера-
венства (32) находим, что F1(r1) > F2(r1) > 0. Отсюда непосредственно получаем,
что уравнение (37) имеет на промежутке (38) единственный корень r = r∗, и этот
корень таков, что 0 < r∗ < min(β1 + µ1, µ2, µ3).

Зафиксируем r∗ и найдем решение системы

ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)
T ∈ R3, ξ > 0, Ω(r∗)ξ = 0. (39)

Для матрицы Ω(r∗) имеем, что

β1 + µ1 − r∗ > 0, (β1 + µ1 − r∗)(µ2 − r∗) > 0, detΩ(r∗) = 0.

Получаем, что ранг матрицы Ω(r∗) равен 2, и решение системы (39) имеет следу-
ющий вид:

ξ
(∗)
3 > 0, ξ

(∗)
1 =

a3e
r∗ω3

β1 + µ1 − r∗
ξ
(∗)
3 > 0, ξ

(∗)
2 =

µ3 − r∗
a2er∗ω2

ξ
(∗)
3 > 0. (40)

Следовательно, найдено решение системы (33) с учетом c > 0. Обратимся к нера-
венствам (35). Положим, что искомый вектор c = c∗ = ξ(∗) > 0. Из (40) следует,
что для каждой фиксированной функции ψ(t) можно выбрать компоненту ξ

(∗)
3

вектора ξ(∗), обеспечивающую выполнение неравенства

ξ(∗) ≥ max
t∈Iω

(
er∗t ψ(t)

)
.

В итоге получаем, что при выполнении неравенства (32) для решения x(t) мо-
дели (21)–(24) имеет место оценка

0 ≤ x(t) ≤ c∗e
−r∗ t, t ∈ [−ω,∞).

Результаты исследования модели (21)–(24) можно интерпретировать следую-
щим образом. Неравенство (32) указывает на связь между параметрами процесса
кроветворения, в рамках которой может возникать аплазия костного мозга (полное
исчезновение созревающих клеток костного мозга и зрелых клеток крови). Такая
ситуация возможна, в частности, за счет увеличения интенсивностей разрушения
созревающих клеток костного мозга или зрелых клеток крови, а также снижения
пролиферативного потенциала созревающих клеток костного мозга под влиянием
различных факторов. Еще одной из причин может являться патологическая ситу-
ация, приводящая к снижению выработки созревающих клеток костного мозга из
стволовых кроветворных клеток или нарушения в производстве гормона–поэтина.
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Заключение

Основной результат статьи состоит в разработке условий, обеспечивающих по-
компонентно экспоненциально убывающие оценки решений задачи Коши для си-
стем нелинейных функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием
специального вида. Параметры экспоненциальных оценок находятся как решение
нелинейной системы неравенств, построенной на основе линейных мажорант отоб-
ражений, входящих в правые части рассматриваемой системы дифференциальных
уравнений. Способы нахождения указанных параметров предполагают использо-
вание достаточно простых численных методов. Предложенный подход может быть
применен для изучения еще одной проблемы, а именно: построение экспоненциаль-
но убывающих оценок по части компонент решений задачи Коши для рассматри-
ваемой системы дифференциальных уравнений. Необходимость построения таких
оценок обусловлена изучением высокоразмерных математических моделей, возни-
кающих в задачах иммунологии и эпидемиологии.
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