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Аннотация. Для линейных функционально-дифференциальных уравнений первого порядка по-
лучены неулучшаемые условия однозначной разрешимости общей краевой задачи при интеграль-
ных ограничениях на функциональные операторы. Если эти условия не выполнены, то найдется
функциональный оператор, удовлетворяющий заданным интегральным ограничениям, для ко-
торого краевая задача не является однозначно разрешимой. Проверка этих необходимых и до-
статочных условий заключается в проверке отсутствия нулей известной функции, заданной на
множестве размерности 8.
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1. Введение

Для функционально-дифференциальных уравнений первого порядка будут по-
лучены неулучшаемые условия разрешимости краевых задач при интегральных
ограничениях на функциональные операторы.

Рассматривается краевая задача для линейного функционально-дифференци-
ального уравнения первого порядка{

ẋ(t) = (Tx)(t) + f(t), t ∈ [a, b],

ℓx = α,
(1)

где функция x : [a, b] → R принадлежит пространству абсолютно непрерывных
на отрезке [a, b] вещественных функций AC; линейный ограниченный оператор
T : C → L действует из пространства ограниченных вещественных функций C
в пространство суммируемых вещественных функций L, ограничен и регулярен,
то есть представим в виде разности двух линейных положительных операторов
(отображающих неотрицательные функции из C в почти всюду неотрицательные
из L); функция f суммируема: f ∈ L; α ∈ R; ℓ : AC → R — линейный ограничен-
ный функционал; в пространствах C, L, AC используются стандартные нормы.

Известно, что краевая задача (1) фредгольмова (см., например, [3]). Таким
образом, краевая задача (1) имеет единственное решение при всех парах f ∈ L,
c ∈ R тогда и только тогда, когда однородная задача (при f ≡ 0, α = 0) задача
имеет только тривиальное решение.

Условия разрешимости краевых задач для функционально-дифференциаль-
ных уравнений первого порядка достаточно хорошо разработаны в монографии
[13], статьях [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] и других работах. При изучении
конкретных краевых задач, как правило, используется техника построения апри-
орных оценок. Однако для сколько-нибудь общих краевых задач неулучшаемые
условия разрешимости в терминах ограничений на функциональные операторы,
по-видимому, неизвестны. Здесь с помощью метода, описанного, например, в рабо-
тах [1, 2], будут получены общие необходимые и достаточные условия разрешимо-
сти краевой задачи для всех уравнений из рассматриваемого семейства уравнений
при интегральных ограничениях на функциональные операторы положительной
и отрицательной частей оператора T в задаче (1). Эти условия однозначной раз-
решимости оказываются неулучшаемыми (в заданном семействе уравнений) в том
смысле, что если эти условия не выполнены, то в семействе найдется уравнение,
для которого краевая задача не является однозначно разрешимой.

В параграфе 2 доказаны основные общие утверждения: о связи разрешимости
задачи для семейств уравнений и разрешимостью задачи для уравнений с двумя
постоянными аргументами (теорема 1) и о необходимых и достаточных услови-
ях разрешимости краевой задачи при интегральных ограничениях (теорема 2). В
§ 3 получены необходимые и достаточные условия разрешимости краевых задач
периодического типа (теорема 3).
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2. Общие утверждения для уравнения первого порядка

В следующей (основной) лемме показывается, что решение однородной крае-
вой задачи для функционально-дифференциального уравнения первого порядка
с регулярным функциональным оператором является решением задачи с теми же
краевыми условиями для однородного уравнения с двумя постоянными значени-
ями аргумента.

Лемма 1. Пусть однородная краевая задача{
ẋ(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t), t ∈ [a, b],

ℓx = 0,
(2)

где T+, T− : C → L — линейные положительные операторы, ℓ : AC → R —
линейный ограниченный функционал, имеет нетривиальное решение u ∈ AC.
Тогда функция u является решением краевой задачи для некоторого функцио-
нально-дифференциального уравнения c двумя постоянными аргументами:{

ẋ(t) = p∗(t)x(τ∗) + p∗(t)x(τ ∗), t ∈ [a, b],

ℓx = 0,
(3)

где τ∗, τ ∗ ∈ [a, b], p∗, p∗ ∈ L, и выполнены соотношения

p∗ + p∗ = T+1 − T−1 , (4)
p∗(t), p

∗(t) ∈ [−(T−1 )(t), (T+1 )(t)], t ∈ [a, b]. (5)

Доказательство. Обозначим через τ∗ и τ ∗ любые точки, в которых решение u на
отрезке [a, b] принимает минимальное и максимальное значения соответственно.
Таким образом, выполнены неравенства u(τ∗) ≤ u(t) ≤ u(τ ∗), t ∈ [a, b]. Тогда для
положительных операторов T− и T+ выполнены неравенства

(T+1 )(t)u(τ∗) ≤ (T+u)(t) ≤ (T+1 )(t)u(τ ∗), t ∈ [a, b],

(T−1 )(t)u(τ∗) ≤ (T−u)(t) ≤ (T−1 )(t)u(τ ∗), t ∈ [a, b].

Следовательно, существуют такие измеримые функции ζ, ξ : [a, b] → [0, 1], что

(T+u)(t) = (T+1 )(t)(1− ζ(t))u(τ∗) + (T+1 )(t)ζ(t)u(τ ∗), t ∈ [a, b],

(T−u)(t) = (T−1 )(t)(1− ξ(t))u(τ∗) + (T−1 )(t)ξ(t)u(τ ∗), t ∈ [a, b].

Поэтому функция u удовлетворяет задаче (3) при p∗, p∗, определенных равенства-
ми

p∗(t) = (T+1 )(t)(1− ζ(t))− (T−1 )(t)(1− ξ(t)), t ∈ [a, b],

p∗(t) = (T+1 )(t)ζ(t)− (T−1 )(t)ξ(t), t ∈ [a, b].

Очевидно, что при этом выполнено равенство (4) и неравенства (5).
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Верно и обратное утверждение.

Лемма 2. Пусть заданы неотрицательные функции p+, p− ∈ L. Пусть все за-
дачи (2) при всех таких линейных положительных операторах T+, T− : C → L,
что T+1 = p+, T−1 = p−, имеют только тривиальное решение.

Тогда все краевые задачи (3) имеют только тривиальное решение при всех τ∗,
τ ∗ ∈ [a, b] и всех функциях p∗, p∗ ∈ L, удовлетворяющих условиям (4), (5).

Доказательство. Пусть краевая задача (3) при некоторых τ∗, τ ∗ ∈ [a, b] и при
некоторых функциях p∗, p∗ ∈ L, удовлетворяющих условиям (4),(5), имеет нетри-
виальное решение u. Определим линейные операторы T+, T− равенствами

T+x = p+1 x(τ1) + (p+ − p+1 )x(τ2), T−x = p−1 x(τ1) + (p− − p−1 )x(τ2),

где p+1 , p−1 — положительная и отрицательная части функции p1 (p+1 = (|p1|+p1)/2,
p−1 = (|p1| − p1)/2). Операторы T+, T− : C → L положительны и выполнены ра-
венства T+1 = p+, T−1 = p−. Тогда функция u — нетривиальное решение зада-
чи однородной задачи (2), которая поэтому не является однозначно разрешимой.
Противоречие доказывает утверждение.

Из лемм 1 и 2 и фредгольмовости задачи{
ẋ(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t) + f(t), t ∈ [a, b],

ℓx = α,
(6)

следует необходимое и достаточное условие разрешимости для всего семейства.

Теорема 1. Пусть заданы неотрицательные функции p+, p− ∈ L. Задача (6)
однозначно разрешима при всех таких линейных положительных операторах T+,
T− : C → L, что T+1 = p+, T−1 = p−, в том и только том случае, когда все
задачи (3) имеют только тривиальное решение при всех τ∗, τ ∗ ∈ [a, b] и всех
функциях p∗, p∗ ∈ L, удовлетворяющих условиям (4), (5).

Замечание 1. В утверждении теоремы 1 можно полагать τ∗ < τ ∗, причем τ∗ —
точка минимума, τ ∗ — точка максимума некоторого нетривиального решения.

2.1. Условия разрешимости краевых задач с двумя постоянными
аргументами

Лемма 3. Краевая задача{
ẋ(t) = p∗(t)x(τ∗) + p∗(t)x(τ ∗), t ∈ [a, b],

ℓx = 0,
(7)

где p∗, p∗ ∈ L, τ∗, τ ∗ ∈ [a, b],

ℓx ≡ ψx(a) +

∫ b

a

ϕ(s)ẋ(s) ds, ψ ∈ R, ϕ ∈ L∞, (8)
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имеет только тривиальное решение тогда и только тогда, когда

△ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 1−
∫ τ∗

a

p∗(s) ds −
∫ τ∗

a

p∗(s) ds

−1 −
∫ τ∗

a

p∗(s) ds 1−
∫ τ∗

a

p∗(s) ds

ψ

∫ b

a

ϕ(s)p∗(s) ds

∫ b

a

ϕ(s)p∗(s) ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0. (9)

Доказательство. Решение задачи (7) представимо в виде

x(t) = x(a) +

∫ t

a

p∗(s) ds x(τ∗) +

∫ t

a

p∗(s) ds x(τ ∗), t ∈ [a, b],

где значения x(a), x(τ∗), x(τ ∗) удовлетворяют равенствам

x(τ∗) = x(a) +

∫ τ∗

a

p∗(s) ds x(τ∗) +

∫ τ∗

a

p∗(s) ds x(τ ∗),

x(τ ∗) = x(a) +

∫ τ∗

a

p∗(s) ds x(τ∗) +

∫ τ∗

a

p∗(s) ds x(τ ∗)

и краевому условию

ψx(a) +

∫ b

a

ϕ(s)p∗(s) ds x(τ∗) +

∫ b

a

p∗(s) ds x(τ ∗) = 0.

Краевая задача (7) имеет только тривиальное решение тогда и только тогда, когда
система трех последних уравнений относительно неизвестных x(a), x(τ∗) и x(τ ∗)
имеет только тривиальное решение, то есть, когда выполнено условие (9).

Запишем в более удобном виде условие однозначной разрешимости задачи (6).

Теорема 2. Пусть заданы неотрицательные числа A, B, ψ, γ и γ ∈ (0, γ]. Тогда
задача (6) с функционалом ℓ, определенным равенством (8), однозначно разре-
шима при всех таких линейных положительных операторах T+, T− : C → L,
что ∥T+∥ = A, ∥T−∥ = B, и при всех таких измеримых функциях ϕ, что
γ ≤ ϕ(t) ≤ γ, t ∈ [a, b], тогда и только тогда, когда

△ ≡

∣∣∣∣∣∣
−1 1− c1 −c4
0 −1− c2 1− c5
ψ D1 D2

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (10)

при всех

c5 ∈ [−M2,M1], c4 ∈
{

[−M2,M1 − c5], c5 ≥ 0,
[−M2 − c5,M1], c5 < 0,

c2 ∈ [−B +M2, A−M1], c1 ∈
{

[−B +M2, A−M1 − c2], c2 ≥ 0,
[−B +M2 − c2, A−M1], c2 < 0,

M1 ∈ [0, A], M2 ∈ [0, B], D1 ∈
[
γ(A−M1)− γ(A−M2), γ(A−M1)− γ(A−M2)

]
,

D2 ∈
[
γM1 − γM2, γM1 − γM2

]
.
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Доказательство. Условие (9) имеет следующий вид:

△ ≡

∣∣∣∣∣∣
−1 1− c1 −c4
−1 −c1 − c2 1− c4 − c5
ψ D1 D2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−1 1− c1 −c4
0 −1− c2 1− c5
ψ D1 D2

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (11)

где

c1 =

∫ τ∗

a

p∗(s) ds, c2 =

∫ τ∗

τ∗

p∗(s) ds, c4 =

∫ τ∗

a

p∗(s) ds, c5 =

∫ τ∗

τ∗

p∗(s) ds,

D1 =

∫ b

a

ϕ(s)p∗(s) ds, D2 =

∫ b

a

ϕ(s)p∗(s) ds.

Пусть γ ≤ ϕ(t) ≤ γ, t ∈ [a, b], где 0 < γ ≤ γ. При некоторых ζ, ξ : [0, 1] → [0, 1]
имеем

D1 =

=

∫ b

a

ϕ(s)
(
(T+1 )(t)(1− ζ(t))− (T−1 )(t)(1− ξ(t))

)
dt ∈

[
γN1 − γN2, γN1 − γN2

]
,

D2 =

∫ b

a

ϕ(s)
(
(T+1 )(t)ζ(t)− (T−1 )(t)ξ(t)

)
dt ∈

[
γM1 − γM2, γM1 − γM2

]
,

где

N1 =

∫ b

a

(T+1 )(t)(1− ζ(t)) dt, N2 =

∫ b

a

(T−1 )(t)(1− ξ(t)) dt,

M1 =

∫ b

a

(T+1 )(t) ζ(t) dt, M2 =

∫ b

a

(T−1 )(t)ξ(t) dt,

N1 +M1 = ∥T+∥ ≡ A, N2 +M2 = ∥T−∥ ≡ B, N1,M1, N2,M2 ≥ 0.

Далее имеем c1 =
∫ τ∗
a
(T+1 )(t)(1 − ζ(t)) dt −

∫ τ∗
a
(T−1 )(t)(1 − ξ(t)) dt,

c4 =
∫ τ∗
a
(T+1 )(t)ζ(t) dt −

∫ τ∗
a
(T−1 )(t)ξ(t) dt, c2 =

∫ τ∗

τ∗
(T+1 )(t)(1 − ζ(t)) dt −∫ τ∗

τ∗
(T−1 )(t)(1 − ξ(t)) dt, c5 =

∫ τ∗

τ∗
(T+1 )(t)ζ(t) dt −

∫ τ∗

τ∗
(T−1 )(t)ξ(t) dt. Таким об-

разом,

c1 = K1 −K2, c4 = L1 − L2, c2 = P1 − P2, c5 = Q1 −Q2,

K1 + P1 ≤ N1 = A−M1, K2 + P2 ≤ N2 = B −M2,

L1 +Q1 ≤M1, L2 +Q2 ≤M2, N1 +M1 = ∥T+∥ ≡ A, N2 +M2 = ∥T−∥ ≡ B,

K1, K2, L1, L2, P1, P2, Q1, Q2, N1,M1, N2,M2 ≥ 0.

Поэтому при фиксированных M1 ∈ [0, A] и M2 ∈ [0, B] имеем:

K1 ∈ [0, A−M1], P1 ∈ [0, A−M1 −K1], K2 ∈ [0, B −M2], P2 ∈ [0, B −M2 −K2],

L1 ∈ [0,M1], Q1 ∈ [0,M1 − L1], L2 ∈ [0,M2], Q2 ∈ [0,M2 − L2].
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И для c1, c2, c4, c5 получаем:

c1 = K1−K2, c2 ∈ [M2−B+K2, A−M1−K1], c4 = L1−L2, c5 ∈ [L2−M2,M1−L1],

где

K1 ∈ [0, A−M1], K2 ∈ [0, B−M2], L1 ∈ [0,M1], L2 ∈ [0,M2], M1 ∈ [0, A], M2 ∈ [0, B].

Пусть c2 ∈ [−B+M2, A−M1]. Если c2 > 0, то K1 ∈ [0, A−M1−c2], K2 ∈ [0, B−M2].
Поэтому

c1 = K1 −K2 ∈ [−B +M2, A−M1 − c2].

Если c2 ≤ 0, то K1 ∈ [0, A−M1], K2 ∈ [0, c2 +B −M2]. Поэтому

c1 = K1 −K2 ∈ [−c2 −B +M2, A−M1].

Пусть c5 ∈ [−M2,M1]. Если c5 > 0, то L1 ∈ [0,M1 − c5], L2 ∈ [0,M2]. Поэтому

c4 = L1 − L2 ∈ [−M2,M1 − c5].

Если c5 ≤ 0, то L1 ∈ [0,M1], L2 ∈ [0, c5 +M2]. Поэтому

c4 = L1 − L2 ∈ [−M2 − c5,M1].

Итак, при заданных неотрицательных числах A = ∥T+∥ и B = ∥T−∥ функция
△ из неравенства (11) определена на только что описанном восьмимерном множе-
стве. Отсутствие нулей △ по лемме (3) эквивалентно однозначной разрешимости
задачи (6) при всех таких линейных положительных операторах T+, T− : C → L,
что ∥T+∥ = A, ∥T−∥ = B, и при всех таких измеримых функциях ϕ в записи
функционала краевых условий ℓ, что γ ≤ ϕ(t) ≤ γ, t ∈ [a, b].

Замечание 2. Многомерность множества, на котором надо проверить неравенство
(11), определяет трудности при получении конечных условий разрешимости.

3. Краевые задачи периодического типа

Основной результат параграфа — теорема 3, в которой получены необходимые
и достаточные условия однозначной разрешимости одного класса задач, включаю-
щего периодическую краевую задачу (утверждение теоремы обобщает известные
результаты о периодических задачах).

Рассмотрим общую краевую задачу для уравнения первого порядка (6) с функ-
ционалом краевого условия (8), в котором положим ψ = 0. В этом случае в усло-
виях разрешимости (10) этой задачи определитель △ не зависит от переменных c1
и c4, поэтому размерность множества, на котором решается задача минимизации
при применении леммы 3, снижается на 2. При ϕ(s) ≡ 1 и α = 0 краевая задача
становится периодической.
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Теорема 3. Пусть заданы числа A ≥ 0, B ≥ 0, γ ≥ 1. Для того чтобы краевая
задача ẋ(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t) + f(t), t ∈ [a, b],∫ b

a

ϕ(s)ẋ(s) ds = α,

была однозначно разрешима при всех линейных положительных операторах T+,
T− : C → L и всех измеримых функциях ϕ, удовлетворяющих условиям

∥T+∥ = A, ∥T−∥ = B, ϕ(s) ∈ [γ, γ], s ∈ [a, b], 0 < γ ≤ γ,
γ

γ
= γ,

необходимо и достаточно, чтобы

B

1/γ −B
< A < 1 + 1/γ + 2

√
1/γ −B,

или
A

1/γ − A
< B < 1 + 1/γ + 2

√
1/γ − A.

Замечание 3. При γ = 1 из теоремы 3 получаем утверждение теоремы 4.1 книги
[13] о разрешимости периодической задачи.

Доказательство теоремы 3. Будем искать условия, при которых задачаẋ(t) = p∗(t)x(τ∗) + p∗(t)x(τ ∗), t ∈ [a, b],∫ b

a

ϕ(s)ẋ(s) ds = 0,

не имеет нетривиальных решений для всех τ∗, τ
∗ ∈ [a, b], всех таких функций p∗,

p∗ ∈ L, что выполнены соотношения

p∗ + p∗ = T+1 − T−1 , p∗(t), p
∗(t) ∈ [−(T−1 )(t), (T+1 )(t)], t ∈ [a, b],

всех линейных положительных операторах T+, T− : C → L с заданными нормами
(∥T+∥ = A, ∥T−∥ = B), всех измеримых функций ϕ, удовлетворяющих неравен-
ствам

γ ≤ ϕ(t) ≤ γ, t ∈ [a, b],

где 0 < γ ≤ γ. В этот класс задач входит и периодическая задача, для которой
функция ϕ постоянна.

В этом случае функция △ из неравенства (11) имеет вид

△ = (1 + c2)D2 + (1− c5)D1,
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D1 ∈
[
γN1 − γN2, γN1 − γN2

]
= (12)

=
[
γ(A−M1)− γ(B −M2), γ(A−M1)− γ(B −M2)

]
,

D2 ∈
[
γM1 − γM2, γM1 − γM2

]
, c5 ∈ [−M2,M1]

c2 ∈ [M2 −B,A−M1] . (13)

Удобнее перейти к новым переменным:

△′ ≡ △
γ

= (1 + c2)D
′
2 + (1− c5)D

′
1,

где

D′
1 ∈ [N1 − γN2, γN1 −N2] = [A−M1 − γ(B −M2), γ(A−M1)− (B −M2)] ,

D′
2 ∈ [M1 − γM2, γM1 −M2] ,

γ ≡ γ

γ
, M1 ∈ [0, A] , M2 ∈ [0, B] . (14)

Задача (7) не может иметь нетривиальных решений, если при всех параметрах,
удовлетворяющих условиям (13)–(14), будет выполнено неравенство △′ ̸= 0.

При M1 = M2 = 0 имеем D2,= 0, c5 = 0 и △′ = D′
1 ∈ [A − γB, γA − B]. Если

A ≥ B, то γA − B > 0, то есть, правый конец промежутка для △′ положителен,
и поэтому левый конец этого промежутка для того, чтобы он не содержал нуля,
также должен быть положителен: A − γB > 0 (в случае A ≤ B выполнено нера-
венство A − γB < 0 и поэтому правый конец не содержащего нуля промежутка
также должен быть отрицателен: A < 1

γ
B).

Рассмотрим сначала случай A ≥ B. Нас интересуют условия, при которых

△′ = (1 + c2)D
′
2 + (1− c5)D

′
1 > 0,

для всех c2, c5, D′
1, D′

2, M1, M2, удовлетворяющих (13)–(14) где параметры

A = ∥T+∥, B = ∥T−∥, γ =
γ

γ
≥ 1

определяются исходной краевой задачей.
Минимум △′ может принимать только на границах всех ограничений по c2,

c5, D′
1, D′

2. Необходимо рассмотреть все возможные случаи с учетом очевидного
сокращения перебора: если c2 = A − M1, то △′ будет принимать минимальное
значение при D′

2 =M1 − γM2. Аналогично получаем, что
если c2 =M2 −B > −1, то D′

2 =M1 − γM2;
если c2 =M2 −B ≤ −1, то D′

2 = γM1 −M2;
если c5 =M1 > 1, то D′

1 = γ(A−M1)− (B −M2);
если c5 =M1 ≤ 1, то D′

1 = (A−M1)− γ(B −M2);
если c5 = −M2, то D′

1 = (A−M1)− γ(B −M2).
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Случай 1: c2 =M2, B > −1,D′
2 =M1−γM2, c5 =M1 > 1,D′

1 = γ(a−M1)−(B−
M2). В этом случае △′ = (1+M2−B)(M1−γM2)+(1−M1)(γ(A−M1)−(B−M2)) =
−γM2

2 + (Bγ + 1− γ)M2 +M1 − γM1 −B + γA+ γM2
1 −M1γA.

Коэффициент при M2 отрицателен, поэтому минимальное значение выраже-
ния △′ будет приниматься на одном из концов отрезка M2 ∈ [B − 1, B]. Левый
конец в данном случае проверять не обязательно, так как он не является грани-
цей множества ограничений. При M2 = B имеем

△′ = γM2
1 + (1− γ − γA)M1 −Bγ + γA.

Это выражение принимает минимальное значение либо при M1 = 0 (△′ = γ(A −
B) > 0 при A > B), либо при M1 = A (△′ = A− γB > 0), либо при M1 =M1,min =
−1

2
1−γγA

γ
, если M1,min ∈ [1, A], то есть, при a > 1 + 1/γ. Тогда

△′ = −γ2A2 + 2γ(γ + 1)− (1− γ)2 − 4γ2B,

и △′ > 0 тогда и только тогда, когда величина A принадлежит интервалу(
1 + 1/γ − 2

√
1/γ −B, 1 + 1/γ + 2

√
1/γ −B

)
.

Таким образом, △′ > 0, если при B ≤ 1/γ и при A > 1+1/γ выполнено неравенство

A < 1 + 1/γ + 2
√
1/γ −B.

Случай 2: c2 = a−M1, D′
2 =M1−γM2, c5 =M1 > 1, D′

1 = γ(a−M1)−(B−M2).
Тогда △′ = (1−M1+γ(M1− 1)−γA)M2+M1+AM1−γM1−M2

1 + gA+γM2
1 −

B −M1γA+BM1.
Коэффициент при M2 отрицателен: (M1 − 1)(γ − 1) < Aγ, поэтому мини-

мальное значение выражения △′ будет приниматься при максимально возможном
M2 = B. Тогда △′

M2=b = (γ − 1)M2
1 + (1 − γA + γBA − γ)M1 − γB + γA − γAB.

Минимальное значение это выражение принимает либо при M1 = 1 (△′ =
A(1 − γB) > 0, если B < 1/γ), либо при M1 = A (△′ = A − Bγ > 0 так как
A ≥ 1 и B < 1/γ), либо внутри отрезка [1, A] при M1,min = −1

2
1−γA+γB+A−γ

γ−1
,

если γ > 1. Имеем M1,min ≥ 1 при A ≥ γB+γ−1
γ−1

; M1,min ≤ A при A ≥
−γB+γ−1

γ−1
. Если оба эти неравенства выполнены, то A ≥ γB+γ−1

γ−1
и min△′ =

1
4(γ−1)

(−(γ − 1)2A2 − 2(γ − 1)(−1 + γB − γ)A− γ2B2 + (2γ − 2γ2)B + 2γ − 1). Те-
перь min△′ > 0 тогда и только тогда, когда

A ∈

(
γ + 1− γB − 2γ

√
1/γ −B

γ − 1
;
γ + 1− γB + 2γ

√
1/γ −B

γ − 1

)
.

Но уже полученная при рассмотрении случая 1 оценка для A является более силь-
ной. Действительно,

1 + γ + 2
√

1/γ −B <
γ + 1− γB + 2γ

√
1/γ −B

γ − 1
,
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так как
γ2 − 1

γ
+ 2(γ − 1)

√
1/γ −B < γ + 1− γB + 2γ

√
1/γ −B,

γ2 − 1

γ
− γ − 1 + γB < 2

√
1/γ −B,

−1− γ + γ2B

γ
< 2
√
γ − γB,

и при γB < 1 левая часть последнего неравенства отрицательна. При этом грани-
цы применимости этого неравенства лежат внутри границ применения неравен-
ства из пункта 1, так как A ≥ γB+γ−1

γ−1
> 1 + 1/γ.

Случай 3: c2 = M2 − B > −1, D′
2 = M1 − γM2, c5 = M1 ≤ 1, D′

1 = a −M1 −
γ(B −M2).

Тогда △′ = (1+M2−B)(M1− γM2)+ (1−M1)(A−M1− γ(B−M2)) = −γM2
2 +

(−γM1 +Bγ +M1)M2 + A−Bγ −BM1 +M2
1 +M1γB − AM1.

Коэффициент при M2
2 отрицателен, поэтому минимальное значение △′ может

принимать только на концах отрезка изменения величины M2: M2 = B − 1 или
M2 = B. Случай M2 = B − 1 можно не рассматривать, так как эта точка не будет
лежать на границе всех ограничений. При M2 = B имеем △′ =M2

1 −AM1+A−Bγ.
При M1 = 1 △′ = 1 − γB > 0, если Bγ < 1. При M1 = 0 △′ = A − γB > 0,
если A > Bγ. Минимальное значение △′ принимает при M1 = A/2. Тогда △′ =
−A2

4
+A−γB > 0, если A ∈

[
0, 2 + 2

√
1 + Bγ

)
. Очевидно, что условия, полученные

при рассмотрении случая 1, более ограничительны.
Случай 4: c2 = A−M1, D′

2 =M1−γM2, c5 =M1 ≤ 1, D′
1 = a−M1−γ(B−M2).

Тогда △′ = (1+A−M1)(M1−γM2)+(1−M1)(A−M1−γ(B−M2)) = −AγM2+
A− γB +BγM1. Минимальное значение достигается при M1 = 0 и M2 = B. Тогда
△′ = −AγB + A−Bγ > 0 при

A >
B

1/γ −B
.

Случай 5: c2 =M2−B > −1, D′
2 =M1−γM2, c5 = −M2, D′

1 = a−M1−γ(B−
M2).

Тогда △′ = (1+M2−B)(M1−γM2)+ (1+M2)(A−M1−γ(B−M2)) = −BM1+
A−Bγ +M2A.

Минимальное значение △′ будет принимать при M2 = 0 и M1 = A. Тогда
△′ = −BA + A − Bγ > 0 при A > Bγ

1−B
. Но так как должны быть выполнены

условия из предыдущих пунктов, то

A >
Bγ

1−Bγ
≥ Bγ

1−B
, (15)

и условия этого пункта выполнены.
Случай 6: c2 = A−M1,D′

2 =M1−γM2, c5 = −M2 ≤ 1,D′
1 = a−M1−γ(B−M2).

Тогда △′ = (1 +A−M1)(M1 − γM2) + (1 +M2)(A−M1 − γ(B −M2)) = γM2
2 +

(γM1 − γA+ A−M1 −Bγ)M2 + AM1 −Bγ −M2
1 + A.

Минимальное значение △′ будет достигаться на границах отрезка изменения
величины M1. Рассмотрим сначала случай M1 = 0.
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Тогда △′ = γM2
2 +M2(A − γA − γB) − Bγ) − Bγ + A. Минимальное значение

будет приниматься при M2 = M2,min = γ(A+B)−A
2γ

. M2,min ≤ B при A(γ − 1) < 1B

и M2,minγ0 при A(γ − 1) < γB. Тогда △′ = 2γ−γ2−1
4γ

A2 + 2−Bγ+B
2

A − B2γ+4Bγ
4

=

− (1−γ)2

4γ
A2 + 2−B(γ−1)

2
A− Bγ(B+4)

4
> 0, если

γ

(1− γ)2

(
(2−B(γ − 1)− 2

√
1−Bγ(γ − 1)

)
<

< A <
γ

(1− γ)2

(
(2−B(γ − 1) + 2

√
1−Bγ(γ − 1)

)
.

(16)

Неравенство A < γB
γ−1

, при котором следует проверять неравенство (16), сов-
местно с неравенством A > γB

1−Bγ
(неравенство (15) из предыдущего пункта) тогда

и только тогда, когда

γ ∈ (1, 2), B ∈ [0,
2− γ

γ
]. (17)

Тогда γB
1−Bγ

< A < γB
γ−1

. Поэтому если выполнено условие (17), то и неравенство
(16) выполнено, так как

γ

(1− γ)2

(
(2−B(γ − 1)− 2

√
1−Bγ(γ − 1)

)
<

Bγ

1−Bγ

и
γB

γ − 1
<

γ

(1− γ)2

(
(2−B(γ − 1) + 2

√
1−Bγ(γ − 1)

)
.

При M1 = A выполнено неравенство △′ = γM2
2 − BγM2 + A − Bγ ≥ △′

M1=0.
Таким образом, при M1 = A выполнено неравенство △′ > 0, если △′ > 0 при
M1 = 0, что было рассмотрено выше.

Итак, показано, что для того чтобы задача{
ẋ(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t), t ∈ [a, b],∫ b

a
ϕ(s)ẋ(s) ds = 0,

не имела нетривиальных решений при всех операторах T+, T− и функциях ϕ,
таких что

∥T+∥ = A, ∥T−∥ = B, 0 < γ ≤ ϕ ≤ γ, γ/γ = γ ≥ 1,

при A ≥ B необходимо и достаточно выполнения условий

B

1/γ −B
< A < 1 + 1/γ + 2

√
1/γ −B, 0 ≤ B < 1/γ.

Отметим, что кривые A(B) = 1+1/γ+2
√
1/γ −B и A(B) = B

1/γ−B
пересекаются

при

Bmax =
4γ − 1 +

√
1 + 8γ

8γ2
< 1/γ.
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Рассмотрение при B ≥ A аналогично, его можно упростить с помощью следу-
ющего утверждения из книги [13]:

Пусть x — решение задачиẋ(t) = (T+x)(t)− (T−x)(t), t ∈ [a, b],

ℓx ≡ ψx(a) +

∫ b

a

ϕ(s)ẋ(s) ds = 0.
(18)

Тогда
y(t) = x(a+ b− t), t ∈ [a, b], (19)

является решением задачиẏ(t) = (T−y)(t)− (T+y)(t), t ∈ [a, b],

ℓ̃y ≡ ψy(b)−
∫ b

a

ϕ(a+ b− s)ẏ(s) ds = 0.
(20)

Более того, между множествами решений задач (18) и (20) равенство (19) уста-
навливает взаимно однозначное соответствие.

Таким образом, мы получаем утверждение о разрешимости задачи при ∥T+∥ <
∥T−∥ с помощью уже доказанного утверждения для ∥T+∥ ≥ ∥T−∥. Следователь-
но, полностью доказана теорема о разрешимости обобщенной периодической за-
дачи для скалярного уравнения.

4. Заключение

Мы получили необходимые и достаточные условия однозначной разрешимости
линейной краевой задачи для всех уравнений из заданного множества функци-
онально-дифференциальных уравнений. В общем случае проверка этих условий
сводится к проверке отсутствия нулей явно заданной вещественной функции, опре-
делённой на множестве конечной размерности. Во всех случаях проверка эффек-
тивно осуществляется с помощью компьютерных процедур. Примененный метод
может использоваться для различных краевых задач для функционально-диф-
ференциальных уравнений высших порядков и систем таких уравнений. Кроме
того, метод может использоваться и для построения неулучшаемых (для данного
множества уравнений) оценок решений.
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