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Abstract. In 1962 Eells and N. Kuiper provided manifolds admitting the Morse function with exactly
three critical points. They shown that the dimension n of such manifolds takes the values 2, 4, 8 and 16,
and the critical points of the Morse function have indices 0, n/2 and n. Later these manifolds were called
projective-like. In 2013 E. V. Zhuzhoma and V. S. Medvedev obtained a topological classification of
gradient flows of such Morse function. In particular, they proved that all such flows on four-dimensional
manifolds are topologically equivalent that means that there is only one projective-like manifold of
dimension four (that is not true for higher dimension). In this paper, we study the relationship between
the numbers of equilibrium states of various indices of a gradient-like flow on the projective-like
manifold of dimension four. We also provide an algorithm of realization such flows with the given
numbers of equilibrium states of different indices.
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1. Introduction and Statement of Results

Let Mn be a smooth closed connected manifold of dimension n. Recall that a flow
f t on Mn is called Morse-Smale if its non-wandering set Ωf t belongs to a finite set
of hyperbolic equilibrium states and closed trajectories, and invariant manifolds of
different equilibrium states and closed trajectories have only transversal intersection.
A Morse-Smale flow without closed trajectories is called gradient-like. S. Smale in [1]
showed that for an arbitrary manifold Mn there exists a Morse function (a smooth
function whose critical points are non-generated) defined on Mn, and it is possible to
choose a metric on Mn such that the gradient flow of the Morse function will be a
gradient-like flow. Hence, gradient-like flows exist on all manifolds.

1This work was supported by the Russian Science Foundation under grant 17-11-01041, except
the proof of Theorem 1 which was performed with support of the Laboratory of Dynamical Systems
and Applications NRU HSE, of the Ministry of science and higher education of the RF grant ag. №
075-15-2019-1931.
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Recall that the sets

W s
p = {q ∈Mn : lim

t→+∞
f t(q) → p},W u

p = {q ∈Mn : lim
t→+∞

f−t(q) → p}

are called stable and unstable manifolds of an equilibrium state p correspondingly.
According to [2, Theorem 2.3], if there is a gradient-like flow f t on a manifold Mn

then Mn is a disjoint union of stable manifolds of all points from Ωf t and for any
point p ∈ Ωf t its stable and unstable manifolds are smoothly embedded open balls.
Dimension dimW u

p of the unstable manifold of the point p is called a Morse index
of p. It follows from hyperbolicity of the point p that dimW u

p ∈ {0, 1, . . . , n} and
dimW s

p + dimW u
p = n. An equilibrium p such that dimW u

p = 0 (dimW u
p = n) is

called a sink (a source), and an equilibrium p such that dimW u
p ∈ (0, n) is called a

saddle point.
It follows from the observation above that for any gradient-like flow f t the set Ωf t

contains at least one source and one sink. If the set Ωf t is exhausted by these two
points, then the ambient manifold Mn is a sphere, and all such flows are topologically
equivalent. According to [9] any gradient-like flow has an energy function — a Morse
function decreasing along non-singular trajectories of f t such that the set of critical
points of f coincides with the set Ωf t . Then the question of an existing of gradient-like
flows with non-wandering set consisting of exactly three equilibrium states is reduced to
the problem of existing of Morse function with exactly three critical points. Manifolds
admitting such Morse function were studied in [7]. In particular, there was proven that
the dimension of these manifolds takes the values n ∈ {2, 4, 8, 16} and the indices of
the critical points equal 0, n

2
, n. For n = 2 this manifold is the projective plane.

Gradient-like flows with non-wandering set consisting of exactly three points were
studied in [3], [4]. In these papers manifolds admitting such flows were called projective-
like manifolds. It was also proved that for n = 4 all flows on a projective-like
manifold which non-wandering set consists of exactly three hyperbolic equilibrium
states are topologically equivalent. Hence, all four-dimensional projective-like manifolds
are homeomorphic. This fact is not true in case n > 4, since, due to [7], in each
dimension 8, 16 there exist projective-like manifolds with different homotopy types.

In this paper, we do the first step to solution of a problem of topological classification
of gradient-like flows on projective-like manifolds with arbitrary number of equilibria.
Namely, we study a structure of a non-wandering set of gradient-like flows on a
projective-like manifold of dimension four and provide an algorithm of a realization
of such flows for given number of equilibria of different Morse indices.

For gradient-like flow f t on a four-dimensional manifold denote by lf t the number of
sink аnd source equilibrium states, by hf t — the number of sаddle equilibrium stаtes of
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Morse index two, and by kf t the number of sаddle equilibrium stаtes of Morse indices
one and three.

Main results of the paper are following.

Theorem 1. Let f t be a gradient-like flow on the four-dimensional projective-like
manifold M4. Then lf t−kf t+hf t = 3. If for any two different saddle equilibria p, q ∈ Ωf t

the intersection W s
p ∩W u

q is empty then hf t = 1.

Theorem 2. Let l ≥ 2, k ̸= 0, h ≥ 1 be integers such that l − k + h = 3. Then
there is a gradient-like flow f t on the four-dimensional projective-like manifold such
that lf t = l, kf t = k, hf t = h.

2. The Structure of non-wandering set of gradient-like flows on
four-dimensional projective-like manifolds

This section is devoted to the proof of Theorem 1.

2.1. Auxiliary results

Let us recall that a sphere Sk is the manifold homeomorphic to the standard sphere
Sk = {(x1, . . . , xk+1) ⊂ Rk+1| x21 + · · · + x2k+1 = 1}, a ball (an open ball) Bn is the
manifold homeomorphic to the standard ball (the interior of the standard ball) Bn =

{(x1, . . . , xn) ⊂ Rn| x21 + · · ·+ x2n ≤ 1}.
The sphere Σk topologically embedded in a topological manifoldMn (1 ≤ k ≤ n−1)

is called locally flat if for any point z ∈ Σk there exists a neighborhood Uz ⊂ Mn and
a homeomorphism φz : Uz → Rn such that φz(Σk ∩Uz) = Rk ⊂ Rn. If the sphere Σk is
not flat at a point z, then the point z is called the point of wildness and the sphere Σk

is called wild.
The statement below follows from [2, Theorem 2.3].

Statement 1. Let f t be a gradient-like flow on a closed manifold Mn. Then

1. Mn =
∪

p∈Ωft

W s
p =

∪
p∈Ωft

W u
p ;

2. for any point p ∈ Ωf t the manifold W u
p is a smooth submanifold of Mn;

3. for any point p ∈ Ωf t and any connected component lup of set W u
p \ p the closure

cl lup of lu satisfy the equality cl lup \ (lup ∪ p) =
∪

q∈Ωf :W s
q ∩lup ̸=∅

W u
q .

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



132 E.GUREVICH, A. CHERNOV, A. IVANOV

Item 1 of the Statement 1 and the fact that an unstable manifold of a hyperbolic
equilibrium state p is a ball of dimension indp ∈ {0, . . . , 4} lead to the fact that the set
Ωf t of any gradient-like flow f t contains at least one source and one sink. Indeed, in
the absence of sinks (or sources), a manifold Mn of dimension n would be represented
as a finite union of smoothly embedded balls of smaller dimension that is impossible.

Everywhere below we suppose that f t is a gradient-like flow on projective-like
manifold M4.

Denote by Ωi
f t the set of all equilibrium states of the flow f t which have the

dimension of the unstable manifold equal to i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} and by |Ωi
f t | the capacity

of the set |Ωf t|. Put lf t = |Ω0
f t| + |Ω4

f t |, kf t = |Ω1
f t | + |Ω3

f t |, and hf t = |Ω2
f t |. It

follows from [7] that Euler characteristic χ(M4) of M4 is 3. Then due to Poincare-Hopf
Theorem we have

lf t − hf t + kf t = 3. (2.1)

It immediately follows from Equation (2.1) that if the set Ω1
f t ∪ Ω3

f t is empty then
the set Ωf t consists of exactly three equilibrium states: a source, a sink, and a saddle
with a Morse index two.

Let p, q ∈ Ωf t are saddle points such that W s
p ∩ W u

q ̸= ∅. Then the intersection
W s
p ∩W u

q is called heteroclinic intersection.

Lemma 1. Let a flow f t has no heteroclinic intersections, and p ∈ Ω1
f t (p ∈ Ω3

f t).
Then the closure clW s

p (clW u
p ) of stable (unstable) manifolds W s

p (W u
p ) of the point p

is a locally flat sphere of dimension 3 that divides the manifold M4 into two connected
components.

Proof. Assume that the set Ω1
f t is non-empty and prove the lemma for an arbitrary

point p ∈ Ω1
f t (the proof for the point p ∈ Ωn−1

f t is carried out similarly). It follows
from item 3 of Statement 1 that for any point p ∈ Ω1

f t the closure clW s
p of its stable

manifold W s
p is the union of the manifold W s

p itself and a source equilibrium state αp.
Therefore clW s

p is a sphere of dimension (n − 1). Due to item 2 of Statement 1 the
sphere clW s

p is smooth (and, therefore it is locally flat) at all points of W s
p . According

to [8, St 3A.6] a sphere Sn−1 embedded in a manifold Mn of dimension n ≥ 4 is either
locally flat at each point or has more than a countable number of wildness points2.
Hence, clW s

p is a locally flat sphere.
Let us show that the sphere clW s

p divides the manifold M4 into two connected
components. Since, by virtue of [7], the fundamental group π1(M

4) is trivial then M4

2In the paper [8] it is noted that this statement is a consequence of results of A. V. Chernavsky
and R. Kirby obtained independently in 1968. Earlier, in 1963, J. Cantrell proved the following: if the
sphere Sn−1 ⊂ Sn, n ≥ 4, is wild and B is a set of points such that Sn−1 is locally flat in each point
of the set Sn−1 \B, then the set B consists of more than one point (see [6]).
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is orientable. By [5, Theorem 3] a locally flat sphere Sn−1 in an orientable manifold Mn

(n ≥ 3) is cylindrically embedded, which means that there is a closed neighborhood
V ⊂ Mn of a sphere Sn−1 and a homeomorphism h : Sn−1 × [−1, 1] → V such that
h(Sn−1 × {0}) = Sn−1. Therefore there is a neighborhood Vp of the sphere clW s

p ,
which is divided by the sphere clW s

p into two connected components. Choose points
x, y that belong to different connected components Vp \ clW s

p and connect them with
a smooth arc lp ⊂ Vp that intersects the sphere clW s

p at the only one point. If clW s
p

does not divide M4, then there is an arc bp ⊂ M4 \ clW s
p connecting the points x, y.

By construction, the intersection index of the arc λp = lp ∪ bp and the sphere clW s
p is

1 or −1 (depending on the choice of orientations). On the other hand, since πn−1(M
4)

is trivial, it is not difficult to choose a sphere Sn−1 ⊂M4 \λp, homotopic to the sphere
clW s

p . Since the intersection index is a homotopy invariant, the intersection index of
the sphere Sn−1 and the arc λp must be equal ±1, but since Sn−1 ∩ λp = ∅, it equals
to zero. This contradiction proves that the sphere clW s

p divides the manifold M4 into
two connected components.

Remind that the set A is called an attractor of a flow f t if there is a closed
neighborhood (a trapping neighborhood) V ⊂ Mn such that all trajectories of the
flow f t intersect its boundary ∂V transversally, and A =

∩
t>0

f t(V ). The set R is called

a repeller of the flow f t if it is an attractor for the flow f−t.
Set

Af t =
∪

p∈Ω0
ft

∪Ω1
ft

W u
p , Rf t =

∪
p∈Ω3

ft
∪Ω2

ft
∪Ω4

ft

W s
p

.

Lemma 2. If f t has no heteroclinic intersections then the set Af t is a connected
attractor with a trapping neighborhood diffeomorphic to the ball.

Proof. It follows from [1, 9] that there is a Morse function φ : M4 → [0, 4] such that
the set of critical points of φ coincides with the set Ωf t , φ(p) = ind(p) for any p ∈ Ωf t ,
and φ(f t(x)) < φ(x) for any point x ̸∈ Ω(f t) and t > 0. Let us show that the set
V = φ−1([0; 1, 5]) is a trapping neighborhood for Af t .

It follows from the definition that Af t ⊂ V . Since Af t is invariant then Af t ⊂∩
t>0

f t(V ). Let us prove that Af t =
∩
t>0

f t(V ). Assume the opposite. Then there is a point

x ∈
∩
t>0

f t(V )\Af t . Statement 1 implies that there is an equilibrium state p ∈ Ωf t such

that x ∈ W u
p . Since the set

∩
t>0

f t(V ) is closed and invariant then p ∈
∩
t>0

f t(V ) \ Af t ,

which is impossible, since the set V does not contain equilibrium states other than
those which belong to Af t . Therefore, Af t =

∩
t>0

f t(V ) and Af t is an attractor.
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Let us prove that the trapping neighborhood V is connected. Then Af will be
connected as the intersection of connected compact nested sets. Assume that V is
disconnected, that is it can be represented as a union of two disjoint non-empty
invariant subsets E1, E2. Then the union

∪
p∈Aft

W s
p =

∪
t∈R

f t(E1 ∪ E2) is disconnected.

Due to Statement 1, M4 =
∪

p∈Aft

W s
p ∪ Rf t , then M4 \ Rf t =

∪
p∈Aft

W s
p , so Mn \ Rf t is

disconnected. On the other hand, since the dimension of the set Rf t does not greater
than one, then Rf t does not divide M4, therefore the set M4 \ Rf t is connected. This
contradiction proves that V and Af t are connected.

To prove that V is a ball let us prove that Af t does not contain subsets
homeomorphic to a circle. Assume the opposite: let c ⊂ Af t be a simple closed curve.
It follows from Items 1,3 of Statement 1 that the set Af t \ Ω1

p is a finite set of arcs
lying in the disjoint union of stable manifolds of sink equilibria. Therefore there is an
equilibrium state p ∈ Ω1

f t such that p ∈ c. Due to Lemma 2, the set clW s
p divides the

ambient manifold M4 in two connected components. Therefore clW s
p also divides the

curve c, so there is a point x ∈ c ∩ clW s
p different from p. The point x cannot be a

source, since Af t does not contain sources by construction. The point x cannot be a
sink or since x ∈ W s

p \ p and only non-wandering point in W s
p is p. Hence, x belongs to

a one-dimensional unstable manifold of some point q ∈ Ω1
f t , but we supposed that f t

has no heteroclinic intersections, so we get a contradiction.
Thus the set Af t can be represented as a connected graph without cycles, whose

vertices are sink points and edges are one-dimensional unstable manifolds of saddle
points. Then |Ω0

f t | = |Ω1
f t |+1. It follows from Morse theory that the set V is a smooth

subset of M4 obtained from the disjoint union of |Ω0
f t| balls by gluing |Ω1

f t | handles of
index 1. Using induction one can easy prove that V is a ball.

Set R̃f t =
∪

p∈Ω3
ft

∪Ω4
ft

W s
p . Considering f−t and applying the Lemma 2 one can get

that R̃f t is a connected attractor for f−t (hence, it is a repeller for f t) with a trapping
neighborhood W diffeomorphic to the ball. This observation and Lemma 2 immediately
lead to the following statement.

Corollary 1. In assumption of Lemma 2 there are smoothly embedded balls V,W ⊂M4

such that:

1. Af t ⊂ V , R̃f t ⊂ W ;

2. trajectories of the flow f t are transversal to the boundaries of the balls V,W and
are oriented out of the interior of W to the interior of V ;
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3. the non-wandering set of the flow f t restricted on the set M4 \ (V ∪W ) consists
of the equilibrium states of index 2.

2.2. Proof of Theorem 1

Remind that a connected sum of smooth orientable connected manifolds Mn
1 ,M

n
2

is the manifold Mn
1 ♯M

n
2 obtained as follows. Let Bn

1 ⊂ Mn
1 , B

n
2 ⊂ Mn

2 be two balls.
Then the manifold Mn

1 ♯M
n
2 is the result of gluing manifolds Mn

1 \ Bn
1 ),M

n
2 \ Bn

2 by
a reversing the natural orientation diffeomorphism h : ∂Bn

1 → ∂Bn
2 . According to [10,

Lemm 2.1], the connected sum operation is defined the unique (up to diffeomorphism)
manifold and does not depend on the choice of balls and a gluing homeomorphism.

Proof of Theorem 1. Suppose that a gradient-like flow f t on the projective-
like manifold M4 has no heteroclinic intersections. Let us show that the set of saddle
equilibrium states of the flow f t contains exactly one equilibrium state whose Morse
index equals two. Then the equality lf t − kf t = 2 will immediately follow from Hopf-
Poincare formula 2.1.

Let W,V ⊂ M4 be balls described in Corollary 1. Then M4 \ int (W ∪ V ) is
the manifold with boundary consisting of two (n − 1)-spheres. Let Bn+,Bn− be two
standart balls enriched by vector fields ẋ = x, ẋ = −x correspondingly. Glue balls
Bn+,Bn− to M4 \ int (W ∪ V ) with reversing the natural orientation diffeomorphism
φ : ∂Bn+ ∪ ∂Bn− → ∂W ∪ ∂V , denote by M̃4 the resulting manifold and by πφ : Bn+ ∪
Bn− ∪ M4 \ int (W ∪ V ) → M̃4 the natural projection. It is possible to choose the
diffeomorphism φ in such a way that it induce on M̃4 a gradient-like flow f̃ t such
that f̃ t|M4\int (W∪V ) = πf t|M4\int (W∪V ) and the restrictions f̃ t|Bn

+
, f̃ t|Bn

−
are topologically

equivalent to dilatation and contraction correspondingly. So, non-wandering set of the
flow f̃ t consists exectly of one source, one sink, and |Ω2

f t | saddles of index 2. The
operation of gluing balls is equivalent to taking a connected sum with two spheres, so
the manifold M̃4 is diffeomorphic to the original manifold M4. Then, due to Poincare-
Hopf formula 2.1, |Ω2

f t | = 1. The Theorem 1 is proven.

3. Realization of gradient-like flows on four-dimensional
projective-like manifolds

This section is devoted to the proof of the Theorem 2. Let l ≥ 2, k ≥ 0 and h ≥ 1

be integers such that l − k + h = 3.
We are going to construct a gradient-like flow f t such that the number lf t of sink

and source equilibrium states of f t equals l, the number hf t of saddle equilibrium states
of Morse index two equals h, and the number kf t of saddle equilibrium states of Morse
index different from two equals k.
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To construct the desired flow we define below auxiliary flows gt1, gt2 on the projective-
like manifold M4 and the sphere S4, respectively, with the following properties:

1. the non-wandering set of the flows gt1 consists exactly of one source, (k − h+ 1)

saddles of Morse index one, one saddle of Morse index two and (k− h+2) sinks;

2. the non-wandering set of the flows gt1 consists exactly of one sink, one source,
(h− 1) saddles of Morse index one and (h− 1) saddles of Morse index two.

Choose the balls Bn
1 ⊂ M4, Bn

2 ⊂ S4 that intersect with the sets Ωgt1
,Ωgt2

exactly
at one point: the sink and source respectively, lying in the interior of the balls B4

1 , B
4
2 .

We form a connected sum of manifolds M4, S4 by cutting out the interiors of the
balls B4

1 , B
4
2 and gluing the resulting manifolds by a diffeomorphism to induce on the

manifold M4♯S4 a gradient-like flow f t such that the non-wandering set of the flows
f t consists exactly of l = 3 + k − h sinks and sources, k saddles of the index 1, and
h saddle of the index 2 (see, for example [14]). The connected sum operation with a
sphere does not change the topological type of the manifold, so the manifold M4♯S4 is
the projective-like manifold, so f t is the desired flow.

3.1. Construction of the flow gt1

Let us describe the buiding of the flow gt1 step by step.
Step 1. Realization of a gradient-like flow gt0 whose non-wandering set consists of

exactly three equilibria: a source, a sink and a saddle of Morse index two.
Let us define the flow f tk on the handle H4

k = Bk ×B4−k of the index k ∈ {0, . . . , 4}
by the following system of differential equationsẋ = x, x ∈ Bk

ẏ = −y, y ∈ B4−k.

A non-wandering set of the flow f tk consists of a single equilibrium state O which
Morse index is k. For k > 0 trajectories of the flow f tk having non-empty intersection
with the foot F 4

k = ∂Bk × B4−k of H4
k intersect the foot transversally and directed

outside of H4
k .

First, we are going to obtain a projective-like manifold M4 by sequentially gluing
to the handle H4

0 the handles H4
2 and H4

4 . After the gluing handles, the flows f t0, f t2, f t4
will induce on M4 the desired flow gt0.

The foot F 4
2 = S1 × B2 is a solid torus whose core S1 × {O} (here O — the center

of the ball B2) belongs to the unstable separatrix of the saddle equilibrium state of the
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flow f t2. Remark that ∂H4
0 = S3. Let c ∈ S3 be a node (a simple closed curve), Nc is its

closed neighborhood, and Pc = S3 \ intN .
Let us denote by Xφ a manifold with a boundary obtained by gluing the handle

H4
0 to the handle H4

2 by means a diffeomorphism φ : F 4
2 → Nc. We are going to glue

the handle H4
4 to X and obtain a closed manifold, then the boundary of X must

be diffeomorphic to the sphere S3. For this purpose we should choose the gluing
diffeomorphism φ : F 4

2 → ∂H4
0 and the node c.

As the gluing diffeomorphism φ : F 4
2 → Nc is a solid torus diffeomorphism, it maps

the meridian of F 4
2 to the meridian of Nc. But the meridian of F 4

2 is the longitude
of solid torus ∂H4

2 \ int F 4
2 . So, the gluing operation is a nontrivial surgery. By virtue

of [11, Theorem 1], no nontrivial surgery along a nontrivial node will give a sphere. It
follows that the knot c must be the boundary of a 2-disk in S3. Hence, Pc is the solid
torus. Let φ send the longitude of Nc to the curve of homotopy type (1, 1) in ∂Nc.
Then, due to [12], ∂X will be the sphere.

Now we are able to glue the handle H4
4 to X by an arbitrary orientation reversing

diffeomorphism ψ : ∂H4
4 → ∂X. As a result, we get a closed manifold M4 carrying

a gradient-like flow gt1 whose non-wandering set consist of exactly three equilibrium
states. Hence, M4 is the projective-like manifold.

Step 2. A realization of a gradient-like flow ht on the sphere S4 whose non-
wandering set consists of exactly one source, k saddles of index 1, and k + 1 sink.

Define a gradient-like flow ψt on the sphere S4, which has a non-wandering set
consisting of exactly one source, k saddles of index 1, and k + 1 sinks.

We construct k copies of the sphere S4
1 , . . . , S

4
k , each of which carries the flow ψti ,

i ∈ {1, . . . , k} whose non-wandering set consists of exactly one source αi, one saddle
σi of index 1, and two sinks ω+

i , ω
−
i . To do this, we glue one handle of index 1 to two

handles of index 0 to get the ball carrying a gradient-like flow whose trajectories are
transversal to the boundary of the ball and the non-wandering set consists of two sinks
and one saddle. Then we glue the handle H4

4 to the obtained manifold. As a result, we
get the desired flow ψti .

Select a ball B4
1 ⊂ S4

1 (B4
2 ⊂ S4

2) that intersect the set Ωψt
1
(Ωψt

2
) exactly at one point

which is the sink ω+
1 (the source α2) lying in the interior of the ball Bn

1 (B
n
2 ). We define a

connected sum of spheres S4
1 , S

4
2 by cutting out the interiors of balls B4

1 , B
4
2 and gluing

the resulting manifolds with the boundary by an orientation-inverting diffeomorphism
h1,2 : ∂B

n
1 → ∂Bn

2 such that h1,2(W u
σ1
) ∩ W s

σ2
= ∅. The gluing operation induce a

gradient-like flow ψt1,2 without heteroclinic intersection on the connected sum S4
1♯S

4
2 .

Set S4
1,2 = S4

1♯S
4
2 . The non-wandering set of the flow ψt1,2 consists of one source, two

saddles of index 1, and three sinks. Similarly, we form a connected sum of the spheres
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S4
1,2 and S4

3 , and so on. After k steps, we get the desired flow ψt.
Step 3.Construction of the desired flow gt1
Let us consider the projective-like manifold M4 carrying the flows gt0 defined on the

Step 1 and the sphere S4 carrying the flow ht defined on the Step 2. As it described
above, it is possible to construct the connected sum M4♯S4 and induce the desired flow
gt1 on the M4♯S4.

3.2. Construction of the flow gt2

Let us construct an auxiliary gradient-like flows ηt on the sphere S4 whose non-
wandering set consists exactly on one source, one sink, and two saddles of Morse index
one and two respectively. In [13] it is proved that the intersection of invariant manifolds
of these two saddles is non-empty and consists of finite number of non-compact curves
(trajectories) that are called heteroclinic curves. Then we take (h − 1) ≥ 1 copies of
spheres with carrying such flows and construct the connected sum of the spheres as it
described above. As a result we obtain the desired flow gt2.

To construct a flow ηt let us construct a mainfold M1 by gluing the hande H1 to
the hand H0 by meanse of an arbitrary smooth embedding g : S0 × B4 → S3. Then
∂ M1 is homeomorphic to S2 × S1 and flows f t0, f t1 induce on M1 a gradient-like flow ηt1
whose non-wandering set consists of exactly two equilibria: a source ω and a saddle σ1
of Morse index one.

Set S2
ηt1

=W s
σ1
∩∂M1. By construction S2

ψt is the 2-sphere which does not bounds any
ball in ∂M1. Then there is a homeomorphism θ : S2×S1 → ∂M1 such that θ(S2×{x}) =
S2
ηt , x ∈ S1. Set c = θ(z×S1), z ∈ S2 and denote by Nc ⊂ ∂ M1 a tubular neighborhood

of the node c. Let µ : S1 × B2 → Nc be a diffeomorphism such that µ(S1 × {O}) = c.
Denote by M2 a manifold obtained by gluing the handle H2 to M1 by means of µ. The
boundary of M2 is the result of gluing two solid tori ∂H2\int (S1×B2) and ∂M1\intNc

by means of the diffeomorphism η|S1×S1 that sends a longitude of ∂H2 \ int (S1 × B2)

to the meridian of the solid torus ∂N1. Hence ∂M2 is 3−sphere. More over, due to [15,
Theorems 3.30., 3.34], the manifold M2 is diffeomorphic to the ball H0.

Glue M2 and the hand H4
4 to get the sphere S4 and the desired gradient-like flow ηt.
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On a stable arc connecting Palis
diffeomorphisms on a surface1

E. Nozdrinova
Higher School of Economics
Nizhny Novgorod E-mail:maati@mail.ru

Abstract. In this paper, a class of gradient-like diffeomorphisms f on a closed orientable surface is
considered, under the assumption that all non-wandering points of f are fixed and have a positive
orientation type. The main result is a construction of a stable arc joining two such diffeomorphisms.
The diffeomorphisms under the consideration are Palis diffeomorphisms, who highlights their as only
surface diffeomorphisms included in topological flows. By S. Newhouse, M. Peixoto, and J. Fleitas
result, all Morse-Smale flows on a given manifold are joined by a stable arc. However, this fact cannot
be used directly to construct an arc between cascades, since Palis diffeomorphisms are included only
in the topological flow. An idea of a stable arc construction between Palis diffeomorphisms is based on
the construction of a bifurcation-free arc joining a Palis diffeomorphism with a diffeomorphism that
is a one-time shift of a generic gradient flow of a Morse function.

Keywords: gradient-like diffeomorphism, stable arc, saddle-node bifurcation.

1. Introduction and formulation of results

The problem of the existence of an arc with no more than a countable (finite)
number of bifurcations connecting structurally stable systems (Morse-Smale systems)
on manifolds is on the list of fifty Palis-Pugh problems [14] under number 33.

In 1976, S. Newhouse, J. Palis, F. Takens [7] introduced the concept of a stable
arc connecting two structurally stable systems on a manifold. Such an arc does not
change its quality properties with a small perturbation. In the same year, S. Newhouse
and M. Peixoto [9] proved the existence of a simple arc (containing only elementary
bifurcations) between any two Morse-Smale flows. It follows from the result of
G. Fleitas [3] that a simple arc constructed by Newhouse and Peixoto can always
be replaced by a stable one [8].

1The construction of a stable arc was supported by RSF (Grant No. 17-11-01041), the construction
of a Morse energy function was supported by Laboratory of Dynamical Systems and Applications NRU
HSE, by Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation (ag. 075-15-2019-1931)
and by Foundation for the Advancement of Theoretical Physics and Mathematics “BASIS” (project
19-7-1-15-1).
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For Morse-Smale diffeomorphisms given on manifolds of any dimension, examples
of systems that cannot be connected by a stable arc are known. Obstruction appear
already for orientation-preserving diffeomorphisms of the circle S1, which are connected
by a stable arc only if the rotation numbers coincide [10]. Beginning with dimension
two, additional obstruction appear to the existence of stable arcs between isotopic
diffeomorphisms. They are associated with the existence of periodic points [1], [11],
heteroclinic intersections [6].

Recall that a diffeomorphism f is gradient-like if its non-wandering set Ωf consists
of a finite number of hyperbolic points and the invariant manifolds of different saddle
points do not intersect (the diffeomorphism f has no heteroclinic intersections). In
this paper, we consider the class G(M2) of gradient-like diffeomorphisms f on a closed
orientable surface M2, under the assumption that all non-wandering points are fixed
and have positive orientation type. The main result of this work is the proof of the
following theorem.

Theorem 1. Any diffeomorphisms f, f ′ ∈ G(M2) can be connected by a stable arc with
a finite number of generically unfolding non-critical saddle-node bifurcations.

The proof of this result is based on the construction of an arc without bifurcations
connecting the diffeomorphism f ∈ G(M2) with the diffeomorphism ϕf ∈ G(M2),
which is a one-time shift of a generic gradient flow of some Morse function. By virtue
of the works [9], [3], [8], any two such flows are connected by an arc with a finite number
of saddle-node bifurcations.

2. Proof of the main result

In this section, we outline the proof of theorem 1 with references to the statements
that will be proved in the following sections. Let us first give the necessary definitions.

Consider a family of diffeomorphisms (an arc) φt : M → M, t ∈ [0, 1]. An arc φt is
called smooth, if map F : M × [0, 1] → M , defined by the formula F (x, t) = φt(x) is
smooth.

A smooth arc φt is called a smooth product of smooth arcs ϕt and ψt such that

ϕ1 = ψ0, if φt =

ϕ2τ(t), 0 6 t 6 1
2
,

ψ2τ(t)−1,
1
2
6 t 6 1,

где τ : [0, 1] → [0, 1] is a smooth monotone

map such that τ(t) = 0 for 0 6 t 6 1
3

and τ(t) = 1 for 2
3
6 t 6 1. We will write

φt = ϕt ∗ ψt.

Following [8], an arc φt is called stable if it is an inner point of the equivalence class
with respect to the following relation: two arcs φt, φ′

t are called conjugate if there are
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Fig. 1. Saddle-node bifurcation

homeomorphisms h : [0, 1] → [0, 1], Ht : M → M such that Htφt = φ′
h(t)Ht, t ∈ [0, 1]

and Ht continuously depend on t.
In [8] also established that the arc {φt}, consisting of diffeomorphisms with a finite

limit set, is stable iff all its points are structurally stable diffeomorphisms with the
exception of a finite number of bifurcation points, φbi , i = 1, . . . , q such that φbi :

1) has no cycles;
2) has a unique non-hyperbolic periodic orbit, which is a non-critical saddle-node

or flip;
3) the invariant manifolds of all periodic points of the diffeomorphismφbi intersect

transversally;
4) the transition through φbi is a generically unfolded saddle-node or period

doubling bifurcation, wherein the saddle-node point is non-critical.
Recall the definition of generically unfolding non-critical saddle-node bifurcations

for the case of a fixed saddle-node. An arc {φt} ∈ Q unfolds generically through a
saddle-node bifurcation φbi (Fig. 1), if in some neighborhood of the nonhyperbolic
point (p, bi) the arc φt is conjugate to

φ̃t̃(x1, x2, . . . , x1+nu , x2+nu , . . . , xn) =(
x1 + 0, 5x21 + t̃,±2x2, . . . ,±2x1+nu ,

±x2+nu

2
, . . . ,

±xn
2

)
,

where (x1, . . . , xn) ∈ Rn, |xi| < 1/2, |t̃| < 1/10.
In the local coordinates (x1, . . . , xn, t̃) the bifurcation occurs at time t̃ = 0 and the

origin O ∈ Rn is a saddle-node point. The axis Ox1 is called a central manifold W c
O,

the half-space {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ≥ 0, x2+nu = · · · = xn = 0} is the unstable
manifold W u

O, half-space {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ≤ 0, x2 = · · · = x1+nu = 0} is the
stable manifold W s

O of the point O.
If p is a saddle-nodal point of the diffeomorphism φbi , then there exists a unique φbi-

invariant foliation F ss
p with smooth leaves such that ∂W s

p is a leave of this foliation [5].
F ss
p is called a strongly stable foliation (Fig. 2). A similar strongly unstable foliation is
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denoted by F uu
p . A point p is called s-critical, if there exists some hyperbolic periodic

point q such that W u
q non-transversally intersect some leaf of the foliation F ss

p ; u-
criticality is defined similarly. Point p is called

- semi-critical if it is either s- or u-critical;
- bi-critical if it is s- and u-critical;
- non-critical if it is not semi-critical.

ss
F

uu
F

Fig. 2. Strongly stable and unstable foliations

Let f, f ′ ∈ G(M2). Let us prove that the diffeomorphisms f, f ′ are connected by a
stable arc φt :M2 →M2, t ∈ [0, 1], whose diffeomorphisms are gradient-like except for
a finite number of generically unfolding non-critical saddle-node bifurcations.

Proof. In section 4 we construct an arc without bifurcations Γf,t, which connects the
diffeomorphism f ∈ G(M2) with a diffeomorphism ϕf ∈ G(M2) being a one-time map
of a generic gradient flow ϕτf of some Morse function. According to [9], [3], [8] any
two such flows ϕτ1, ϕτ2 are connected by an arc Γϕτ1 ,ϕτ2 ,t = {γτt , t ∈ [0, 1]} with a finite
number of saddle-node bifurcations. Denote by ϕ1, ϕ2, γt the one-time shift of the flows
ϕτ1, ϕ

τ
2, γ

τ
t respectively. By construction, the arc Γϕ1,ϕ2,t = {γt, t ∈ [0, 1]} connects the

diffeomorphisms ϕ1 and ϕ2. Then the desired arc is φt = Γf,t ∗ Γϕf ,ϕf ′ ,t ∗ Γf ′,1−t.

3. An energy function for canonical diffeomorphisms of the
class G(M2)

Let us give necessary definitions, following to [2], [4], for example.
If Mn is a smooth n-manifold and Φ : Mn → R is a Cr-smooth (r ≥ 2) function

then a point p ∈Mn is critical for Φ if gradΦ(p) = 0, that is ∂Φ
∂x1

(p) = · · · = ∂Φ
∂xn

(p) = 0

in local coordinates x1, . . . , xn of the point p. A point p is called a non-degenerate if
the matrix of the second derivatives (Hessian matrix)

(
∂2Φ

∂xi∂xj

)
|p is non-degenerate,
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otherwise the point p is called a degenerate. A function Φ is called a Morse function if
all its critical points are non-degenerate.

A diffeomorphism f :Mn →Mn is called a Morse-Smale diffeomorphism if
1) the non-wandering set Ωf is finite and hyperbolic;
2) for every two distinct periodic points p, q the manifolds W s

p , W u
q intersect

transversally.
A continuous function Φ :Mn → R is called Lyapunov function for a Morse-Smale

diffeomorphism f :Mn →Mn if
1) Φ(f(x)) < Φ(x) for every x /∈ Ωf ;
2) Φ(f(x)) = Φ(x) for every x ∈ Ωf .
A Lyapunov function Φ :Mn → R for a Morse-Smale diffeomorphism f :Mn →Mn

is called a Morse-Lyapunov function if every periodic point p is a non-degenerate
maximum (minimum) of the restriction of Φ to the unstable (stable) manifold W u

p

(W s
p ). Morse-Lyapunov function Φ is called an energy function for Morse-Smale

diffeomorphism f if the set of critical points of Φ coincides with the set Ωf .
D. Pixton [15] proved the existence of an energy function for any Morse–Smale

diffeomorphism given on a smooth closed two-dimensional manifold. However, for
gradient-like surface diffeomorphisms we need an energy function with more subtle
properties. In more detail.

Let f ∈ G(M2). Denote by Ωq, q ∈ {0, 1, 2} the set of fixed points p of the
diffeomorphism f such that dim W u

p = q. Let Lp be a frame of saddle separatrices
going to the node p, denote kp their number. Denote Lk ⊂ R2 a frame of rays l1, . . . , lk,
which in polar coordinates (ρ, θ) has a form li = {(ρ, θ) ∈ R2 : θ = θi}, θi ∈ [0, 2π).

A diffeomorphism f ∈ G(M2) is called a canonical if every fixed point p of a
diffeomorphism f has a local chart (Up, ψp) such that p ∈ Up, ψp(p) = O and

1) ψpfψ−1
p (x, y) =

(
1
2
x, 1

2
y
)

for p ∈ Ω0,
ψpfψ

−1
p (x, y) =

(
1
2
x, 2y

)
for p ∈ Ω1,

ψpfψ
−1
p (x, y) = (2x, 2y) for p ∈ Ω2;

2) ψp(Lp) ⊂ Lkp for any nodal point p.
Denote by G0(M

2) ⊂ G(M2) a class of all canonical diffeomorphisms.

Theorem 2. For any diffeomorphism g ∈ G0(M
2) there is an energy function Φ, whose

level lines intersect every saddle separatrices at most one point.

Proof. We split the construction into steps.
Step 1. Construction of local energy functions in the neighborhood of

fixed points.
Define functions Θq : R2 → R, q ∈ {0, 1, 2} by the formulas:
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Θ0(x, y) = −x2 − y2, Θ1(x, y) = 1 + x2 − y2 and Θ2(x, y) = 2 + x2 + y2.
Then, in the neighborhood Up of p ∈ Ωq a local energy function Φp : Up → R is

defined by the formula
Φp = Θq ◦ ψp.

It follows from the definition of a canonical diffeomorphism that the level lines of local
energy functions intersect every saddle separatrices at most one point.

Step 2. Confluece of local level lines in the neighborhoods of sinks and
saddles.

Denote by Φq a function composed by the functions Φp, p ∈ Ωq. Let Uq =
∪
p∈Ωq

Up

and L0 =
∪
p∈Ω0

Lp. We choose ε0 ∈ (0, 1/2) so that Φ−1
0 ([0, 2ε0]) ⊂ U0. Let

Sr = Φ−1
0 (r), r ∈ [0, 2ε0].

We choose ε1 ∈ (0, ε0/4) so that Φ−1
0 ([1− ε1, 2ε1]) ∩ U1 ̸= ∅. Let

Σr = Φ−1
1 (1 + r), r ∈ [−ε1, ε1].

By construction, every connected component of the set Sε0 transversally intersects
the set L0, and for each separatrix l ⊂ L0 the intersection l ∩ Sε0 is either empty or
consists of exactly one point. According to λ-lemma [13], there exists k ∈ N, such
that Σ−ε1 ⊂ g−k(Φ−1

0 ([0, ε0/2]), the intersection g−k(Sε0) ∩ Σ0 is transversal and each
connected component of the set Σ0 \Ω1 contains exactly one point of this intersection.
Since Φ1 is an energy function for the diffeomorphism g with the set Ω1 of critical
points, then Φ1(g

−1(Σ0 \ Ω1)) > Φ1(Σ0) = 1. According to this inequality and the
transversality of the intersection g−k(Sε0) ∩ Σ0, there is ε ∈ (0, ε1) such that:

(1) the intersection g−k(Sε0+r) ∩ Σr, r ∈ [−ε, ε] is transversal, and each connected
component of the set Σ0 \ Ω1 contains exactly one point of this intersection and each
connected component of the set Σr \ Ω1, r ̸= 0 contains exactly two points of this
intersection;

(2) for Kε =
∪

r∈[−ε,ε]
g−k(Sε0+r), Tε =

∪
r∈[−ε,ε]

Σr, Eε = Kε ∩ Tε the inequality

Φ1(g
−1(Eε)) > 1 + ε holds.

Let Pr = g−k(Φ−1
0 ([0, ε0+ r])), Hr = Φ−1

1 ([1− ε1, 1+ r]), Qr = Pr ∪Hr, r ∈ [−ε; ε].
Without loss of generality we assume Qr smooth, since one always makes it so by an
arbitrarily small smoothing of the corners.

Step 3. Construction of energy functions on the set Q−ε.
By construction Pε ⊂ Q−ε and each connected component of the set L0 intersects

∂Pε and ∂Q−ε at exactly one point. According to annulus hypothesis K = Q−ε \ int Pε
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Q

Q

Fig. 3. Illustration for step 2

is diffeomorphic to S1 × [0, 1]. Let us construct for g an energy function ΦQ−ε : Q−ε →
[0, 1 − ε], the level lines of which intersect the saddle separatrices at most one point.
Consider two possibilities:

1) ∂Q−ε ∩ g−n∂(Pε) = ∅ for any n ∈ N;
2) there exists n ∈ N such that ∂Q−ε ∩ g−n∂(Pε) ̸= ∅ .
In the case 1), denote by m the smallest of the natural number for which gm(Q−ε) ⊂

int Pε. If m = 1 (Fig. 4), then we define a diffeomorphism ν
K

: K → S1 × [0, 1] so
that ν

K
(∂Pε) = S1 × {0}, ν

K
(∂Q−ε) = S1 × {1} and each connected component of

the intersection ν
K
(K ∩ L0) has the form {si} × [0, 1]. Define the function ΘS1×[0,1] :

S1×[0, 1] → [0, 1] by the formula ΘS1×[0,1](s, x) = x and the function ρ : [0, 1] → [ε, 1−ε]
by the formula ρ(x) = (1− 2ε)x+ ε. Let ΦK = ρ ◦ΘS1×[0,1] ◦ νK

: K → [ε, 1− ε]. Then
the required function ΦQ−ε has a form

ΦQ−ε(x) =

Φ0, x ∈ Pε;

ΦK , x ∈ K.

Since g(Q−ε) ⊂ int Pε, the constructed function is energy.
Ifm > 1 (Fig. 5), then the required function ΦQ−ε is constructed on the set g1−m(Pε)

as Φ0g
m−1 and is defined similarly to the case m = 1 on the annulus Q−ε\ int g1−m(Pε).

In the case 2), without loss of generality we assume ∂Q−ε is transversal to the set∪
n>0

g−n(∂Pε). Then the set J = ∂Q−ε ∩
∪
n>0

g−n(∂Pε) is finite. We now show the way

to decrease the number of the points in the intersection by an isotopic modification
of Pε while providing that it remains the energy function on it. From the condition of
intersection transversality and homotopy of curves ∂Pε, ∂Q−ε в W s

Ω0
\ Ω0, the sum of

the intersection indices of points in the set J is zero. Thus, the set J contains an even
number of points. Then, since the set J is finite, among them there is a pair of points
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εf( )

ε

f ( )
m

-ε

Fig. 4. m=1.

εf ( )

ε

-ε

1-m

εf ( )
-1

εf ( )
-m

Fig. 5. m>1.

j1, j2 ∈ g−n(∂Pε) for some n such that they bound the arc δ ⊂ ∂Q−ε, the interior of
which does not contain points of the set J . Denote by d ⊂ g−n(∂Pε) an arc bounded
by the points j1, j2 such that the closed curve δ ∪ d bounds a 2-disc D ⊂ (W s

Ω0
\ Ω0).

There are two possibilities for the disk D: (а) gn(D) ⊂ Pε (Fig. 6) and (b) gn(D) ⊂
g−1(Pε) (Fig. 7). Define P ′

ε to be cl(Pε \ gn(D)) in the case (а) and define it to be
cl(Pε ∪ gn(D)) in the case (b). Then g(Pε) ⊂ P ′

ε ⊂ Pε in the case (а) and Pε ⊂ P ′
ε ⊂

g−1(Pε) in the case (b). In both cases there is a smoothing P̃ε of the set P ′
ε such that

g(Pε) ⊂ int P̃ε ⊂ Pε in the case (а) and we have Pε ⊂ int P̃ε ⊂ g−1(Pε) in the case (b)
and the cardinality of the set J̃ = ∂Q−ε ∩

∪
n>0

g−n(∂P̃ε) is less than the cardinality of

the set J .

ꞷ

~

j1

j2
δ

ε

ε

-ε

(P )ε

Fig. 6.

ꞷ

ε

j1

j2

ε

-ε

δ

Fig. 7.
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Let us show how to construct for g an energy function ΦP̃ε
with the level line ∂P̃ε.

In the case (а), on the set g(Pε) energy function Φ0 is defined, to the annulus P̃ε \g(Pε)
this function is continued similarly to the case 1). In the case (b), on the set Pε energy
function Φ0 is defined, to the annulus g−1(Pε) \ P̃ε this function is continued similarly
to the case 1). We will repeat the described process until the set J becomes empty,
after which we construct the desired function according to the algorithm of the case
1).

Step 4.Construction of energy functions on the set Qε.
On the set Q−ε there exists an energy function ΦQ−ε such that ΦQ−ε(∂Q−ε) = 1−ε.

Define on the set Qε a function Φ
Qε

: Qε → R by the formula:

Φ
Qε
(x) =

{
Φ

Q−ε
(x), if x ∈ Q−ε;

1 + r, if x ∈ ∂Qr.

We now check that Φ
Qε

is an energy function for g. Represent the set Qε as the
union of subsets with mutually disjoint interiors: Qε = A ∪ B ∪ C, where A = Q−ε,
B = Kε \Q−ε and C = Qε \ (Pε ∪Q−ε). By construction Φ

Qε
|A = Φ

Q−ε
|A, the function

Φ
Qε
|B has no critical points and Φ

Qε
|C = Φ1|C . We now check that the function Φ

Qε

decreases along the trajectories. If x ∈ A then g(x) ∈ A and Φ
Qε
(g(x)) < Φ

Qε
(x)

because Φ
Q−ε

is an energy function for g. If x ∈ B then Φ
Qε
(x) ≥ 1 − ε. Due to the

choice of ε, g(x) ∈ A and, therefore, Φ
Qε
(g(x)) < 1− ε, whence Φ

Qε
(g(x)) < Φ

Qε
(x). If

x ∈ C then from the condition (2) of the choice of ε either g(x) ∈ A and the decrease
can be proved similarly to the case x ∈ B, or g(x) ∈ C and the decrease follows from
the fact that Φ1 is a Lyapunov function.

Step 5. Construction of energy functions on M2

The set of sources Ω2 is an attractor for the diffeomorphism g−1. Then the energy
function on the set M2 \Qε is constructed similarly to Step 3.

4. Construction of the arc Γf,t

In this section we construct an arc without bifurcations Γf,t, which joins the
diffeomorphism f ∈ G(M2) with a diffeomorphism ϕf ∈ G(M2), which is the one-
time shift of a generic gradient flow ϕτf of some Morse function.

Proof. According to [11] there is an arc ψt without bifurcations connecting ff ∈ G(M2)

with some diffeomorphism g ∈ G0. By theorem 2 for the diffeomorphism g ∈ G0 there
exists an energy function Φ, whose inverse gradient vector field generates a gradient-
like flow ϕτf . Consider ϕf = ϕ1

f and construct an arc without bifurcations connecting
g with ϕf . Throughout what follows we will use the notation of section 3. Recall that
L0 =

∪
p∈Ω0

Lp is the set of the unstable separatrices of the diffeomorphism g. Denote by
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Lϕ the set of the unstable separatrices of the diffeomorphism ϕf . By construction, the
sets L0 and Lϕ coincide outside the set Q1−ε. Define the diffeomorphism ζ0 : Q1−ε →
Q1−ε such that:

– ζ0 = id on ∂Q1−ε;
– ζ0(L0 ∩ ∂Qr) = Lϕ ∩ ∂Qr for r ∈ [0; 1− ε].
By construction, the diffeomorphism ζ0 is isotopic to the identity by means of some

isotopy ζ0,t, which is identity on ∂Q1−ε. Moreover, ζ0 sends the unstable separatrices
of the diffeomorphism g into the unstable separatrices of the diffeomorphism ϕf . The
isotopy ζ2,t : M

2 \ Q1+ε → M2 \ Q1+ε is constructed in a similar way, it transforms
the stable separatrices of the diffeomorphism g into the stable separatrices of the
diffeomorphism ϕf . Thus, on the manifold M2 it is correctly defined an isotopy

Ξt(x) =


ζ0,t(x), if x ∈ Q1−ε;
x, if x ∈ Q1+ε \Q1−ε;

ζ2,t(x), if x ∈M2 \Q1+ε.

Then the arc χt = ΞtgΞ
−1
t connects the diffeomorphism g with some diffeomorphism

gf ∈ G0, the closures of the invariant saddle manifolds of which coincide with
the analogous manifolds of the diffeomorphism ϕf . According to [12, Lemmas 6.2,
6.3], the diffeomorphism gf is connected by an arc ξt without bifurcations with the
diffeomorphism ϕf . Then the required arc Γf,t has a form:

Γf,t = ψt ∗ χt ∗ ξt.

Acknowledgments. The author thanks professor O.V. Pochinka for careful
reading the manuscript.
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Локальные бифуркации и глобальный
аттрактор периодической краевой задачи
для вариационного уравнения
Гинзбурга-Ландау1
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Ярославский государственный университет им. П. Г.Демидова,
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Аннотация. Рассматривается периодическая краевая задача для двух версий нелинейного эво-
люционного уравнения, известного под названием “вариационное уравнение Гинзбурга-Ландау”.
Для классической версии этого уравнения изучены вопросы о существовании и свойствах локаль-
ных аттракторов. Приведены достаточные условия существования одномодовых состояний рав-
новесия, а также дан ответ об их устойчивости и локальных бифуркациях. Анализ этих вопросов
использует такие методы теории динамических систем как метод интегральных многообразий и
нормальных форм. Рассмотрена также периодическая краевая задача для нелокального вари-
анта вариационного уравнения Гинзбурга-Ландау. Доказаны теоремы о существовании гладких
глобальных решений и глобального аттрактора, у которого определена его структура и размер-
ность. Обоснование этих теорем основано на следующем результате: получены явные (точные)
формулы для всех решений начально-краевой задачи в виде сходящихся функциональных рядов
от двух переменных.

Ключевые слова: вариационное уравнение Гинзбурга-Ландау, нелокальное уравнение, устой-

чивость, локальные бифуркации, глобальный аттрактор.

Local Bifurcations and Global Attractor of a Periodic
Boundary Value Problem for the Ginzburg-Landau
Variational Equation
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Abstract. An periodic boundary value problem is considered for two versions of a nonlinear
evolutionary equation known as the “Ginzburg-Landau variational equation”. For the classical version
of this equation, questions about the existence and properties of local attractors are studied. Sufficient
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conditions for the existence of single-mode equilibrium states are given, and an answer is given about
their stability and local bifurcations. In the analysis of these questions such methods of the theory
of dynamical systems as the method of integral manifolds and normal forms are used. A periodic
boundary value problem for a nonlocal version of the Ginzburg-Landau variational equation is also
considered. A theorem on the existence of global smooth solutions is proved, as well as a theorem on the
existence of a global attractor, for which their structure and dimension are determined. Justification of
these theorems is based on the following result: explicit (exact) formulas are obtained for all solutions
of the initial-boundary value problem in the form of converging functional series in two variables.
Keywords: Ginzburg-Landau variational equation, stability, local bifurcations, global attractor.

MSC 2010: 37L10, 37L25

1. Введение

Уравнение для комплекснозначной функции u(t, x) = u1(t, x) + iu2(t, x) вида

ut = u− (1 + ic)u|u|2 + (d+ ib)uxx, (1)

известно под названием комплексное уравнение Гинзбурга-Ландау [6], [7], [8], [9],
[12], [14], [16], [20]. Это уравнение, его обобщения и модификации играют зна-
чительную роль в нелинейной физике. В обзоре [6] приведен широкий спектр
приложений, где используется это уравнение. Среди них можно назвать гидроди-
намику, теорию сверхпроводимости, нелинейную оптику и многие другие. Здесь
b, d, c ∈ R, d ≥ 0, b2 + d2 ̸= 0.

Если c = b = 0, d > 0, то этот вариант уравнения (1), т. е. дифференциальное
уравнение

ut = u− u|u|2 + duxx (2)

известно под названием вариационное комплексное уравнение Гинзбурга-
Ландау [3], [6], [13]. Это название отражает в некоторой степени метод вывода это-
го уравнения (см. [6]) как необходимого условия экстремума функционала “энер-
гии” . Уравнение (2) своим появлением обязано теории конденсированных сред. В
этом разделе физики для него используют иногда другое название: “ψ4 — модель”
теории конденсированных сред. Уравнение (2) в физике чаще всего рассматрива-
ют вместе с периодическими краевыми условиями

u(t, x+ 2π) = u(t, x). (3)

Равенство периода величине 2π достигается перенормировкой x → γx. В первой
части работы будет описана динамика решений краевой задачи (2), (3).

Среди модифицированных вариантов вариационного комплексного уравнения
Гинзбурга-Ландау можно отметить следующее уравнение:

ut = u+ duxx − uV, (4)
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где V = V (u) =
1

2π

2π∫
0

|u|2dx (u = u(t, x)). Оно появилось в работах [10],[11],[15],[19]

в связи с изучением такого явления как ферромагнетизм. Несколько иная вер-
сия нелокального уравнения была предложена в [17]. Безусловно, существуют и
иные обобщения и модификации уравнения (2), но в данной работе будут изучены
краевые задачи (2), (3) и (4), (3), которые, как уже отмечалось, используются во
многих разделах физики. Подчеркнем, что d > 0.

2. Традиционный вариант вариационного уравнения
Гинзбурга-Ландау

В данном разделе изучим краевую задачу (2), (3). Напомним хорошо известный
факт. Если краевую задачу (2), (3) дополнить начальным условием

u(0, x) = f(x), (5)

то при соответствующем выборе пространства начальных условий можно утвер-
ждать, что начально-краевая задача (2), (3), (5) корректно разрешима, если
t ∈ [0, t0], где t0 – некоторая положительная постоянная величина [7],[8], но эти
работы не гарантируют, конечно, глобальную разрешимость при всех положитель-
ных t и любых f(x).

Вместе с уравнением (2) рассмотрим ему сопряженное уравнение

ut = u− u|u|2 + duxx,

где u(t, x) по переменной x имеет период 2π. Если теперь домножить уравнение (2)
на u, а сопряженное — на u и проинтегрировать обе части получившихся равенств
по переменной x от 0 до 2π, а затем их сложить, то получим

2π∫
0

utudx+

2π∫
0

utudx = 2

2π∫
0

uudx− 2

2π∫
0

uu|u|2dx+ d

2π∫
0

(uxxu+ uxxu)dx =

= 2

 2π∫
0

|u|2dx−
2π∫
0

|u|4dx

− 2d

2π∫
0

uxuxdx.

Отметим, что
2π∫
0

uxuxdx =

2π∫
0

|ux|2dx ≥ 0, а (

2π∫
0

|u|2dx)2 ≤ 2π

2π∫
0

|u|4dx (неравенство

Коши-Буняковского). Поэтому

d

dt

2π∫
0

|u|2dx ≤ 2

 2π∫
0

|u|2dx− 1

2π

( 2π∫
0

|u|2dx
)2 ≤ 0,
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если
2π∫
0

|u|2dx ≥ 2π. Итак, решения краевой задачи (2), (3) убывают при

||u||2L2(0,2π)
> 2π. В иных терминах получаем, что краевая задача (2), (3) диссипа-

тивна в смысле нормы пространства H0, т. е. пространства периодических функ-
ций, принадлежащих пространству L2(0, 2π), если x ∈ (0, 2π).

Непосредственной подстановкой можно проверить, что краевая задача (2), (3)
имеет одномерные семейства ненулевых состояний равновесия

Sm(φm) : um(x, φm) = ηm exp(imx+ iφm), (6)

где ηm > 0, а φm — произвольная действительная постоянная. В фазовом про-
странстве решений формула (6) задает окружность радиуса ηm с центром в нуле.

Величина ηm определяется из уравнения

1− dm2 − η2m = 0

т.е. ηm =
√
1− dm2, если, конечно, 1 − dm2 > 0. В результате получаем, что

m2 < 1/d, и, следовательно, m = 0,±1, . . . ,±n, где n = [
√
1/d], если

√
1/d ̸∈ N

(множеству натуральных чисел) или n = [
√
1/d]− 1, если

√
1/d ∈ N (подчеркнем,

что n = 0, если
√

1/d < 1). Через [b] обозначена целая часть b ∈ R.
Для анализа устойчивости состояний равновесия семейства Sm(φm) удобно и

целесообразно положить

u(t, x) = ηm exp(imx+ iφm)[1 + w(t, x)]. (7)

В результате замены (7) после преобразований получаем краевую задачу для
функции w(t, x)

wt = −η2m(w + w)− η2m[2ww + w2 + w|w|2] + dwxx + 2dimwx, (8)

w(t, x+ 2π) = w(t, x), (9)

у которой следует изучить устойчивость нулевого решения. Для этого, как обычно,
рассмотрим линеаризованный вариант краевой задачи (8), (9):

wt = −η2m(w + w) + dwxx + 2dimwx, (10)

w(t, x+ 2π) = w(t, x). (11)

В работе [3] было доказано утверждение о том, что решение (6) с номером m

устойчиво, если справедливо неравенство

d < dm =
2

6m2 − 1
,

где m = ±1, . . . ,±n, а решение с номером m = 0 устойчиво при всех значениях
параметров. В этой же статье было доказано утверждение.
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Теорема 1. Краевая задача (2), (3) имеет 2n+ 1 семейств одномодовых состо-
яний равновесия

Sm(φm) : um(x, φm) = ηm exp(imx+ iφm), φm ∈ R, m = 0,±1, . . . ,±n,

где величина n была определена ранее, а ηm =
√
1− dm2.

Каждое решение из семейства Sm(φm) устойчиво, если справедливо неравен-
ство d < dm (dm = 2/(6m2 − 1)) и неустойчиво, если d > dm.

Отметим, что при d = dm реализуется критический случай трехкратного ну-
левого собственного значения спектра устойчивости. Подчеркнем, что при d = dm
линейный дифференциальный оператор

Av = −η2m(v + v) + dvxx + 2dim vx,

где v = v(x) удовлетворяет периодическим краевым условиям v(x + 2π) = v(x),

имеет трехкратное нулевое собственное значение, отвечающее собственным функ-
циям (см. [3])

e0(x) = i, e1(x) = cos x− 2im sin x, e2(x) = sinx+ 2im cosx.

Там же было показано, что при

d = dm(1 + εγ/2), γ ∈ R,m = ±1, . . . ,±n

из состояний равновесия семейства Sm(φm) краевой задачи (2), (3) при γ < 0

рождается двумерное инвариантное многообразие M2(ε, φm), заполненное состоя-
ниями равновесия. Все эти состояния равновесия неустойчивы. Для них получены
асимптотические формулы

um(t, x, ε) = um(x, ε) = ηm exp(imx+ iφm)
[
1 + ε1/2am[cos(x+ ψm)− 2im sin(x+ ψm)]+

+εa2m[q0 + q1 cos(2x+ 2ψm) + iq2 sin(2x+ 2ψm)] + o(ε)
]
,

где am =

√
6m2 − 1

3(16m4 − 1)
, q0 = −4m2 + 3

4
, q1 =

1− 4m2

4
, q2 =

m(4m2 − 1)

2
,

φm, ψm ∈ R.
В работе [3] найдены состояния равновесия, отличные от уже указанных выше,

которые будем называть состояниями равновесия третьего типа:

u = u(x) = pmsn(δmx, k),
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где k ∈ (0, 1) — параметр эллиптического синуса sn(y, k),

pm =

√
2km√

1 + k2m
, δm =

1√
d
√

1 + k2m
.

Величину km выбираем как принадлежащий интервалу (0, 1) корень уравнения

1

m
√
d
=

2

π
(1 + k2)1/2

π/2∫
0

dy√
1− k2 sin2 y

,

у которого существует только одно решение k = km = km(d) при dm2 < 1.

Все состояния равновесия третьего типа неустойчивы.

3. Периодическая краевая задача для нелокального
уравнения Гинзбурга-Ландау

В данном разделе будет рассмотрена краевая задача (4), (3). Этот вариант
краевой задачи, в отличие от краевой задачи (2), (3), ранее не изучался. Краевая
задача (4), (3) имеет нулевое решение, которое, конечно, неустойчиво, так как
спектр устойчивости линеаризованной краевой задачи (4), (3):

ut = u+ duxx, u(t, x+ 2π) = u(t, x)

содержит собственное значение λ0 = 1 > 0.
Решение краевой задачи (4), (3) можно представить в виде ряда Фурье

u(t, x) =
∞∑

n=−∞

un(t) exp(inx), un(t) =
1

2π

2π∫
0

u(t, x) exp(−inx)dx, n = 0,±1, ...

В результате для un(t) получим систему из счетного числа обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

u′n = (1− dn2)un − unV (u), (12)

где un = un(t), V (u) =
∞∑

k=−∞

|uk|2. Последняя формула вытекает из равенства Пар-

севаля. Систему дифференциальных уравнений (12) можно дополнить начальны-
ми условиями

un(0) = fn, n ∈ Z, (13)

где fn =
1

2π

2π∫
0

f(x) exp(−inx)dx.
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В этом разделе будем считать, что f(x) ∈ Hk. Через Hk обозначим, как обыч-
но, пространство 2π периодических функций, для которых справедливо включе-
ние f(x) ∈ Wk

2[0, 2π], если x ∈ [0, 2π] (Wk
2[0, 2π] — пространство Соболева). Сле-

довательно, последовательность {fk} принадлежит Hk,d — дискретному аналогу
пространства Hk. В частности, сходятся ряды

∞∑
n=−∞

n2p|fn|2, p = 0, 1, . . . k.

Замечание 1. Если k = 0 (рассматривается H0), тогда речь идет о простран-
стве периодических функций при x ∈ (0, 2π), принадлежащих L2(0, 2π). Наконец,
H0,d = l2 — пространство последовательностей {ak}, k = 0,±1,±2... для которых

сходится ряд
∞∑

k=−∞

|ak|2.

Положим
un = un(t) = rn(t) exp(iφn(t)) = rn exp(iφn), (14)

fn = ρn exp(iψn), ρn, ψn ∈ R,

где значения функций φn(t), rn(t) ∈ R, и, кроме того, rn ≥ 0.

В результате замен (14) вместо задачи Коши (12), (13) получим две новые
задачи Коши

r′n = anrn − rn

∞∑
k=−∞

r2k, an = 1− dn2, (15)

rn(0) = ρn, n = 0,±1, . . . (16)

φ′
n = 0, φn(0) = ψn, n = 0,±1, ... (17)

Задача Коши (17) имеет решение φn(t) = ψn. Следовательно, содержательным
моментов является только анализ краевой задачи (15), (16).

Будем предполагать сначала, что as ̸= 0 (d ̸= 1/s2). Рассмотрим два уравнения
из системы (15). Одно из них с произвольным номером s ̸= 0, а второе с номером
n = 0, т.е. уравнения

r′s = asrs − rsV (r), r′0 = a0r0 − r0V (r).

Если теперь первое из них домножить на r0, а второе на rs и вычесть почленно,
то получим равенство r′sr0 − r′0rs = (as − a0)rsr0 и после преобразований(rs

r0

)′
= (as − a0)

rs
r0
, as − a0 = −ds2,
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где rs(0) = ρs, r0(0) = ρ0. Откуда находим, что

rs(t) = βsr0(t) exp(−ds2t), βs =
ρs
ρ0
.

Следовательно,

V (r) =
r20(t)

ρ20

∞∑
s=−∞

ρ2s exp(−2ds2t) =
r20(t)

ρ20
W (t), W (t) =

∞∑
s=−∞

ρ2s exp(−2ds2t),

где W (t) — известная функция переменного t. Подчеркнем, что ряд в правой части
последней формулы сходится при всех неотрицательных t, если, конечно, последо-
вательность {ρs} ∈ l2. Более того, функция W (t) при всех t > 0 имеет производные
любого порядка, т.к. ряды для W (t) и W (m)(t) :

∞∑
s=−∞

ρ2s exp(−2ds2t),
∞∑

s=−∞

ρ2s(−2ds2)m exp(−2ds2t)

при всех натуральных m и t ≥ t0 сходятся равномерно (t0 - любая положительная
постоянная).

В результате получаем, что функция r0(t) может быть определена как решение
следующей задачи Коши:

r′0 = r0 − r30W0(t), r0(0) = ρ0,

где W0(t) =
1

ρ20

∞∑
n=−∞

ρ2n exp(−2dn2t).

Уравнение для r0(t) — это уравнение Бернулли, что позволяет найти r0 в явном
виде:

r0(t) = ρ0
exp(t)√
1 + S(t)

, S(t) =
∞∑

n=−∞

ρ2n
an

(exp (2ant)− 1).

Следовательно,

rn(t) = ρn
exp(ant)√
1 + S(t)

.

Функция S(t) обладает следующими свойствами:
1. S(t) ≥ 0 при всех t, S(0) = 0, S(t) > 0, если t > 0;
2. При t > 0 функция S(t) имеет производные любого порядка (S(t) ∈

C∞(0,∞)). Проверка достаточно стандартна. Во-первых, при t > 0 справедливо
неравенство (exp(2ant)− 1)/an > 0. Во-вторых,

S ′(t) = 2
∞∑

n=−∞

ρ2n exp(2ant), S
′′(t) = 4

∞∑
n=−∞

ρ2nan exp(2ant)
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и при t ≥ t0 > 0, где t0 — любая положительная постоянная, ряды в правой части
последних формул равномерно сходятся. Аналогично доказываем, что существуют
производные S(t) любого порядка.

Был разобран общий случай, когда предполагалось, что ρk ̸= 0, ak ̸= 0 при
любых целых k. Два особых случая следует разобрать отдельно.

Пусть ρs = 0 при каком-то s ∈ Z, то rs(t) ≡ 0, а в формуле для S(t) отсутствует
слагаемое с этим номером. Перейдем ко второму особому случаю.

Если d — такая постоянная, что ap = 0 при некотором p : (a−p = 0), т.е.
d = 1/p2, то меняется формула для S(t). В последнем случае получаем, что

S(t) =
∞∑

n=−∞,n̸=p,−p

p2n
an

(exp(2ant)− 1) + 2(ρ2p + ρ2−p)t.

Возвратимся к комплексной форме записи, т.е. к задаче Коши (12), (13). По-
лучаем, что

uk(t) = ρk exp(iψk)
exp(akt)√
1 + S(t)

= fk
exp(akt)√
1 + S(t)

. (18)

.
Наконец, решение краевой задачи (4), (3)

u(t, x) =
1√

1 + S(t)

∞∑
k=−∞

ρk exp(iψk) exp(akt) exp(ikx)

или

u(t, x) =
1√

1 + S(t)

∞∑
k=−∞

fk exp(akt) exp(ikx), (19)

если вспомнить, что fk = ρk exp(iψk). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ Hk (k = 0, 1, 2...).

1. Тогда функция u(t, x) ∈ C∞, если t > 0 (t ≥ t0 > 0).

2. Формула (19) определяет решение u(t, x) начально-краевой задачи (4), (3),
(5), для которого lim

t→0+
u(t, x) = f(x). Этот предел следует понимать в смысле

нормы пространства Hk.

Замечание 2. Краевая задача (4), (3) демонстрирует все свойства, характерные
для параболических уравнений (см. определения из [2],[4]).

Возвратимся теперь к анализу краевой задачи (4), (3), для которой мы только
что показали существование решения при всех t > 0, т.е. существование глобаль-
ного решения начально-краевой задачи (4), (3), (5).

Перейдем к следующему вопросу при анализе краевой задачи (4), (3): это во-
прос о поведении ее решений при t→ ∞.
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Теорема 3. Краевая задача (4), (3) имеет однопараметрическое семейство со-
стояний равновесия A0 :

u(t, x) = u0(x) = exp(iφ0), φ0 ∈ R,

а также n трехпараметрических семейств состояний равновесия Am :

u(t, x) = um(x) = ηm exp(imx+ iφm) + η−m exp(−imx+ iφ−m),

где φm, φ−m — произвольные действительные постоянные, ηm, η−m — неотрица-
тельные постоянные, для которых справедливо равенство

η2m + η2−m = am.

Они существуют при тех номерах m,−m, для которых am = 1 − dm2 > 0,

т.е. m = 1, . . . , n, где n = [
√

1/d], если
√
1/d ̸∈ N и n = [

√
1/d]−1, если

√
1/d ∈ N.

Пусть {0} — нулевое состояние равновесия. Положим A = {0}
∪
A0

n∪
m=1

Am, где

n было определено ранее (сумма
n∪

m=1

Am отсутствует, если n = 0). Справедливо
утверждение.

Теорема 4. Инвариантное множество A — глобальный аттрактор для решений
краевой задачи (4), (3).

Напомним, что инвариантное множество A является глобальным аттрактором,
если все решения краевой задачи с начальными условиями, которые не принадле-
жат инвариантному множеству A с течением времени приближаются к нему.

Справедливость теоремы 2 проверяется подстановкой указанных решений в
краевую задачу (4), (3) (см. формулу (19)) и аналогично проверяется справедли-
вость теоремы 3.

Для доказательства теоремы 4 необходимо доказать, что решение краевой за-
дачи (4), (3) с течением времени приближаются к A. В свою очередь, множество A
состоит n+2 несвязанных компонент: {0} и A0, A1, . . . , An. Следовательно, необхо-
димо показать, что любое решение u(t, x) ̸∈ A с течением времени приближается
к одной из указанных компонент и проверка данного свойства краевой задачи (4),
(3) может быть сведена к доказательству трех утверждений.

Рассмотрим вспомогательную систему дифференциальных уравнений (12) и
пусть f0 ̸= 0 (ρ0 ̸= 0), где f0 — коэффициент ряда Фурье функции f(x), а ρ0 = |f0|.

Тогда справедливо утверждение.

Лемма 1. lim
t→∞

|um(t)| = 0, если m = ±1, . . . , а lim
t→∞

|u0(t)| = 1.
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Утверждение lim
t→∞

|u0(t)| = 1 сводится к проверке предельного равенства

lim
t→∞

ρ0
exp(t)√
1 + S(t)

= 1,

т.к. |u0(t)| = r0(t), а r0(t) = ρ0
exp(t)√
1 + S(t)

. С другой стороны

ρ0
exp(t)√
1 + S(t)

=
ρ0√
K(t)

,

где K(t) = exp(−2t) +
ρ20
a0

(1 − exp(−2t)) +
∞∑

m=−∞,m ̸=0

ρ2m
am

(exp(−2dm2t) − exp(−2t)).

Ясно, что lim
t→∞

K(t) = ρ20/a0 = ρ20 (a0 = 1). Отметим, что каждый член равномерно
сходящегося ряда стремится к нулю при t→ ∞.

Кроме того, при m ̸= 0 функция

|um(t)| = rm(t) =
ρm
ρ0

exp(−dm2t)r0(t)

и, следовательно, при t → ∞ имеет нулевой предел. Из леммы 1, естественно,
вытекает, что таким образом выбранные решения краевой задачи (4), (3)

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

uk(t) exp(ikx), uk(t) = fk
exp(akt)√
1 + S(t)

приближаются к циклу A0.
Рассмотрим теперь второй вариант выбора начальных условий. Пусть

f0 = 0, . . . , f±(l−1) = 0,

но |fl|2 + |f−l|2 ̸= 0, где натуральное число l ≤ n. Итак, справедливо утверждение.

Лемма 2. lim
t→∞

|ul(t)|2 =
ρ2l

ρ2l + ρ2−l
al, lim

t→∞
|u−l(t)|2 =

ρ2−l
ρ2l + ρ2−l

a−l, al = a−l = 1 − dl2

и lim
t→∞

|uk(t)| = 0, где |k| > l.

Доказательство леммы 2 использует то обстоятельство, что условие f0 =

0, . . . , f±(l−1) = 0 влечет тождества u0(t) = 0, . . . , u±(l−1) = 0. После чего вычис-
ляются соответствующие пределы практически тем же способом, который был
использован при доказательстве леммы 1.

Лемма 3. Пусть k > n. Тогда

lim
t→∞

u±k(t) = 0.
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Действительно,

|uk(t)| = ρk
exp(akt)√
1 + S(t)

≤ ρk exp(akt),

но при этих k справедливо неравенство ak < 0. Лемма доказана.
Из леммы 2 вытекает, что все решения краевой задачи (4), (3), если выполнены

условия леммы 2 приближаются к инвариантному многообразию Al.

Из леммы 3, в частности, вытекает следующее. Пусть f0 = 0, f±1 =

0, . . . , f±(k−1) = 0 (k > n). Тогда u0(t) ≡ 0, u±1(t) ≡ 0, . . . , u±(k−1) ≡ 0 и, следо-
вательно, lim

t→∞
um(t) = 0 при всех m. Последнее означает, что соответствующие

решения краевой задачи (4), (3) стремятся к нулю, если t→ ∞.

Непосредственным следствием теоремы 3 будет утверждение о том, что A0 –
локальный аттрактор, а оставшиеся компоненты глобального аттрактора A, т.е.
A1, A2, . . . , An, {0} седловые инвариантные многообразия в смысле классического
определения устойчивости инвариантных многообразий.

Действительно, пусть u(0, x) = f(x), где функция f(x) близка к циклу A0.

Тогда, |f0| ̸= 0, т.е. ρ0 ̸= 0. Из теоремы 4 и леммы 1 вытекает, что такое решение
приближается к циклу A0 и он устойчив.

Пусть теперь u(0, x) = fl(x), где функция fl(x) близка к трехмерному инвари-
антному многообразию Al. При этом среди функций fl(x) можно взять такую, что

1

2π

π∫
−π

fl(x)dx = δ, где δ ̸= 0, но тем не менее δ — достаточно малая положительная

постоянная. Но опять же, из теоремы 4 и леммы 1 вытекает, что функция ul(t, x)
соответствующая fl(x), также приближается к A0, но не к Al и не к {0}.

Если взять подпространство пространства начальных условий, выделенное ра-
венствами

f0 = 0, f±1 = 0, . . . , f±(l−1) = 0, l ≤ n,

то решения краевой задачи (4), (3) с начальными условиями, для которых
|fl|2 + |f−l|2 ̸= 0 с течением времени приближаются к Al. Можно сказать, что
трехмерное инвариантное многообразие Al “условно” устойчиво. Напомним, что
неустойчивость {0} вытекает из линейного анализа краевой задачи (4), (3).

4. Заключение

В статье рассмотрены две версии вариационного уравнения Гинзбурга-Ландау
с периодическими краевыми условиями.

Результаты анализа традиционного варианта вариационного уравнения
Гинзбурга-Ландау показали, что краевая задача (2), (3) при достаточно малом
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d имеет некоторое количество одномодовых состояний равновесия, часть кото-
рых асимптотически устойчива. Анализ возникающих бифуркационных задач по-
казал, что для краевой задачи (2), (3) характерны жесткие докритические би-
фуркации. Они приводят к образованию в окрестности одномодовых состояний
равновесия двумерных седловых инвариантных многообразий, сформированных
пространственно неоднородными решениями, неустойчивыми паттернами.

В работах [7], [8] был изучен вопрос о существовании глобального аттрактора
для краевой задачи (2), (3). Из результатов этих работ вытекает, что глобальный
аттрактор существует, но при существенных ограничениях. Он существует для
решений с начальными условиями, принадлежащими C∞(R). Кроме того, в этих
работах использован метод, который не позволяет определить структуру глобаль-
ного аттрактора и его размерность. Возможна лишь оценка размерности глобаль-
ного аттрактора.

Иная ситуация реализована при анализе краевой задачи (4), (3) для нелокаль-
ного варианта вариационного уравнения Гинзбурга-Ландау. В этом случае гло-
бальный аттрактор и глобальные решения существуют при любом выборе перио-
дических функций f(x) ∈ L2(0, 2π). Структура глобального аттрактора достаточ-
на проста — это совокупность состояний равновесия, в том числе, неоднородных.
При этом глобальный аттрактор разбивается на n+2 компоненты, где n = [

√
1/d]

или n = [
√

1/d] − 1 и размерность их равна 1 или 3, если не считать нулевое
состояние равновесия. Напомним, что

dim(A0) = 1, dim(Ak) = 3, k = 1, . . . , n,

где n = [
√

1/d], если
√
1/d ̸∈ N или n = [

√
1/d]− 1, если

√
1/d ∈ N.

Уместно отметить, что в большинстве работ, где изучался вопрос о существова-
нии глобальных аттракторов для известных эволюционных уравнений или систем,
как правило, приводилась лишь оценка его размерности (см, например, [1], [5],[18],
а также литературные ссылки в этих работах).
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Аннотация. Рассмотрена линейная автономная модель перевёрнутого плоского маятника с
двойным запаздыванием в механизме обратной связи и демпфирующей силой. Величины запаз-
дываний соотносятся как один к двум. На коэффициенты модели наложены некоторые ограни-
чения, при условии соблюдения которых получены необходимые и достаточные условия асимп-
тотической устойчивости модели. Критерий устойчивости дан в геометрической и аналитической
формах.
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Abstract. The linear autonomous model of inverted pendulum with delayed feedback and friction
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sufficient conditions of asymptotic stability of this model are obtained under this coefficient condition.
The investigation is based on development of D-subdivision for two-parametric differential equations.
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with double delay in feedback and with friction force.
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Введение

Стабилизации перевёрнутого маятника — задача, естественно возникающая во
многих прикладных науках, интересна и с теоретической точки зрения.

Наиболее известным решением этой задачи служит метод стабилизации по-
средством вертикальных колебаний основания. Впервые этот метод был строго
обоснован Н.Н. Боголбовым [2] (по-видимому, ещё в 1942) и наглядно продемон-
стрирован П.Л. Капицей [3] в 1951.

Другой способ стабилизировать колебания перевёрнутого маятника вблизи вер-
тикального положения равновесия состоит в управлении в виде обратной связи.
Управляющая сила может реагировать на изменения в угле отклонения и угловой
скорости как мгновенно [10], так и с некоторым запаздыванием.

Рис. 1. Схема обратного маятника

По-видимому, G. Stepan первым предложил и исследовал на устойчивость мо-
дель, учитывающую запаздывание в механизме обратной связи перевёрнутого ма-
ятника [19]. Линеаризация этой модели приводит к дифференциальному урав-
нению второго порядка с одним постоянным сосредоточенным запаздыванием. В
настоящий момент наиболее активно эта идея развивается в нескольких направле-
ниях: либо изучение эффекта нелинейности (как правило, имеет место управление
с переключением) [15, 16, 17], либо усложнение и подробное изучение линейных
моделей [4, 5, 6, 11, 13, 18].
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На рисунке 1 изображён перевёрнутый маятник на тележке, к которой при-
ложена сила

−→
F . Вообще говоря, величина этой силы может представлять собой

функционал как от угла наклона θ, так и от угловой скорости θ̇.
Настоящая работа продолжает исследование [6], в которой рассматривается

случай, когда линеаризация функционала
−→
F вблизи нулевого положения равно-

весия имеет вид:
−→
F (t) = −k1θ(t− h)− k2θ(t− 2h),

где k1, k2 ∈ R и h > 0.
В отличии от указанной статьи в настоящей работе учитывается сила трения

в шарнире, пропорциональная угловой скорости θ̇. Обозначим через σ > 0 коэф-
фициент пропорциональности этой силы.

Обозначим частоту собственных колебаний маятника через ω > 0.
Основная задача — найти критерий асимптотической устойчивости модели ма-

ятника, линеаризованной вблизи вертикального положения равновесия, в терми-
нах параметров задачи: ω, σ, h, k1, k2.

Знак величины ω2+k2 оказывает влияние на структуру области устойчивости и
на доказательство теоремы об устойчивости модели, поэтому исследование модели
разбито на две части в зависимости от знака этой величины. В настоящей статье
рассмотрен случай, когда данный параметр не отрицателен.

1. Модель

Рассмотрим уравнение

θ̈(t)− ω2θ(t) + σθ̇(t) + k1θ(t− h) + k2θ(t− 2h) = 0, (1)

где ω, σ, h > 0 и k1, k2 ∈ R.
Для корректной постановки задачи требуется ввести суммируемую начальную

функцию ψ так, что θ(ξ) = ψ(ξ) при ξ ∈ (−h, 0). Тогда решение уравнения (1)
существует и единственно в пространстве функций с локально абсолютно непре-
рывными производными.

Под асимптотической устойчивостью уравнения (1) будем понимать стремле-
ние к нулю его решения вместе с производной при любой суммируемой начальной
функции ψ и любых начальных данных x(0), ẋ(0) ∈ R. Как известно, асимптотиче-
ская устойчивость эквивалентна экспоненциальной и, следовательно, эквивалент-
на расположению в отрицательной полуплоскости всех корней характеристиче-
ской функции Φ, которая в данном случае имеет вид:

Φ(z) = z2 − ω2 + σz + k1e
−zh + k2e

−2zh, z ∈ C. (2)
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Рассмотрим характеристическое уравнение в виде

z2ez + χ ch z + β + ζ sh z + µzez = 0, (3)

Уравнения (3) и Φ(z/h) = 0 имеет одинаковый набор корней в комплексной
плоскости, если положить

χ = h2(k2 − ω2), ζ = −h2(ω2 + k2), β = h2k1, µ = hσ.

Далее будем исследовать уравнение (3) в предположении независимости его
коэффициентов. Однако, в общем случае построить область устойчивости в про-
странстве четырёх параметров — достаточно сложная задача, поэтому ниже будут
наложены три ограничения.

Во-первых, будем считать, что µ > 0. Во-вторых, χ+ ζ < 0. В третьих, ζ 6 0.
Первые два условия эквивалентны неравенствам hσ > 0 и ω2 > 0. Очевидно,

эти условия не ограничивают общность задачи.
Третье условие эквивалентно неравенству ω2 + k2 > 0. Данное неравенство

не вытекает из постановки задачи. Таким образом, данное неравенство является
существенным ограничением общности задачи. Случай ω2 + k2 < 0 должен быть
рассмотрен отдельно.

Теорема. Пусть χ + ζ < 0 < µ и ζ 6 0. Тогда все корни уравнения (3) имеют
отрицательные вещественные части в том и только том случае, если выпол-
няются неравенства:

χ+ β > 0, (4)

ζ + µ > 0, (5)

χ cos η + β < η2 cos η + µη sin η, (6)

где η— единственный корень уравнения

µη ctg η = η2 − ζ (7)

из интервала (0, π).

Доказательство. При фиксированных значениях параметров ζ и µ уравнение (3)
имеет вид:

χf1(z) + βf2(z) + f0(z) = 0, (8)

где f1(z) = ch z, f2(z) = 1 и f0(z) = z2ez + ζ sh z + µzez.
Уравнение вида

r1f1(z) + r2f2(z) + f0(z) = 0, (9)
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где r1, r2 ∈ R называется двупараметрическим характеристическим уравнением.
Проведём исследование уравнения (8) в соответствии с методикой, изложенной в
работе [7].

Обозначим F (z, r1, r2) = r1f1(z) + r2f2(z) + f0(z). Для краткости, функцию
F (·, r1, r2) будем называть устойчивой, если все её корни лежат слева от мнимой
оси.

Будем искать в пространстве параметров r1, r2 множество точек, называемое
областью устойчивости, которым соответствуют устойчивые функции F (·, r1, r2).
Принадлежность точки {χ, β} этой области эквивалентна тому, что при заданных
значениях ζ и µ все корни уравнения (8) лежат слева от мнимой оси.

Введём обозначения:

∆(φ) = Imf1(−iφ)f2(iφ), u1(φ) = Imf0(iφ)f2(−iφ),

u2(φ) = Imf0(−iφ)f1(iφ), u = {u1, u2}.

Тогда
u(φ) =

(
(ζ − φ2) sinφ+ µφ cosφ

)
{1,− cosφ}.

Неотрицательные корни системы уравнений u(φ) = 0 называются частотами.
Обозначим упорядоченное по возрастанию множество частот через {θn}, где n ∈
N ∪ {0}.

Каждой частоте θn соответствует прямая Ln, которая описывается уравнением
F (iθn, r1, r2) = 0.

Легко видеть, что ∆(φ) ≡ 0 и u(φ) ̸≡ 0, следовательно, уравнение (8) пред-
ставляет собой двупараметрическое характеристическое уравнение третьего ро-
да [7, с. 97]. Для уравнений этого типа число корней с положительной веществен-
ной частью в плоскости параметров меняется только при переходе через прямые
Ln, поэтому области D-разбиения представляют собой выпуклые многоугольни-
ки (ограниченные или неограниченны). Этот факт существенно упрощает анализ
изменения области устойчивости при изменении параметров µ и ζ.

Легко видеть, что при любых ζ и µ имеем θ0 = 0, следовательно, прямая L0

описывается уравнением r1 + r2 = 0.
Если n > 1, то уравнение прямой Ln имеет вид:

r1 cos θn + r2 = µθn sin θn + θ2n cos θn.

Далее будем полагать, что µ > 0.

В рассматриваемом случае уравнение u(φ) = 0 эквивалентно уравнению

µφ ctgφ = φ2 − ζ. (10)
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Пусть n > 1. Тогда θn — корень уравнения (10) из интервала
(
π(n− 1), πn

)
, если ζ + µ > 0,(

πn, π(n+ 1)
)
, если ζ + µ 6 0.

Если u′(θn) ̸= 0, то обозначим через Hn полуплоскость, удовлетворяющая нера-
венству

F (iθn, r1, r2)f2(−iθn)u′1(θn) > 0. (11)

Прямая Ln делит плоскость на две полуплоскости. Заметим, что Hn — эта та
из этих полуплоскостей, для которой при переходе через прямую Ln, количество
корней с неотрицательной вещественной частью уменьшается.

Имеем
f2(−iφ)u′1(φ) = −(2 + µ)φ sinφ+ (ζ + µ− φ2) cosφ.

В силу уравнения (10) имеем:

f2(−iθn)u′1(θn) = −2θn sin
2 θn + µ(θn − sinφ cos θn)

sin θn
. (12)

Заметим, что при любом натуральном n числитель в выражении (12) положи-
телен, поэтому полуплоскость Hn определена и описывается неравенством:

(r1 cos θn + r2 − θ2n cos θn − µθn sin θn) sin θn < 0. (13)

Если ζ + µ ̸= 0, то полуплоскость H0 определена и задаётся неравенством

(ζ + µ)(r1 + r2) > 0.

Обозначим Dk =
∩∞
n=kHn.

Известно [7, с. 101, Следствие 4.1], что если D0 ̸= ∅, то либо D0 является обла-
стью устойчивости, либо область устойчивости пуста.

Далее будем полагать, что ζ 6 0.

Покажем, что при ζ + µ 6 0 область устойчивости пуста.
В работе [8, с. 2060, Теорема 4] рассматривается частный случай уравнения (3)

при χ = 0. В частности, показано, что условие ζ + µ > 0 является необходимым
для того, чтобы все корни уравнения

z2ez + β + ζ sh z + µzez = 0
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лежали слева от мнимой оси. Следовательно, функция F (·, 0, β) неустойчива при
любом β ∈ R и ζ + µ 6 0. Точки, сответствующие этому уравнению, принадлежат
вертикальной оси.

В силу ζ 6 0 имеем ctg θn > 0 (при n > 1), следовательно, µθn tg θn+ θ2n > 0, то
есть начало координат O принадлежит D1.

Кроме того, точка O принадлежит прямой L0, поэтому можем воспользовать-
ся вторым пунктом следствия 4.3 работы [7, с. 101], согласно которому область
устойчивости пуста, если существует прямая, проходящая через точку O, но не
совпадающая с L0 такая, что в любой точке этой прямой функция F (·, r1, r2) не
является устойчивой. Этим условиям удовлетворяет вертикальная ось. Таким об-
разом, при ζ + µ 6 0 область устойчивости уравнения (3) пуста.

Далее будем полагать, что ζ + µ > 0.

Во-первых, отметим, что согласно работе [8, c. 2068, Теорема 5] область устой-
чивости не пуста (найдутся значения χ такие, что уравнение F (χ, 0, ·) будет устой-
чивым).

При r1 = r2 = 0 и n > 0 неравенство (13) примет вид: 0 < µθn tg θn + θ2n,
которое, очевидно, справедливо. Следовательно, начало координат принадлежит
полуплоскости Hn при любом n > 1. В то же самое время начало координат
принадлежит прямой L0, таким образом, D0 не пуста и, следовательно, является
областью устойчивости.

Обозначим через L∗ прямую r1 = −ζ, а через H∗ — полуплоскость, располо-
женную левее данной прямой.

Обозначим точку пересечения прямых L0 и L1 через A; точку пересечения L0

и L∗ — через B; точку пересечения L1 и L∗ — через C. Найдём координаты этих
точек.

Имеем A
(
−gµ(θ1), gµ(θ1)

)
, где

gµ(φ) = φ
µ sinφ+ φ cosφ

(1− cosφ)

,
B(−ζ, ζ), C

(
−ζ, µθ1 sin θ1 + (ζ + θ21) cos θ1

)
.

На рисунке 2 обозначен треугольник ABC. Вертикальная прямая L∗ ограни-
чивает рассматриваемую полуплоскость (слева).

При ζ → −µ точка B стремится к точке C, поэтому в плоскости ζ + µ = 0

треугольник ABC вырождается в отрезок, но при ζ + µ > 0 данный треуголь-
ник имеет непустую внутренность, которая, как мы покажем ниже, совпадает с
областью D0 ∩H∗.
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Рис. 2. Сечение область устойчивости уравнения (3) при ζ = −2 и µ = 4

Фактически, утверждение теоремы свелось к тому, чтобы доказать, что вер-
шины треугольника ABC принадлежит Hn при любом n > 1.

Покажем, что точка A принадлежит Hn при любом n > 1. По определению это
эквивалентно неравенству:

−gµ(θ1) +
gµ(θ1)

cos θn
< θ2n + µθn tg θn. (14)

Преобразуем неравенство (14):(
−gµ(θ1)− ζ

)
+

(
gµ(θ1)

cos θn
− µθn

sin θn cos θn

)
< −ζ + θ2n − µθn ctg θn. (15)

В силу того, что θn — корень уравнения (7), правая часть неравенства (15) рав-
на нулю.

Воспользовавшись тем, что θ1 — корень уравнения (7), получим

−gµ(θ1)− ζ = − θ1
1− cos θ1

(
θ1(1 + cos θ1) + µ

1− cos θ1
sin θ1

)
< 0.

Далее,
θn

| sin θn|
>

2 + 2µ

µ
=

1

µ
max
φ∈[0,π]

gµ(φ),

следовательно, µθn > gµ(θ1) sin θn. Домножив левую и правую часть неравенства
на ctg θn, получаем

gµ(θ1)

cos θn
− µθn

sin θn cos θn
< 0.
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Итак, выражение, стоящее слева в неравенстве (14), отрицательно, следова-
тельно, неравенство верно. Таким образом, точка A принадлежит

∩∞
n=1Hn.

Покажем, что точка B принадлежит Hn при любом n > 1. Для этого необхо-
димо и достаточно показать выполнения неравенства:

θ2n + µθn tg θn > ζ

(
1

cos θn
− 1

)
.

Воспользуемся (7):

µθn
cos θn sin θn

> |ζ|
(
2− 1

cos θn

)
.

Усилим данное неравенство, воспользовавшись тем, что µ > |ζ|:

θn
cos θn sin θn

> 2− 1

cos θn
.

Справедливость последнего неравенства вытекает из оценки

φ >
∣∣sinφ(1− 2 cosφ)

∣∣,
справедливой для φ > π.

Покажем, что точка C принадлежит Hn при любом n > 1.
Заметим, что если бы точка C не принадлежала Hn при некотором чётном

n, то и точка B не принадлежала этой полуплоскости. Следовательно, остаётся
рассмотреть случай, когда n— нечётное число, большее единицы.

Точка пересечения прямой Ln с осью ординат имеет координату:

r2 =
√
θ4n + µ2θ2n − ζ2.

Эти значения монотонно растут с возрастанием n.
Точка пересечения Ln с прямой L0 имеет абсциссу:

r1 =
θ2n cos θn + µθn sin θn

cos θn − 1
< 0.

Следовательно, прямые Ln и L1 пересекаются в четвёртом квадранте, а точка C
принадлежит первому или второму квадранту. Таким образом, теорема полностью
доказана.

Обозначив ξ = η/h и проведя обратную замену, получим следующее утвержде-
ние:
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Следствие. Пусть ω2 + k2 > 0.
Тогда для того, чтобы уравнение (1) было асимптотически устойчивым,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие неравенства:

ω2 < k1 + k2,

σ > h(ω2 + k2),

k1 <
ξ2(ξ2 + σ2) + ω4 − k22√
σ2ξ2 + (ξ2 + ω2 + k2)2

,

где ξ — единственный корень уравнения

hξ = arcctg
ξ2 + ω2 + k22

σξ
.

Заключение

В настоящей статье проведено частичное исследование устойчивости модели
перевёрнутого плоского маятника с трением в случае, когда в механизме обратной
связи имеется двукратное сосредоточенное постоянное запаздывание.

Для случая, когда коэффициенты уравнения (3) удовлетворяют неравенству
ω2 + k2 > 0, построен критерий асимптотической устойчивости. Критерий дан в
наглядной геометрической и аналитической формах.

Автор выражает благодарность рецензенту за внимательное прочтение руко-
писи и замечания, способствовавшие улучшению изложения. Кроме того, автор
признателен рецензенту за интересное освещение исторический части вопроса.
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Задача о нормальных колебаниях тела,
частично заполненного идеальной
однородной жидкостью, под действием
упругодемпфирующего устройства

К.В.Фордук
Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского,
Симферополь 295007. E-mail: forduk_kv@mail.ru

Аннотация. В работе изучается задача о свободных колебаниях тела, частично заполненного
идеальной однородной жидкостью, под действием упругодемпфирующего устройства. Доказа-
но, что исследуемая задача имеет дискретный спектр, локализованный в вертикальной полосе,
исследована асимптотика спектра. Доказана теорема о базисности по Абелю-Лидскому системы
корневых элементов задачи.

Ключевые слова: идеальная жидкость, упругодемпфирующее устройство, спектр, базис

Абеля-Лидского.

A Problem on the Normal Oscillations of a Body
Partially Filled with an Ideal Homogeneous Fluid
under the Action of an Elastic Damping Device
K.V. Forduk
V. I.Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol 295007.

Abstract. We investigate a problem on normal oscillations of a body partially filled with an ideal
homogeneous fluid under the action of an elastic damping device. We prove that the problem has a
discrete spectrum localized in a vertical strip. The asymptotic behavior of the spectrum is investigated.
The theorem on the Abel-Lidsky basis property of root elements of the problem is proven.
Keywords: ideal fluid, elastic damping device, spectrum, basis of Abel-Lidsky.

MSC 2010: 35Q35, 34L20

Введение

В работе исследуется задача о нормальных колебаниях тела, частично запол-
ненного идеальной однородной жидкостью под действием упругодемпфирующего
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устройства. Эта задача поставлена профессором Н. Д.Копачевским, полученные
ранее результаты о сильной разрешимости соответствующей начально-краевой за-
дачи опубликованы в работах [7, 8].

1. Постановка начально-краевой задачи

Рассмотрим открытый сосуд, частично заполненный однородной идеальной
жидкостью плотности ρ > 0, которая в состоянии покоя занимает область Ω ⊂ R2

со свободной границей Γ и твердой стенкой S. В состоянии покоя границу Γ счита-
ем горизонтальной прямой. За счет наличия двух пружин, прикрепленных к твер-
дой стенке сосуда, как показано на рис. 1, и неподвижной горизонтальной твердой
поверхности, взаимодействующей со дном сосудам, на тело действуют упругие и
демпфирующие силы.

Рис. 1. Cхема гидромеханической системы

Для описания малых движений системы введем неподвижную систему коор-
динат Ox1x2 с ортами ej, j = 1, 2, так, чтобы тело совершало движения вдоль
оси Ox1. Кроме того, введем подвижную систему координат O (1)x

(1)
1 x

(1)
2 , жест-

ко связанную с телом. Орты подвижной системы обозначим через e
(1)
j , j = 1, 2.

При этом ej = e
(1)
j . Будем исследовать малые колебания указанной гидромехани-

ческой системы под действием внешней силы fb и гравитационного поля −ge2, где
g — ускорение свободного падения.

В процессе малых движений тела рассмотрим x(t)e1 — вектор перемещения
тела, ẋ(t)e1 — вектор скорости тела, ẍ(t)e1 — вектор ускорения тела.

Обозначим через u(t, x (1)) — поле относительных скоростей частиц жид-
кости. Тогда абсолютная скорость жидкости будет определяться выражением
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u(t, x (1)) + ẋ(t)e1.
Пусть ζ(t, x (1)

1 ) (x
(1)
1 ∈ Γ) — функция, описывающая малые отклонения свобод-

ной границы Γ(t) вдоль e
(1)
2 относительно равновесной прямой Γ, описываемой

уравнением x
(1)
2 = b, по формуле:

b+ ζ(t, x
(1)
1 ) = x

(1)
2 , |ζ| ≪ 1.

Используя второй закон Ньютона, запишем уравнение движения тела с жид-
костью:

mẍe1+ρ

∫
Ω

∂u

∂t
dΩ+(k20+k

2
1)xe1+αẋe1 = k20x0e1+k

2
1x1e1+fb+N(t)e2−gme2, (1.1)

где m = mb +mf — масса тела с жидкостью (mb — масса тела, mf — масса жид-
кости), N(t)e2 — реакция опоры, действующая на систему, k20 — коэффициент
жесткости левой пружины, k21 — коэффициент жесткости правой пружины, x0 —
заданный закон движения левой стенки, x1 — заданный закон движения правой
стенки, α > 0 — коэффициент трения дна сосуда о горизонтальную опору.

Малые движения идеальной однородной жидкости описываются линеаризо-
ванным уравнением Эйлера:

ρ

(
∂u

∂t
+ ẍe

(1)
1

)
+∇p = ρff , divu = 0 (в Ω), (1.2)

где p = p(t, x (1)) — отклонение давления в жидкости в процессе движения от
равновесного давления, а ff = ff (t, x

(1)) — сила, действующая на жидкость.
Граничными условиями в рассматриваемой задаче являются условие непроте-

кания идеальной жидкости на твердой стенке S, а также динамические, кинема-
тические условия на границе Γ и условие сохранения объема жидкости соответ-
ственно:

un = u · n = 0 (на S), p = ρgζ (на Γ),

∂ζ

∂t
= u · e (1)

2 (на Γ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,
(1.3)

Здесь n — единичная внешняя нормаль к границе ∂Ω := S ∪ Γ. На границе Γ,
очевидно, будет выполнено соотношение n = e

(1)
2 .

Начальные условия имеют вид

x(0) = x0, ẋ(0) = x1, u(0, x (1)) = u 0(x (1)), ζ(0, x
(1)
1 ) = ζ0. (1.4)

Таким образом, полная постановка исследуемой начально-краевой задачи со-
стоит в решении уравнений (1.1)-(1.2) с краевыми и начальными условиями (1.3)-
(1.4).
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Теорема 1. Будем считать, что поставленная задача (1.1)-(1.4) имеет класси-
ческое решение — когда все функции в уравнениях, граничных и начальных усло-
виях непрерывны относительно своих переменных. Тогда тождество

1

2

d

dt

{
mb(ẋ)

2 + ρ

∫
Ω

∣∣u+ ẋe
(1)
1

∣∣2 dΩ + (k20 + k21)x
2 + ρg

∫
Γ

|ζ|2dΓ
}

=

= −αẋ 2 + (fb · e1)ẋ+ ρ

∫
Ω

ff · u dΩ + k20x0ẋ+ k21x1ẋ (1.5)

представляет собой закон баланса полной энергии исследуемой гидромеханиче-
ской системы, записанный в дифференциальной форме.

Замечание 1. В соотношении (1.5) слева в фигурных скобках стоят удвоенные ки-
нетическая и потенциальная энергии системы, а справа — мощность силы трения
и мощность внешних сил, действующих на систему.

2. Выбор функциональных пространств. Проектирование
уравнения движения жидкости

Из закона (1.5) следует, что для описания движения гидросистемы следует
привлечь к рассмотрению такие функциональные пространства, для которых поле
скоростей и давление приведут в любой момент времени к конечной кинетической
и потенциальной энергиям системы. Перейдем к подробному рассмотрению этого
вопроса и введем соответствующие пространства и их подпространства.

Введем гильбертово пространство L2(Ω) векторных полей со скалярным про-
изведением и квадратом нормы

(u,v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x (1)) · v(x (1)) dΩ, ∥u∥2L2(Ω) :=

∫
Ω

|u(x (1))|2 dΩ.

Как известно, применительно к данной задаче, пространство L2(Ω) имеет ортого-
нальное разложение (см., например, [6, стр. 106])

L2(Ω) = J0(Ω)⊕Gh,S(Ω)⊕G0,Γ(Ω), (2.1)

где
J0(Ω) :=

{
v ∈ L2(Ω) : divv = 0 (в Ω), v · n = 0 (на ∂Ω)

}
— подпространство соленоидальных полей с нулевой нормальной составляющей
на границе ∂Ω,

Gh,S(Ω) :=
{
u = ∇Φ ∈ L2(Ω) : ∆Φ = 0 (в Ω),

∂Φ

∂n
= 0 (на S),

∫
Γ

Φ dΓ = 0
}

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



ЗАДАЧА О НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ТЕЛА 183

— подпространство потенциальных гармонических полей, для которых нормаль-
ная производная потенциала обращается в ноль на S,

G0,Γ(Ω) :=
{
w = ∇Ψ ∈ L2(Ω) : Ψ = 0 (на Γ)

}
— подпространство потенциальных полей, у которых потенциалы обращаются в
ноль на границе Γ.

Далее, для обеспечения конечности потенциальной энергии системы, отвечаю-
щей отклонению ζ движущейся границы, введем пространство

L2,Γ :=
{
ζ ∈ L2(Γ) :

∫
Γ

ζ dΓ = 0
}
,

которое является подпространством L2(Γ), ортогональным единичной функции
1Γ := 1|Γ.

Таким образом, далее в исследуемой проблеме векторные и скалярные поля
будем считать функциями переменной t со значениями в соответствующих вве-
денных выше пространствах и подпространствах.

В силу постановки задачи поле скорости u(t) должно принадлежать при лю-
бом t ≥ 0 подпространству J0(Ω) ⊕ Gh,S(Ω), а поле градиентов давлений — под-
пространству Gh,S(Ω)⊕G0,Γ(Ω).

Введем согласно разложению (2.1) ортопроекторы P0, Ph,S, P0,Γ пространства
L2(Ω) на его подпространства J0(Ω), Gh,S(Ω), G0,Γ(Ω):

P0 : L2(Ω) → J0(Ω), Ph,S : L2(Ω) → Gh,S(Ω), P0,Γ : L2(Ω) → G0,Γ(Ω).

Будем разыскивать поле скоростей жидкости в виде

u = v +∇Φ, v ∈ J0(Ω), ∇Φ ∈ Gh,S(Ω),

а градиент поля давлений в следующем виде:

∇p = ∇p̃+∇Ψ, ∇p̃ ∈ Gh,S(Ω), ∇Ψ ∈ G0,Γ(Ω). (2.2)

Потенциал p̃, в силу (2.2) и динамического соотношения из (1.3), является ре-
шением задачи Зарембы для уравнения Лапласа:

∆p̃ = 0 (в Ω),
∂p̃

∂n
= 0 (на S), p̃ = ρgζ (на Γ).

Будем считать, что граница области Ω липшицева. Тогда известно
(см. [6, стр. 45-46 ]), что такая задача имеет единственное слабое решение
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∇p̃ = ρgQζ ∈ Gh,S(Ω), если выполнено условие ζ ∈ H
1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ, где

H1/2(Γ) — пространство Соболева-Слободецкого с дробным индексом (см. [3,
стр. 71-79]).

Применим ортопроекторы P0, Ph,S, P0,Γ к левой и правой частям уравнения дви-
жения жидкости (1.2). Получим три соотношения

ρ

(
dv

dt
+ ẍP0e

(1)
1

)
= ρP0ff , (2.3)

ρ

(
d∇Φ

dt
+ ẍPh,Se

(1)
1

)
+ ρgQζ = ρPh,Sff , (2.4)

ρẍP0,Γe
(1)
1 +∇Ψ = ρP0,Γff . (2.5)

Из соотношений (2.3) и (2.5) найдем вихревую составляющую поля скорости v и
часть динамического давления Ψ, если будет известно смещение x. Поэтому далее
будем рассматривать только соотношение (2.4).

Спроектируем уравнение движения тела с жидкостью (1.1) на орты e1 и e2,
получим следующие связи

mẍ+ ρ

∫
Ω

(
du

dt
· e1
)
dΩ + (k20 + k21)x+ αẋ = k20x0 + k21x1 + fb · e1, (2.6)

ρ

∫
Ω

(
du

dt
· e2
)
dΩ = fb · e2 +N(t)− gm. (2.7)

Связь (2.7) дает формулу для нахождения N(t), если будет известно поле ско-
ростей жидкости u. Преобразуем интегральное слагаемое в (2.6). С учетом рас-
суждений, использованных при выводе соотношения (1.5), найдем, что∫
Ω

du

dt
· e1 dΩ=

d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

v · e (1)
1 dΩ =

=
d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

v · ∇x (1)
1 dΩ =

=
d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ +

d

dt

∫
Ω

(
div(x (1)

1 v)− x
(1)
1 divv

)
dΩ=

d

dt

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ.

Отсюда и из (2.6) теперь найдем, что

mẍ+
d

dt
Pρ∇Φ + (k20 + k21)x+ αẋ = k20x0 + k21x1 + fb · e1. (2.8)

Здесь оператор Pρ определен по формуле

Pρ∇Φ := ρ

∫
Ω

∇Φ · e (1)
1 dΩ, Pρ : Gh,S(Ω) → C.
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Введем оператор следа γn на границе Γ следующим образом:

γn∇Φ := ∇Φ · e (1)
2 =

∂Φ

∂n

∣∣∣∣
Γ

, γn : Gh,S(Ω) → L2,Γ.

Рассмотрим систему уравнений (2.4) и (2.8):
ρ
d

dt
∇Φ + ρẍPh,Se

(1)
1 + ρgQζ = ρPh,Sff ,

mẍ+
d

dt
Pρ∇Φ + (k20 + k21)x+ αẋ = k20x0 + k21x1 + fb · e1.

(2.9)

Систему (2.9) запишем в виде дифференциально-операторного уравнения первого
порядка(
ρI ρPh,Se

(1)
1

Pρ mI

)
d

dt

(
∇Φ

ẋ

)
+

(
0 0

0 αI

)(
∇Φ

ẋ

)
+

+

(
ρgQ 0

0 (k20 + k21)I

)(
ζ

x

)
=

(
ρPh,Sff
fb · e1

)
+

(
0

k20x0 + k21x1

)
,

которое с учетом обозначений:

B12 :=

(
ρgQ 0

0 (k20 + k21)I

)
, D(B12) = D(Q)⊕ C,

C1 :=

(
ρI ρPh,Se

(1)
1

Pρ mI

)
, P1 :=

(
0 0

0 I

)
,

f1 :=

(
ρPh,Sff
fb · e1

)
, f2 :=

(
0

k20x0 + k21x1

)
,

z1 :=

(
∇Φ

ẋ

)
, z2 :=

(
ζ

x

)
,

примет вид

C1
dz1
dt

+ αP1z1 +B12z2 = f1 + f2. (2.10)

Рассмотрим систему из двух очевидных связей
ρg
dζ

dt
= ρgγn∇Φ,

(k20 + k21)
dx

dt
= (k20 + k21)ẋ.

(2.11)

Систему (2.11) запишем в виде дифференциально-операторного уравнения перво-
го порядка(

ρgI 0

0 (k20 + k21)I

)
d

dt

(
ζ

x

)
+

(
−ρgγn 0

0 −(k20 + k21)I

)(
∇Φ

ẋ

)
=

(
0

0

)
,
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которое с учетом введенных выше обозначений и обозначений

C2 : =

(
ρgI 0

0 (k20 + k21)I

)
,

B21 : =

(
−ρgγn 0

0 −(k20 + k21)I

)
, D(B21) = D(γn)⊕ C,

примет вид

C2
dz2
dt

+B21z1 = 0. (2.12)

Таким образом, исходная начально-краевая задача о малых движениях тела,
частично заполненного идеальной жидкостью, под действием упругих и демп-
фирующих сил, приводится к дифференциально-операторным уравнениям (2.10),
(2.12) c соответствующими начальными условиями. Итак, имеем следующую за-
дачу Коши: 

C1
dz1
dt

+ αP1z1 +B12z2 = f1 + f2,

C2
dz2
dt

+B21z1 = 0,
(2.13)

z1(0) = (Ph,Su
0;x1)τ , z2(0) = (ζ0;x0)τ , (2.14)

где символом τ обозначена операция транспонирования.
Систему дифференциальных уравнений (2.13) и начальные условия (2.14) мож-

но коротко записать в виде задачи Коши для дифференциального-операторного
уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве H:

C dz
dt

+ (αP + iB)z = f, z(0) = (z1(0), z2(0))
τ , (2.15)

где

z := (z1; z2)
τ ∈ H :=

(
Gh,S(Ω)⊕ C

)
⊕
(
L2,Γ ⊕ C

)
, f := (f1 + f2; 0)

τ ,

C := diag
(
C1, C2

)
, B :=

(
0 −iB12

−iB21 0

)
, P := diag

(
P1, 0

)
.

Без доказательства приведем лемму о свойствах операторных коэффициен-
тов в (2.15).

Лемма 1. Имеют место следующие свойства операторных коэффициентов:
1. Оператор B является самосопряженным на D(B) = D(B21)⊕D(B12).
2. Оператор P ограничен и неотрицателен в гильбертовом пространстве H.
3. Операторная матрица C является ограниченным положительно определен-
ным оператором в H.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



ЗАДАЧА О НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ТЕЛА 187

В работе [7] приводится теорема о сильной разрешимости начально-краевой за-
дачи. Сформулируем определение сильного решения задачи (1.1)-(1.4) и приведем
теоремы о разрешимости операторного уравнения и исходной начально-краевой
задачи.

Определение 1. Сильным решением начально-краевой задачи (1.1)-(1.4) назовем
такое поле u(t) и функции p(t), ζ(t), для которых функция z(t) = (∇Φ; ẋ; ζ;x)τ

является решением задачи Коши (2.15).
Будем говорить, что задача Коши (2.15) имеет решение z(t) на полуоси

R+ := [0;+∞), если все слагаемые в уравнении из (2.15) являются непрерывными
функциями t со значениями в H, выполнено уравнение из (2.15) при любом t ∈ R+

и начальное условие z(0) = z0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия

z(0) ∈ D(B), f ∈ C1
(
R+;H

)
.

Тогда задача (2.15) имеет единственное решение.

Опираясь на теорему 2, получено утверждение об однозначной разрешимости
исходной начально-краевой задачи (1.1)-(1.4) на полуоси R+.

Теорема 3. Пусть выполнены условия

Ph,Su
0 ∈ D(γn), ζ0 ∈ D(Q) = H

1/2
Γ ,

fb ∈ C1
(
R+;C2

)
, ff ∈ C1

(
R+;L2(Ω)

)
.

Тогда задача (1.1)-(1.4) имеет единственное сильное решение.

3. Задача о нормальных колебаниях, основные свойства
спектра

Будем искать решение однородной задачи о нормальных колебаниях тела, ча-
стично заполненного однородной жидкостью под действием упругодемпфирующе-
го устройства (2.15) в виде z(t) = ze−λt, λ ∈ C. В результате придем к следующей
спектральной задаче

−λCz + (αP + iB)z = 0, z = (z1; z2)
τ ∈ D(B) ⊂ H. (3.1)

Запишем спектральную задачу (3.1), с учетом введенных выше обозначений,
в виде системы двух уравнений в гильбертовых пространствах H1 и H2, где
H1 := Gh,S(Ω)⊕ C и H2 := L2,Γ ⊕ C:−λC1z1 + αP1z1 +B12z2 = 0,

−λC2z2 +B21z1 = 0.
(3.2)
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Лемма 2. Число λ = 0 не является собственным значением спектральной зада-
чи (3.2).

Доказательство. Подставим значение λ = 0 в систему (3.2). Из второго уравне-
ния системы получим, что B21z1 = 0. Тогдаρgγn∇Φ = 0,

(k20 + k21)ẋ = 0,
=⇒

∇Φ = 0,

ẋ = 0,
=⇒ z1 = (∇Φ; ẋ)τ = 0. (3.3)

С учетом (3.3) из первого уравнения системы (3.2) получим B12z2 = 0, откуда
следует, чтоρgQζ = 0,

(k20 + k21)x = 0,
=⇒

ζ = 0,

x = 0,
=⇒ z2 = (ζ;x)τ = 0.

Таким образом, при λ = 0 задача (3.2) имеет только тривиальное реше-
ние z = (z1; z2)

τ = 0. Следовательно, λ = 0 не является собственным значением за-
дачи (3.2).

Из второго уравнения системы (3.2) выразим элемент z2 и подставим его в
первое уравнение системы, будем иметь

λ2C1z1 − λαP1z1 −B12C
−1
2 B21z1 = 0. (3.4)

Определим оператор CB по формуле

CB := −B12C
−1
2 B21, D(CB) =

{
z1 ∈ D(B21) : C

−1
2 B21z1 ∈ D(B12)

}
.

Осуществим в спектральной задаче (3.4) замену C1/2
B z1 =: u и применим к (3.4)

слева оператор C
−1/2
B , в результате придем к следующей основной спектральной

задаче в гильбертовом пространстве H1:

L(λ)u := (I − λαV1 + λ2V2)u = 0, (3.5)

где V1 := C
−1/2
B P1C

−1/2
B , V2 := C

−1/2
B C1C

−1/2
B .

Лемма 3. Оператор CB самосопряжен и положительно определен в H1, а опе-
ратор C−1

B компактен.

Справедлива следующая теорема о локализации и дискретности спектра зада-
чи (3.5).
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Теорема 4. Имеют место следующие утверждения:
1. Спектр задачи (3.5) симметричен относительно вещественной оси.
2. Задача (3.5) имеет дискретный спектр с возможной предельной точкой в
бесконечности.
3. Спектр задачи (3.5) лежит в полосе

0 ≤ Reλ ≤ α

c
,

где c > 0 — верхняя грань всех констант, которые могу стоять в неравенстве
положительной определенности оператора C1.

Доказательство. Доказательство проведем в несколько шагов.
1. Для доказательства первого утверждения достаточно доказать (см. [10,

стр. 174]), что пучок L(λ) самосопряжен, то есть(
L(λ̄)

)∗
= L(λ).

В силу самосопряженности операторов C1, C
−1/2
B , P1 имеем(

L(λ̄)
)∗

= I − λαV ∗
1 + λ2V ∗

2 = I − λαV1 + λ2V2 = L(λ).

2. Для доказательства дискретности спектра достаточно проверить, что фред-
гольмов пучок (3.5) является непрерывно обратимым хотя бы в одной точке (см. [6,
стр. 74 ]). Действительно, при λ = −1 оператор

L(−1) = I + αV1 + V2

является положительно определенным и, следовательно, имеет ограниченный
обратный. Поскольку фредгольмова оператор-функция L(λ) имеет особенность
только в бесконечно удаленной точке, то ее спектр дискретен с возможной пре-
дельной точкой накопления в бесконечности.

3. Докажем, что спектр задачи (3.5) лежит в указанной полосе. Поскольку
спектр задачи дискретен, доказываемое свойство нужно проверить для собствен-
ных значений задачи (3.5). Пусть λ, u — собственное значение и отвечающий ему
собственный элемент. Умножим пучок (3.5) скалярно на u в пространстве H1,
будем иметь

(L(λ)u, u)H1 = (u, u)H1 − λα(V1u, u)H1 + λ2(V2u, u)H1 = 0.

Полученное выражение разделим на λ, получим

λ̄

λ̄
·
∥u∥2H1

λ
− α∥V 1/2

1 u∥2H1
+ λ∥V 1/2

2 u∥2H1
= 0. (3.6)
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Выделяя в (3.6) вещественную часть, найдем, что

Reλ ·
[∥u∥2H1

|λ|2
+ ∥V 1/2

2 u∥2H1

]
= α∥V 1/2

1 u∥2H1
.

Отсюда следует оценка

0 ≤ Reλ =
α∥V 1/2

1 u∥2H1

∥u∥2H1

|λ|2
+ ∥V 1/2

2 u∥2H1

≤
α∥V 1/2

1 u∥2H1

∥V 1/2
2 u∥2H1

=

=
α(P1C

−1/2
B u,C

−1/2
B u)H1

(C1C
−1/2
B u,C

−1/2
B u)H1

≤
α∥C−1/2

B u∥2H1

c∥C−1/2
B u∥2H1

=
α

c
,

где c > 0 — точная нижняя грань оператора C1.

4. Об асимптотике спектра и базисности по
Абелю-Лидскому системы корневых элементов

Теорема 5. Спектральная задача (3.5) имеет в области {0 ≤ Reλ ≤ αc−1} две
ветви собственных значений с асимптотикой

λ
(±i)
k = ±i

(
|Γ|
gπ

)−1/2

k1/2(1 + o(1)) (k → ∞).

Доказательство. Перепишем задачу (3.5) в виде

L(λ)u :=

(I 0

0 I

)
− λα

k20 + k21

(
0 0

0 I

)
+λ2

 g−1A A1/2C12

C21A
1/2 m

k20 + k21

(u1
u2

)
=

(
0

0

)
,

(4.1)

где

A :=(Qγn)
−1, C12 :=ρ

1/2g−1/2(k20 + k21)
−1/2Ph,Se

(1)
1 , C21 :=ρ

−1/2g−1/2(k20 + k21)
−1/2Pρ.

Запишем спектральную задачу (4.1) в виде системы:
u1 + λ2g−1Au1 + λ2A1/2C12u2 = 0,

u2 −
λα

k20 + k21
u2 + λ2C21A

1/2u1 +
λ2m

k20 + k21
u2 = 0,

(4.2)

из второго уравнения системы (4.2) найдем u2:

u2 = − λ2(k20 + k21)

λ2m− λα+ k20 + k21
C21A

1/2u1. (4.3)
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Подставляя выражение (4.3) в первое уравнение системы (4.2), получим задачу
для элемента u1:{

I + λ2g−1A− λ4(k20 + k21)

λ2m− λα+ k20 + k21
A1/2C12C21A

1/2

}
u1 = 0,

которая после выделения из соответствующей дроби целой части, примет вид{
I +

(
(k20 + k21)

2

m2
− α2(k20 + k21)

m3
− λα(k20 + k21)

m2
−

− λα(k20 + k21)(α
2 − 2m(k20 + k21))− α2(k20 + k21)

2 +m(k20 + k21)
3

m3(λ2m− λα + k20 + k21)

)
A1/2C12C21A

1/2+

+ λ2
(
g−1A− k20 + k21

m
A1/2C12C21A

1/2

)}
u1 = 0. (4.4)

С учетом определения оператора Pρ, вычислим оператор

C12C21 =
1

g(k20 + k21)
Ph,Se

(1)
1 Pρ =

ρ

g(k20 + k21)

(
·, e (1)

1

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1 =

=
ρ∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)

g(k20 + k21)

(
·, Ph,Se

(1)
1

∥Ph,Se (1)
1 ∥Gh,S(Ω)

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1

∥Ph,Se (1)
1 ∥Gh,S(Ω)

=:

=:
ρ∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)

g(k20 + k21)
P,

где оператор P определяется формулой:

P :=

(
·, Ph,Se

(1)
1

∥Ph,Se (1)
1 ∥Gh,S(Ω)

)
Gh,S(Ω)

Ph,Se
(1)
1

∥Ph,Se (1)
1 ∥Gh,S(Ω)

. (4.5)

Определим оператор

K := I − g(k20 + k21)

m
C12C21 = I −

ρ∥Ph,Se (1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

m
P. (4.6)

Докажем, что оператор K из (4.6) положительно определен. Заметим, что име-
ет место оценка

∥Ph,Se (1)
1 ∥2Gh,S(Ω) < ∥e (1)

1 ∥2L2(Ω) =

∫
Ω

|e (1)
1 |2 dΩ = |Ω|.
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С учетом этой оценки теперь найдем, что для любого ∇Φ ∈ Gh,S(Ω)

(K∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) = (∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) −
ρ

m
∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) =

=

(
1− ρ

m
∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)

)
(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) ≥

≥
(
1− ρ

m
|Ω|
)
(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) ≥

≥
(
1− mf

m

)
{(P∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω) + ((I − P )∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω)} =

=

(
1− mf

m

)
(∇Φ,∇Φ)Gh,S(Ω).

С учетом введенных в (4.5), (4.6) операторов, спектральная задача (4.4) примет
вид{

I +
λ2

g
A1/2KA1/2 +

ρ∥Ph,Se (1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

m2g

(
k20 + k21 −

α2

m
− λα−

− λα(α2−2m(k20 + k21))−α2(k20 + k21) +m(k20 + k21)
2

m(λ2m− λα+ k20 + k21)

)
A1/2PA1/2

}
u1 = 0. (4.7)

Определим оператор B по следующей формуле:

B := g−1A1/2KA1/2 = (g−1/2K1/2A1/2)∗(g−1/2K1/2A1/2).

По теореме о полярном разложении (см. [5, стр. 419-420 ]) существует частично
изометричный оператор U такой, что

g−1/2K1/2A1/2 = UB1/2, g−1/2A1/2K1/2 = B1/2U∗.

Тогда

A1/2 = g1/2B1/2U∗K−1/2 = g1/2K−1/2UB1/2. (4.8)

Перепишем задачу (4.7) в виде

l(λ)u1 = 0, l(λ) := I + λ2B +G(λ), (4.9)

где

G(λ) := λµ(λ)A1/2PA1/2,

µ(λ) :=
ρ∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)

m2g

(
k20 + k21
λ

− α2

λm
− α−

− α3 − 2mα(k20 + k21)

m(λ2m− λα+k20 + k21)
− m(k20 + k21)

2 − α2(k20 + k21)

mλ(λ2m− λα+ k20 + k21)

)
.
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Для любого как угодно малого ε > 0 определим секторы
Λ±
ε := {λ : | arg λ± π/2| < ε, −π < arg λ < π}. Для задачи (4.9) проверим

выполнение условий леммы М.Б.Оразова (см. [11, стр. 412, лемма 3 ]). Докажем,

что если λ ∈ Λ±
ε и λ ̸=

(
α±

√
α2 − 4m(k20 + k21)

)
/(2m), то

T (λ) := (I − λB1/2)−1G(λ)(I + λB1/2)−1 −→ 0 при λ→ ∞. (4.10)

С использованием формулы (4.8) и леммы 3.3 из статьи А.С. Маркуса,
В. И. Мацаева (см. [9, стр. 399 ]) найдем, что

∥T (λ)∥ = ∥λµ(λ)(I − λB1/2)−1A1/2PA1/2(I + λB1/2)−1∥ =

= ∥λµ(λ)g(I − λB1/2)−1B1/2U∗K−1/2PK−1/2U(I + λB1/2)−1B1/2∥ ≤
≤ g|λ||µ(λ)|∥(I − λB1/2)−1B1/2∥ · ∥U∗K−1/2PK−1/2U∥ · ∥(I + λB1/2)−1B1/2∥ ≤

≤ 4g|µ(λ)||λ|−1max
{
1;
∥∥(I + λB1/2)−1

∥∥} ·max
{
1;
∥∥(I − λB1/2)−1

∥∥}×
×
∥∥U∗K−1/2PK−1/2U∥ = O(|λ|−1),

откуда следует (4.10).
Для применения указанной леммы М.Б.Оразова осталось показать, что опе-

ратор B имеет степенную асимптотику собственных значений. Запишем оператор
B в виде разности двух операторов:

B =
(Qγn)

−1

g
−
ρ∥Ph,Se (1)

1 ∥2Gh,S(Ω)

gm
(Qγn)

−1/2P (Qγn)
−1/2.

Асимптотика собственных значений оператора g−1(Qγn)
−1 следует из обзора

М. Ш. Бирмана, М. З.Соломяка (см. [4, стр. 28 ]) и имеет вид

λk

(
(Qγn)

−1

g

)
=

|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞).

Введем операторы

T1 :=
(Qγn)

−1

g
, T2 :=

ρ∥Ph,Se (1)
1 ∥2Gh,S(Ω)

gm
(Qγn)

−1/2P (Qγn)
−1/2.

Эти операторы неотрицательны, поэтому их s-числа совпадают с их собственны-
ми значениями. Оператор T2 является одномерным, поэтому все его собственные
значения, за исключением одного, равны нулю. Таким образом, имеем

sk(T1) = λk(T1) =
|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞),

sk(T2) = λk(T2) = o(k−1) (k → ∞).
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Тогда из теоремы Ки Фань (см. [1, лекция 8, следствие 4 ]) следует, что

λk(B) = λk(T1 − T2) =
|Γ|
gπ

k−1(1 + o(1)) (k → ∞). (4.11)

Таким образом, по лемме М.Б.Оразова и утверждению 3 в теореме 4 получаем,
что исследуемая спектральная задача (3.5) имеет в полосе {0 ≤ Reλ ≤ αc−1} две
ветви собственных значений со следующим асимптотическим поведением:

λ
(±i)
k = ±iλ−1/2

k (B)(1 + o(1)) (k → ∞).

Отсюда и из (4.11) следует формула из формулировки теоремы.

Теорема 6. Система корневых элементов задачи (3.1) образует базис Абеля-
Лидского со скобками в гильбертовом пространстве H порядка β > 1.

Доказательство. Преобразуем спектральную задачу (3.1) к виду(
C−1B − αiC−1P − (−iλ)I

)
z = 0.

Осуществим замену спектрального параметра −iλ =: µ, получим задачу(
C−1B − αiC−1P − µI

)
z = 0.

Обозначим операторы

A := A0 +A1, A0 := C−1B, A1 := −αiC−1P. (4.12)

Укажем свойства введенных в (4.12) операторов в энергетическом пространстве
HC оператора C. Оператор A0 является самосопряженным оператором в HC с дис-
кретным спектром с асимптотикой

µ±
k (C

−1B) = ±
(
|Γ|
gπ

)−1/2

k1/2(1 + o(1)) (k → ∞). (4.13)

Оператор A1 является ограниченным оператором в пространстве HC . Отсюда
следует, что оператор A1A−q

0 ограничен в HC при q = 0:

∥A1A−q
0 ∥HC = ∥A1∥HC <∞.

Из (4.13) и теоремы 6.2.4 (см. [2, стр. 106 ]), которая распространяется на слу-
чай, когда собственные значения оператора A0 имеют две точки накопления ±∞,
получаем, что система корневых элементов спектральной задачи (3.1) образует
базис Абеля-Лидского со скобками порядка β, где

β > β0 =
1

p
− (1− q) = 2− (1− 0) = 1.
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Определение понятия базиса Абеля-Лидского весьма громоздко и здесь не при-
водится. С этим методом суммирования по корневым элементам можно подробно
ознакомиться, например, в [2, стр. 106 ].

Заключение

В работе исследуется задача о нормальных колебаниях тела, частично запол-
ненного идеальной однородной жидкостью под действием упругодемпфирующего
устройства. Доказано, что спектр изучаемой задачи расположен в некоторой вер-
тикальной полосе, дискретен, и симметричен относительно действительной оси.
Найдена формула асимптотического распределения собственных значений. Дока-
зано, что система корневых элементов рассматриваемой задачи образует базис
Абеля-Лидского со скобками порядка β > 1.

Автор благодарен рецензенту за ценные замечания, позволившие улучшить
качество статьи.
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Применение алгоритма Ковачича
для исследования случая Гесса в задаче
о движении тяжелого твердого тела
с неподвижной точкой1
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Аннотация. В 1890 году немецкий математик и механик В. Гесс указал новый частный случай
интегрируемости уравнений Эйлера – Пуассона движения тяжёлого твердого тела с неподвиж-
ной точкой. В 1892 году П. А. Некрасов показал, что решение задачи о движении тяжелого
твердого тела с неподвижной точкой при условиях Гесса сводится к интегрированию линейного
уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. В работе дан вывод соответству-
ющего уравнения второго порядка и показано, как привести коэффициенты этого уравнения к
виду рациональных функций. Затем при помощи алгоритма Ковачича исследуется вопрос о су-
ществовании лиувиллевых решений у соответствующего линейного уравнения второго порядка.
Показано, что лиувиллевы решения могут существовать лишь в двух случаях: в случае, соответ-
ствующем случаю Лагранжа движения твердого тела с неподвижной точкой и в случае, когда
постоянная интеграла площадей равна нулю.

Ключевые слова: тяжелое твердое тело с неподвижной точкой; случай Гесса; лиувиллевы

решения; алгоритм Ковачича.
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Abstract. In 1890 German mathematician and physicist W. Hess found new special case of
integrability of Euler – Poisson equations of motion of a heavy rigid body with a fixed point. In
1892 P. A. Nekrasov proved that the solution of the problem of motion of a heavy rigid body with a
fixed point under Hess conditions reduces to integrating the second order linear differential equation.
In this paper the corresponding linear differential equation is derived and its coefficients are presented
in the rational form. Using the Kovacic algorithm, we proved that the liouvillian solutions of the
corresponding second order linear differential equation exists only in the case, when the moving rigid
body is the Lagrange top, or in the case when the constant of the area integral is zero.
Keywords: rigid body with a fixed point, Hess case, Liouvillian solutions, Kovacic algorithm.
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1. Уравнения Эйлера – Пуассона. Случай Гесса.

Рассмотрим движение твердого тела с одной закрепленной точкой O в одно-
родном поле сил тяжести. Введем подвижную систему координат Ox1x2x3, оси ко-
торой совпадают с главными осями эллипсоида инерции тела для точки O. Пусть
M – масса тела, g – ускорение свободного падения, A1, A2, A3 – моменты инерции
тела относительно осей Ox1, Ox2, Ox3 соответственно; ω1, ω2, ω3, γ1, γ2, γ3 и x1, x2,
x3 – проекции на оси Ox1, Ox2 и Ox3 вектора мгновенной угловой скорости тела
ω, единичного вектора γ, направленного по вертикали вверх, и радиуса – вектора
r =

−→
OG центра масс тела.

Уравнения движения тела получим из теоремы об изменении кинетического
момента. В системе координат Ox1x2x3 эти уравнения записываются в виде:

A1ω̇1 + (A3 − A2)ω2ω3 =Mg (x3γ2 − x2γ3) ,

A2ω̇2 + (A1 − A3)ω1ω3 =Mg (x1γ3 − x3γ1) ,

A3ω̇3 + (A2 − A1)ω1ω2 =Mg (x2γ1 − x1γ2) ;

γ̇1 = ω3γ2 − ω2γ3,

γ̇2 = ω1γ3 − ω3γ1,

γ̇3 = ω2γ1 − ω1γ2.

(1.1)

Известно, что для решения уравнений Эйлера – Пуассона достаточно найти
четыре независимых первых интеграла системы (1.1). При любых значениях па-
раметров A1, A2, A3, x1, x2, x3 известны три независимых первых интегралов
системы (1.1) – интеграл энергии

H =
1

2

(
A1ω

2
1 + A2ω

2
2 + A3ω

2
3

)
+Mg (x1γ1 + x2γ2 + x3γ3) = E,

интеграл площадей

K = A1ω1γ1 + A2ω2γ2 + A3ω3γ3 = k
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и геометрический интеграл
γ21 + γ22 + γ23 = 1.

В 1890 году В. Гесс показал [1], что при выполнении условий

x3 = 0, A2 (A3 − A1) x
2
2 = A1 (A2 − A3)x

2
1, A2 ≥ A3 ≥ A1, (1.2)

уравнения (1.1) допускают частный четвертый интеграл, имеющий вид:

A1ω1x1 + A2ω2x2 = 0.

Детальное аналитическое исследование решения Гесса было выполнено
П. А. Некрасовым [2, 3]. Он привел задачу к интегрированию линейного диффе-
ренциального уравнения второго порядка с двоякопериодическими комплексными
коэффициентами и показал, что решения в случае Гесса являются, вообще говоря,
неоднозначными. П. А. Некрасов изучил аналитические свойства полученного ли-
нейного дифференциального уравнения и выявил основные свойства траекторий
на сфере Пуассона. Также П. А. Некрасовым [2, 3] было показано, что при выпол-
нении условий Гесса и при дополнительном условии равенства нулю постоянной
интеграла площадей уравнения Эйлера – Пуассона интегрируются в эллиптиче-
ских функциях.

Поскольку решение задачи о движении тяжелого твердого тела с неподвижной
точкой в случае Гесса сводится к интегрированию линейного дифференциального
уравнения второго порядка, то можно поставить задачу о существовании у соот-
ветствующего линейного дифференциального уравнения решений, имеющих ана-
литическое представление в виде лиувиллевых функций. Как известно, лиувилле-
вы функции строятся последовательно из рациональных функций с использовани-
ем алгебраических операций, неопределённого интегрирования и взятия экспонен-
ты заданного выражения [4]. Решение линейного дифференциального уравнения
второго порядка, выражающееся через лиувиллевы функции, наиболее точно со-
ответствует понятию “решение в замкнутой форме” или “решение в квадратурах”.
Для нахождения лиувиллевых решений у линейного дифференциального урав-
нения второго порядка можно воспользоваться так называемым алгоритмом Ко-
вачича [4], позволяющим находить в явном виде соответствующие решения или
доказать их отсутствие. Для того, чтобы воспользоваться этим алгоритмом, необ-
ходимо, чтобы коэффициенты линейного дифференциального уравнения второго
порядка были рациональными функциями независимой переменной.

Ниже показано, как получить линейное дифференциальное уравнение второго
порядка в случае Гесса и как привести его к уравнению с рациональными коэф-
фициентами.
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2. Приведение к одному линейному уравнению второго
порядка. Основной результат.

Введем новые обозначения

cosα =
x1√
x21 + x22

, sinα =
x2√
x21 + x22

,

и новые переменные

L1 = A1ω1 cosα + A2ω2 sinα, L2 = A2ω2 cosα− A1ω1 sinα, L3 = A3ω3,

ν1 = γ1 cosα+ γ2 sinα, ν2 = γ2 cosα− γ1 sinα, ν3 = γ3.

В переменных L1, L2, L3, ν1, ν2, ν3 система уравнений Эйлера – Пуассона (1.1)
примет вид:

L̇1 = −bL1L3,

L̇2 = (a− c)L1L2 + bL2L3 + ν3Γ,

L̇3 = − (a− c)L1L2 + bL2
1 − bL2

2 − ν2Γ,

ν̇1 = cL3ν2 − (cL2 + bL1) ν3,

ν̇2 = −cL3ν1 + (aL1 + bL2) ν3,

ν̇3 = (bL1 + cL2) ν1 − (aL1 + bL2) ν2.

(2.1)

Здесь обозначено

a =
A2x

2
1 + A1x

2
2

A1A2 (x21 + x22)
, b =

(A1 − A2) x1x2
A1A2 (x21 + x22)

, c =
1

A3

, Γ =Mg
√
x21 + x22.

Чтобы обнаружить дополнительный первый интеграл, существующий в случае
Гесса, достаточно рассмотреть только первое уравнение полученной системы (2.1).
В этом уравнении правая часть равна самой переменной L1, умноженный на огра-
ниченный по модулю коэффициент −bL3. В связи с этим, если в начальный момент
времени величина L1 = 0, то и в любой момент времени окажется, что

L1 ≡ 0. (2.2)

Инвариантное многообразие (2.2) вместе с условиями (1.2) и определяет случай
Гесса. При выполнении всех этих условий уравнения (2.1) заметно упрощаются и
принимают вид:

L̇2 = bL2L3 + ν3Γ, L̇3 = −bL2
2 − ν2Γ,

ν̇1 = cL3ν2 − cL2ν3, ν̇2 = bL2ν3 − cL3ν1, ν̇3 = cL2ν1 − bL2ν2.

(2.3)
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Система уравнений (2.3) допускает следующие первые интегралы:

c

2

(
L2
2 + L2

3

)
+ Γν1 = E; L2ν2 + L3ν3 = k; ν21 + ν22 + ν23 = 1. (2.4)

Заметим, что случай b = 0 соответствует интегрируемому случаю Лагранжа.
Вводя безразмерные переменные и параметры

L2 =

√
Γ

c
y, L3 =

√
Γ

c
z, t =

τ√
Γc
,

d1 =
b

c
, h =

E

Γ
, k1 = k

√
c

Γ
.

запишем систему уравнений (2.3) и первые интегралы (2.4) в безразмерной форме

dy

dτ
= d1yz − ν3,

dz

dτ
= −d1y2 + ν2,

dν1
dτ

= zν2 − yν3,
dν2
dτ

= d1yν3 − zν1,
dν3
dτ

= yν1 − d1yν2,

y2 + z2

2
+ ν1 = h, yν2 + zν3 = k1.

(2.5)

Из системы уравнений (2.5) можно получить следующие уравнения

d

dτ

(
y2 + z2

2

)
= −

√√√√(y2 + z2)

[
1−

(
y2 + z2

2
− h

)2
]
− k21,

y
dz

dτ
− z

dy

dτ
= −d1y

(
y2 + z2

)
− k1.

Введем теперь полярные координаты x и φ по формулам:

y = x cosφ, z = x sinφ.

Тогда для определения величин x и φ мы получаем следующую систему двух
дифференциальных уравнений

x
dx

dτ
= −

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h

)2
]
− k21,

x2
dφ

dτ
= −d1x3 cosφ− k1.

(2.6)
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Из этой системы находим зависимость φ = φ (x), которая определяется диф-
ференциальным уравнением

dφ

dx
=

d1x
3 cosφ+ k1

x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h

)2
]
− k21

. (2.7)

Заметим, что при переходе от системы (2.6) к уравнению (2.7) мы исключаем
из рассмотрения случай x = const, то есть y2 + z2 = const или ν1 = const. Между
тем, у тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае Гесса существуют
стационарные движения, для которых ν1 = ν01 = const (см., например, [5]).

При помощи замены
w = tg

φ

2

уравнение (2.7) приводится к уравнению Риккати:

dw

dx
= f2w

2 + f0, (2.8)

f2 = − d1x
3 − k1

2x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h

)2
]
− k21

f0 =
d1x

3 + k1

2x

√√√√x2

[
1−

(
x2

2
− h

)2
]
− k21

.

Из общей теории дифференциальных уравнений известно (см. [6]), что если
общее уравнение Риккати имеет вид (2.8), то заменой переменных вида

u (x) = exp

(
−
∫
f2 (x)w (x) dx

)
данное уравнение приводится к линейному дифференциальному уравнению вто-
рого порядка

f2
d2u

dx2
−
(
df2
dx

+ f1f2

)
du

dx
+ f0f

2
2u = 0, (2.9)

или, если разделить на f2:

d2u

dx2
−
(

1

f2

df2
dx

+ f1

)
du

dx
+ f0f2u = 0. (2.10)

Заметим, что переход от уравнения (2.9) к уравнению (2.10) возможен только в
том случае, когда f2 ̸= 0. Условие f2 = 0 с учётом того, что x ̸= const, равносильно
одновременному выполнению условий

d1 = 0, k1 = 0.
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В дальнейшем будем считать, что f2 ̸= 0. Окончательно, дифференциальное
уравнение второго порядка, к решению которого сводится решение задачи о дви-
жении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой в случае Гесса, имеет вид:

d2u

dx2
+ a (x)

du

dx
+ b (x)u = 0, (2.11)

a (x) =
d1x

9 − 4k1x
6 − 4d1 (h

2 − 1)x5 + 12k1hx
4 − 8k21d1x

3 − 8k1 (h
2 − 1)x2 − 4k31

x (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k21) (d1x
3 − k1)

,

b (x) =
(d1x

3 + k1) (d1x
3 − k1)

x2 (x6 − 4hx4 + 4 (h2 − 1)x2 + 4k21)
.

Применение дифференциальному уравнению (2.11) алгоритма Ковачича [4]
приводит к следующему результату.

Теорема 1. Лиувиллевы решения в задаче о движении твердого тела с непо-
движной точкой в случае Гесса существуют только если d1 = 0 (случай Лагран-
жа) или если k1 = 0 (постоянная интеграла площадей равна нулю).
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Аннотация. Формулируется и доказывается достаточный признак единственности нулевого ре-
шения однородной квазирегулярной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений.
Проверка данного признака включает в себя аналитическое суммирование рядов в условиях ре-
гулярности системы и обращение одного из главных миноров бесконечной матрицы. Приводятся
примеры использования признака для вычисления собственных значений кравевых задач теории
упругости.
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1. Введение

Вопросы, связанные с единственностью решений бесконечных систем линейных
уравнений, как правило, представляют интерес с математической точки зрения.
Если в теории конечных матриц и конечных систем линейных алгебраических
уравнений основную роль играют определители, то в теории бесконечных матриц
и систем их роль в значительной степени теряется [4]. В связи с этим, исследова-
ние существования и единственности ограниченного решения бесконечных систем
линейных алгебраических уравнений основывается на исследовании сходимости
метода последовательных приближений в некотором функциональном простран-
стве последовательностей [2], [3].

В частности, вполне регулярные бесконечные системы

zm =
∞∑
n=1

Mmnzn +Bm, m = 1, 2, . . .

для которых по определению верна оценка

∞∑
n=1

|Mmn| ≤ 1− ρ

при ρ > 0 и любого номера m, можно рассматривать как функциональные урав-
нения в пространстве ограниченных последовательностей ℓ∞. В [2] доказано су-
ществование единственного ограниченного решения для вполне регулярных бес-
конечных систем при условии ограниченности свободных членов. Очевидно, что
однородная вполне регулярная система будет иметь лишь нулевое (тривиальное)
решение. Если условия регулярности выполняются, начиная с некоторого номера
NR, то бесконечную систему называют квазирегулярной. Вопрос о существовании
ограниченного решения у квазирегулярной бесконечной системы сводится [3] к ис-
следованию конечной линейной системы с коэффициентами, выраженными через
решения вспомогательных регулярных бесконечных систем с одинаковой матри-
цей и различными свободными членами. Таким образом, исследование существо-
вания ограниченного решения у квазирегулярной бесконечной системы согласно
подходу [3] сводится к исследованию совокупности регулярных бесконечных си-
стем и одной конечной системы линейных уравнений.

Многие задачи математической физики на собственные значения, в частности
задачи теории упругости на определение собственных частот колебаний и крити-
ческих сил, могут быть приведены к однородным бесконечным системам с коэф-
фициентами Mmn(λ), которые нелинейно зависят от параметра. Такие системы,
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очевидно, не могут быть вполне регулярными на всем диапазоне изменения пара-
метра λ, так как на собственных значениях краевой задачи имеется нетривиальное
решение однородной бесконечной системы. Как правило, вопрос об единственно-
сти решения бесконечных систем в практических приложениях отдельно не иссле-
дуется (например [6]), данный вывод зачастую делается на основании некоторых
априорных соображений, относящихся к форме решения исследуемой краевой за-
дачи. Далее система обычно редуцируется в конечную, определитель которой и
дает дисперсионное уравнение для приближенного определения собственных чи-
сел краевой задачи.

В статье развивается подход, ранее представленный в работах [7], [8] об опреде-
лении собственных частот колебаний упругих тел на основе анализа соответству-
ющих краевым задачам бесконечных систем. В частности, было замечено, что воз-
никающие в краевых задачах теории упругости однородные бесконечные системы
являются таковыми, что ρ > 0 для всех номеров m > NR. С учетом этого факта
формулируется и доказывается достаточный признак существования единствен-
ного ограниченного решения у квазирегулярной системы. На практике данный
признак позволяет найти малые интервалы изменения λ, где возможно нетриви-
альное решение бесконечной системы, и как следствие, присутствует собственная
частота. Таким образом, представленные ниже достаточные условия единственно-
сти однородной квазирегулярной бесконечной системы линейных алгебраических
уравнений, предлагается, главным образом, использовать как эффективный ин-
струмент решения краевых задач математической физики.

2. Основной результат

Рассмотрим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений вида

zm =
∞∑
n=1

Mmnzn, m = 1, 2, . . . (2.1)

которая удовлетворяет условиям квазирегулярности при некоторых ρ > 0 и NR:

Sm =
∞∑
n=1

|Mmn| <∞, m = 1, 2, . . . , NR (2.2)

Sm =
∞∑
n=1

|Mmn| ≤ 1− ρ, m = NR + 1, NR + 2, . . . (2.3)

Предлагается следующая теорема.
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Теорема 1. Бесконечная система линейных алгебраических уравнений (2.1), удо-
влетворяющая условиям квазирегулярности (2.2)-(2.3), будет иметь единствен-
ное тривиальное решение, если при некотором номере N существует обратная
матрица {cmi}Nm,i=1 к матрице {δmn −Mmn}Nm,n=1 (δmn — символы Кронекера) и
справедлива оценка

TN = 1− max
j=1,2,...,N

N∑
i=1

|cji|

(
Si −

N∑
n=1

|Min|

)
+ inf

m>N

1− θ − Sm
N∑
n=1

|Mmn|
> 0 (2.4)

где 0 < θ < ρ.

Доказательство. Рассмотрим первые N уравнений бесконечной системы (2.1)

Zm −
N∑
n=1

MmnZn =
∞∑

n=N+1

MmnZn, m = 1, 2, . . . , N (2.5)

которые, согласно условию теоремы, позволяют явно выразить первые неизвест-
ные в виде

Zm =
N∑
i=1

cmi

∞∑
n=N+1

MinZn, m = 1, 2, . . . , N (2.6)

Подстановка (2.6) в уравнения (2.1) при m > N дает возможность исключить пер-
вые неизвестные из системы и записать систему относительно оставшихся неиз-
вестных ZN+1, ZN+2, . . .

Zm =
∞∑

n=N+1

(
Mmn +

N∑
i,j=1

MmjcjiMin

)
Zn, m = N + 1, N + 2, . . . (2.7)

Используя равенство
∞∑

n=N+1

|Mmn| = Sm−
N∑
n=1

|Mmn| (2.8)

оценим регулярность бесконечной системы (2.7) следующим образом

SNm =
∞∑

n=N+1

∣∣∣∣∣Mmn +
N∑

i,j=1

MmjcjiMin

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
n=N+1

|Mmn|+
N∑
j=1

|Mmj|
N∑
i=1

|cji|
∞∑

n=N+1

|Min| (2.9)

= Sm −
N∑
n=1

|Mmn|+
N∑
j=1

|Mmj|
N∑
i=1

|cji|

(
Si −

N∑
n=1

|Min|

)
, m = N + 1, N + 2, . . .
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Обозначив для краткости

ξN = max
1≤j≤N

N∑
i=1

|cji|

(
Si −

N∑
n=1

|Min|

)
(2.10)

можно записать оценку регулярности системы в виде

SNm ≤ Sm − (1− ξN)
N∑
n=1

|Mmn| (2.11)

Далее, алгебраически преобразуем (2.11) таким образом, чтобы условие теоремы
(2.4) обеспечивало вполне регулярность бесконечной системы (2.7)

Sm − (1− ξN)
N∑
n=1

|Mmn| = 1− θ −

1− ξN +
1− θ − Sm
N∑
n=1

|Mmn|

 N∑
n=1

|Mmn| (2.12)

Действительно, обозначив

ϑN = inf
m>N

1− θ − Sm
N∑
n=1

|Mmn|
, (2.13)

получаем, что условие (2.4) гарантирует вполне регулярность данной системы

SNm ≤ 1− θ − (1− ξN + ϑN)
N∑
n=1

|Mmn| ≤ 1− θ (2.14)

Следовательно, бесконечная система (2.7) имеет единственное ограниченное
решение, которое является тривиальным в силу однородности системы. Очевидно,
из равенства (2.6) следует равенство нулю первых неизвестных.

3. Приложение к нахождению собственных частот
колебаний пластины

Уравнение Жермен-Лагранжа, описывающее малые поперечные колебания
упругой изотропной пластины |x| ≤ a, |y| ≤ b постоянной толщины h имеет вид

D∆∆w + ρ
∂2w

∂t2
= 0 , (3.1)

где w(x, y, t) — поперечный прогиб срединной плоскости пластины, ∆ = ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
— двумерный оператор Лапласа; D = Eh3

12(1−ν2) — изгибная (цилиндрическая)
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жесткость пластины, ν — коэффициент Пуассона, E — модуль Юнга, ρ — удельная
плотность на единицу площади пластины, t — время.

Задача об определении собственных частот и форм колебаний пластины со сво-
бодными краями сводится к определению прогиба W (x, y) (гармонический множи-
тель e−iωt здесь и далее опущен) и собственной частоты Ω4 = ρhω2/D из однород-
ной краевой задачи

∆∆W − Ω4W = 0 (3.2)

с граничными условиями:
∂2W

∂x2
+ ν

∂2W

∂y2
= 0, (3.3)

∂3W

∂x3
+ (2− ν)

∂3W

∂y2∂x
= 0 , x = ±a , (3.4)

∂2W

∂y2
+ ν

∂2W

∂x2
= 0, (3.5)

∂3W

∂y3
+ (2− ν)

∂3W

∂y∂x2
= 0 , y = ±b . (3.6)

Общее решение дифференциального уравнения (3.2) можно построить в виде
суммы решений для полос |x| ≤ a и |y| ≤ b в форме тригонометрических рядов
при помощи разделения переменных. При этом выбираем решение таким обра-
зом, чтобы тождественно удовлетворить граничные условия (3.3),(3.5) и иметь
достаточный произвол для выполнения оставшихся двух граничных условий. В
частности, для симметричных колебаний по обеим координатным осям, функция
прогиба имеет вид

W =
bx0
Ω

(
cosΩy

sinΩb
− chΩy

shΩb

)
+
ay0
Ω

(
cosΩx

sinΩa
− chΩx

shΩa

)
(3.7)

+b
∞∑
n=1

(−1)n+1xnA(y, b, αn) cosαnx+ a
∞∑
n=1

(−1)n+1ynA(x, a, βn) cos βny;

где обозначено αn = πn/a, βn = πn/b;

A(z, h, ξ) =
ξ2 + Ω2 − (2− ν)ξ2√

ξ2 − Ω2
· ch

√
ξ2 − Ω2z

sh
√
ξ2 − Ω2h

− ξ2 − Ω2 − (2− ν)ξ2√
ξ2 + Ω2

· ch
√
ξ2 + Ω2z

sh
√
ξ2 + Ω2h

;

B(z, h, ξ) =
ξ2 + Ω2 − (2− ν)ξ2√

ξ2 − Ω2
· sh

√
ξ2 − Ω2z

ch
√
ξ2 − Ω2h

− ξ2 − Ω2 − (2− ν)ξ2√
ξ2 + Ω2

· sh
√
ξ2 + Ω2z

ch
√
ξ2 + Ω2h

.

Подстановка (3.7) в граничные условия (3.4), (3.6) с последующим разложе-
нием входящих функций в тригонометрические ряды позволяет из равенства при
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базисных функциях получить однородную бесконечную систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно неизвестных коэффициентов.

2ν x0 + aΩ(ctg aΩ + cth aΩ)y0 = 2νΩ6

∞∑
n=1

xn
p21np

2
2n

; (3.8)

bΩ(ctg bΩ + cth bΩ)x0 + 2νy0 = 2νΩ6

∞∑
n=1

yn
q21nq

2
2n

; (3.9)

ym∆s(βm, a) =
∞∑
n=1

4Ω2((1− ν)2α2
nβ

2
m + νΩ4)

(α2
n + q21m)(α

2
n + q22m)

xn +
4νΩ4x0
q21mq

2
2m

; (3.10)

xm∆s(αm, b) =
∞∑
n=1

4Ω2((1− ν)2α2
mβ

2
n + νΩ4)

(β2
n + p21m)(β

2
n + p22m)

yn +
4νΩ4y0
p21mp

2
2m

(3.11)

(m = 1, 2, . . . )

где p21n = α2
n − Ω2; p22n = α2

n + Ω2; q21n = β2
n − Ω2; q22n = β2

n + Ω2;

∆s(z, h) = h

(
((1− ν)z2 + Ω2)2√

z2 + Ω2
cth

√
z2 + Ω2h − ((1− ν)z2 − Ω2)2√

z2 − Ω2
cth

√
z2 − Ω2h

)
.

Для исследования регулярности (квазирегулярности) системы (3.8) - (3.11) ис-
пользуем значения известных рядов [5], которые позволяют аналитически просум-
мировать ряды

S1 =
bΩ

2ν
|ctgΩb+ cthΩb|+ Ω2

2
+ Ω6

N1∑
n=1

1

q22n

(
1

|q21n|
− 1

q21n

)
− Ω3b

4
(ctgΩb+ cthΩb)

где N1 = [Ωb/π] + 1;

S2 =
aΩ

2ν
|ctgΩa+ cthΩa|+ Ω2

2
+ Ω6

N2∑
n=1

1

p22n

(
1

|p21n|
− 1

p21n

)
− Ω3a

4
(ctgΩa+ cthΩa)

где N2 = [Ωa/π] + 1;

S2m+1 =
1

|∆s(βm, a)|

(
4Ω2

N3∑
n=1

(1− ν)2α2
nβ

2
m + νΩ4

(α2
n + q22m)

(
1

|α2
n + q21m|

− 1

α2
n + q21m

)
+

4νΩ4

|q21m|q22m

+(Ω4ν−(1−ν)2q21mβ2
m)

(
acthq1ma

q1m
− 1

q21m

)
−(Ω4ν − (1− ν)2q22mβ

2
m)

(
acthq2ma

q2m
− 1

q22m

))
;

S2m+2 =
1

|∆s(αm, b)|

(
4Ω2

N3∑
n=1

(1− ν)2α2
mβ

2
n + νΩ4

(β2
n + p22m)

(
1

|β2
n + p21m|

− 1

β2
n + p21m

)
+

4νΩ4

|p21m|p22m
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Таблица 1. Локализация собственных значений пластины Ωn

N 2 4 8 [8]
Ω1 2,254 – 2,261 2,256 – 2,259 2,257 – 2,258 2,257
Ω2 2,438 – 2,448 2,441 – 2,446 2,442 – 2,444 2,443
Ω3 4,046 – 4,057 4,047 – 4,055 4,049 – 4,053 4,051

+(Ω4ν−(1−ν)2p21mα2
m)

(
bcthp1mb

p1m
− 1

p21m

)
−(Ω4ν − (1− ν)2p22mα

2
m)

(
bcthp2mb

p2m
− 1

p22m

))
где

N3 =


√√√√max

(
0,

(
aΩ

π

)2

−
(a
b

)2
,

(
bΩ

π

)2

−
(
b

a

)2
)+ 1.

Выражения Sm допускают одинаковую асимптотическую оценку для четных и
нечетных номеров

Sm(Ω) =
∞∑
n=1

|Mmn(Ω)| =
1− ν

3 + ν
+O (1/m) , m→ ∞ (3.12)

Поскольку коэффициент Пуассона может принимать значения ν ≤ 0, 5, то из
оценок (3.12) следует, что всегда найдется некоторый номер NR, что при m > NR

бесконечная система удовлетворяет условию (2.3), то есть является квазирегуляр-
ной. Проверяя далее условие предложенной теоремы (2.4) на диапазоне частот,
можно найти интервал расположения собственной частоты. Увеличением N уда-
ется сузить интервал настолько, что с некоторой точностью получаем значение
собственной частоты. Таблица 1 демонстрирует локализацию первой собствен-
ной частоты для квадратной пластины при ν = 0, 225. Заметим, что уже при
N = 2 удается найти значение первых собственных частот с удовлетворительной
для практических целей точностью. В последнем столбце таблицы представлены
значения собственных частот, найденные согласно методу Ритца [9].

4. Приложение к нахождению критических сил
устойчивости пластины

Аналогично проблеме собственных колебаний тонкой пластины, предложенная
теорема может быть использована для другой задачи на собственные значения тео-
рии пластин. Рассмотрим задачу о статической устойчивости защемленной тонкой
пластины |x| ≤ a, |y| ≤ b постоянной толщины h, равномерно сжатой усилиями
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Nx и Ny в плоскости пластины. Согласно [1] функция прогиба w(x, y) должна
удовлетворять линеаризованному уравнению устойчивости:

D∆∆w +Nx
∂2w

∂x2
+Ny

∂2w

∂y2
= 0. (4.1)

На границе пластины Γ заданы условия жесткого защемления:

w|Γ = 0;
∂w

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0, (4.2)

где D — цилиндрическая жесткость пластины.
Решение дифференциального уравнения (4.1) можно получить, аналогично

предыдущему разделу, методом разделения переменных. С учетом симметрии ре-
шения по обеим координатам получаем:

w =
∞∑
n=1

Anchp1,nb

(
chp1,ny

chp1,nb
− chp2,ny

chp2,nb

)
cosαnx+

+
∞∑
n=1

Bnchq1,na

(
chq1,nx

chq1,na
− chq2,nx

chq2,na

)
cos βny. (4.3)

где αn = (n− 1/2)π/a, βn = (n− 1/2)π/b ; p1,n, p2,n, q1,n, q2,n — корни характеристи-
ческих уравнений (Q = Nx/D; P = Ny/D):

p1,n =

√
α2
n − P

2
+
√

(Q− P )α2
n +

P 2

4
, q1,n =

√
β2
n −

Q
2
+
√
(P −Q)β2

n +
Q2

4
,

p2,n =

√
α2
n − P

2
−
√

(Q− P )α2
n +

P 2

4
, q2,n =

√
β2
n −

Q
2
−
√
(P −Q)β2

n +
Q2

4
.

Подставляя решение (4.3) в краевые условия (4.2) получаем однородную бесконеч-
ную систему линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов
An, Bn:

Xm∆
x
m =

∞∑
n=1

2αn
(α2

n + q21,m)(α
2
n + q22,m)

Yn (4.4)

Ym∆
y
m =

∞∑
n=1

2βn
(β2

n + p21,m)(β
2
n + p22,m)

Xn (4.5)

(m = 1, 2, . . . )

где Xn = Bn
(−1)n

a
(q21,n − q22,n)chq1,na, Yn = An

(−1)n+1

b
(p21,n − p22,n)chp1,nb,

∆x
m

a
=
q1,mthq1,ma− q2,mthq2,ma

βm(q21,m − q22,m)
;

∆y
m

b
=
p1,mthp1,mb− p2,mthp2,mb

αm(p21,m − p22,m)
.
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Таблица 2. Локализация критических сил пластины

N 4 10 20 30 50
Интервал 2,456 – 2,507 – 2,515 – 2,517 – 2,518 –

для (b/π)2Q 2,586 2,530 2,522 2,520 2,518

Запишем систему (4.4)-(4.5) в канонической форме

zm =
∞∑
n=1

Mmn(P,Q)zn m = 1, 2, . . . (4.6)

обозначив z2m−1 = Xm, z2m = Ym.
Оценим регулярность (2.3) данной системы при помощи дигамма функции

ψ(z):

S2m−1 =
a
(
ψ
(
1
2
+ iaq1m

π

)
− ψ

(
1
2
+ iaq2m

π

)
+ ψ

(
1
2
− iaq1m

π

)
− ψ

(
1
2
− iaq2m

π

))
|∆x

m|π(q21m − q22m)

S2m =
b
(
ψ
(
1
2
+ ibp1m

π

)
− ψ

(
1
2
+ ibp2m

π

)
+ ψ

(
1
2
− ibp1m

π

)
− ψ

(
1
2
− ibp2m

π

))
|∆y

m|π(p21m − p22m)

Далее, переходя к пределу, получаем для любых значений P и Q:

lim
m→∞

Sm =
2

π
.

Откуда следует, что система (4.6) удовлетворяет условиям (2.3), начиная с
некоторого m > NR, то есть является квазирегулярной.

Проверим условие (2.4) предложенной теоремы для данной системы. В таб-
лице 2 представлены интервалы для критической силы Q в случае одноосного
сжатия квадратной пластины P = 0 (a = b) при различных значениях параметра
теоремы N .

Из данных таблицы следует, что критическое значение QC = 2, 518(π/b)2. В [1]
дается значение Q1 = 2, 517 (π/b)2, которое отлично согласуется с найденным зна-
чением.

5. Заключение

В статье формулируется и доказывается теорема единственности тривиального
решения однородной квазирегулярной бесконечной системы линейных алгебраи-
ческих уравнений. Представленные примеры показывают, что проверка условия

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ЕДИНСТВЕННОСТИ ТРИВИАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 215

TN > 0 позволяет с высокой точностью найти собственное значение (собственную
частоту или величину критической силы) краевой задачи без численного реше-
ния бесконечной системы, опираясь лишь на аналитическое суммирование рядов
в условиях регулярности и проверку условия предложенной теоремы.

Автор благодарит рецензента за полезные замечания, способствовавшие улуч-
шению изложения.
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О нулевых спектрах характеристик
колеблемости Сергеева уравнения Эйлера

А.Х.Сташ, А. А.Аллахвердян, А. Е. Артисевич,
Н.А.Лобода
Кавказский математический центр,
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E-mail: aidamir.stash@gmail.com, alinaallakhverdyan@mail.ru,
cokolovangela@rambler.ru, n-loboda@yandex.ru

Аннотация. В данной работе исследуются различные разновидности показателей колеблемости
(верхние или нижние, сильные или слабые) и частот Сергеева знаков, нулей и корней ненуле-
вых решений линейных однородных дифференциальных уравнений с непрерывными и ограни-
ченными на положительной полуоси коэффициентами. Известно, что спектры всех перечислен-
ных характеристик колеблемости Сергеева (т.е. их множества значений на ненулевых решениях)
уравнений до второго порядка состоят из одного значения, а спектры частот Сергеева уравне-
ний выше второго порядка принадлежат классу суслинских множеств неотрицательной полуоси
расширенной числовой прямой. В автономном случае изучаемые спектры тесно связаны с мно-
жеством корней соответсвующего характеристического уравнения, а некоторые из них даже мо-
гут достигать мощность континуума. В настоящей статье доказано, что спектры характеристик
колеблемости Сергеева уравнения Эйлера состоят из одного нулевого значения.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, колеблемость, число нулей, частота Сергее-

ва, показатель колеблемости.

On zero spectra of Sergeyev oscillation characteristic
of the Euler’s equation
A.Kh. Stash, A. A.Allahverdyan, A. E Artisevich, N. A. Loboda
Caucasus Mathematical Center, Adyghe State University, Maikop 385000.

Abstract. In this paper, we study various types of exponents of oscillation (upper or lower, strong or
weak) and Sergeyev’s frequencies of signs, zeros and roots of non-zero solutions of linear homogeneous
differential equations with continuous coefficients bounded on the positive semi-axis. It is known that
the spectra of all the listed Sergeyev oscillation characteristic (i.e their number of values for non-zero
solutions) of the equations up to the second order consist of one value, and the spectra Sergeyev’s
frequencies equations of order greater than two belong to the class of Suslin sets on the nonnegative
half-line of the extended real line. In the autonomous case, the spectra under study are closely related
to the set of roots of the corresponding characteristic polynomial, and some of them can reach the
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cardinality of the continuum. In this article, it is proved that the spectra of Sergeyev oscillation
characteristic of the Euler’s equation consist of one zero value.
Keywords: differential equations, oscillation, number of zeros, exponents of oscillation, Sergeev’s
frequencies.

MSC 2010: 34A35

Введение

В работах И.Н. Сергеева [6, 7, 8] на полупрямой вводились и исследовались раз-
личные характеристики ляпуновского типа ненулевых решений линейных диффе-
ренциальных уравнений и систем. Эти характеристики отвечают за колеблемость
и блуждаемость решения. В 2015 году в статье [9] были систематизированы все
введенные И.Н. Сергеевым характеристики ляпуновского типа, что привело к из-
менению названий некоторых из них. В частности, полные и векторные частоты
переименованы соответственно в сильные и слабые показатели колеблемости. В
работах [1, 2, 3] характеристические частоты [6] были названы частотами Серге-
ева.

Данная работа посвящена изучению спектров характеристик колеблемости
Сергеева уравнения Эйлера. Решения линейных однородных уравнений первого
порядка на R+ не имеют нулей (в силу теоремы существования и единственно-
сти), поэтому значения всех характеристик колеблемости равны нулю. Спектр
каждой из характеристик колеблемости уравнения второго порядка состоит из
одного значения [8], а спектры частот Сергеева уравнений выше второго порядка
принадлежат классу суслинских множеств неотрицательной полуоси расширенной
числовой прямой [3].

Из общего курса дифференциальных уравнений известно, что уравнение Эй-
лера сводится к автономному уравнению [14]. Спектры показателей колеблемости
автономного уравнения n-го порядка состоят не более чем из n различных значе-
ний [8, 10, 11, 12, 13], а спектры частот Сергеева устроены сложнее и полностью
не исследованы: для уравнений третьего порядка они всегда конечны [6], а для
уравнений четвертого порядка могут иметь мощность континуума [4].

В настоящей работе установлено, что на множестве решений уравнения Эйлера
все характеристики колеблемости Сергеева равны нулю.

1. Основные обозначения и определения

Для заданного натурального n рассмотрим множество En линейных однород-
ных уравнений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · ·+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0; +∞),
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задаваемых ограниченными непрерывными функциями

a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn,

с которыми в дальнейшем и будем отождествлять сами уравнения. Через Ln обо-
значим подмножество множества En, состоящее из уравнений Эйлера:

(pt+ q)ny(n) + a1(pt+ q)n−1y(n−1) + · · ·+ an−1(pt+ q)ẏ + any = 0, p, q > 0.

Множество всех ненулевых решений уравнения a ∈ En обозначим через S∗(a).
Далее, звездочкой снизу будем помечать любое линейное пространство, в котором
выколот нуль. Положим

Sn∗ =
∪
a∈En

S∗(a).

Определение 1 ([6]). Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая смена знака
функции y ∈ Sn∗ , если в любой окрестности этой точки функция y принимает как
положительные, так и отрицательные значения.

Определение 2 ([6]). Для момента t > 0 и функции y ∈ Sn∗ введем следующие
обозначения:

ν−(y, t) — число точек ее строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) — число ее нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке

(0, t].

Далее, для вектора m ∈ Rn
∗ и вектор-функции ψy = (y, ẏ, . . . , y(n−1)) введем

обозначение νγ(y,m, t) ≡ νγ(⟨ψy,m⟩, t), где γ ∈ {−, 0,+}, ⟨ψy(·),m⟩ — скалярное
произведение.

Определение 3 ([1, 2, 6]). Верхние (нижние) частоты Сергеева знаков, нулей и
корней любого решения y ∈ Sn∗ при γ ∈ {−, 0,+} соответственно зададим форму-
лами

ν̂γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

(
ν̌γ(y) ≡ lim

t→+∞

π

t
νγ(y, t)

)
.

В случае совпадения какой-либо верхней частоты Сергеева решения y с одно-
именной нижней будем называть ее точной и обозначать νγ(y). Если дополни-
тельно еще выполняется равенство ν−(y) = ν0(y) = ν+(y), то частоты Сергеева –
абсолютными.
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Определение 4 ([7, 8, 9]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели ко-
леблемости знаков, нулей и корней функции y ∈ Sn∗ при γ ∈ {−, 0,+} соответ-
ственно зададим формулами

ν̂γ• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗
lim
t→+∞

π

t
νγ(y,m, t)

(
ν̌γ• (y) ≡ inf

m∈Rn
∗

lim
t→+∞

π

t
νγ(y,m, t)

)
,

ν̂γ◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
νγ(y,m, t)

(
ν̌γ◦ (y) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈Rn

∗

π

t
νγ(y,m, t)

)
.

В случае совпадения сильного или слабого верхнего показателя колеблемости
решения y с одноименным нижним будем называть его точным и обозначать νγ• (y)
или νγ◦ (y).

2. Вспомогательные факты

Из сформулированных определений вытекают

Замечание 1. Для любого y ∈ Sn∗ имеют место следующие соотношения

ν̂−◦ (y) ≤ ν̂0◦(y) ≤ ν̂+◦ (y), ν̌−◦ (y) ≤ ν̌0◦(y) ≤ ν̌+◦ (y),

ν̂−• (y) ≤ ν̂0•(y) ≤ ν̂+• (y), ν̌−• (y) ≤ ν̌0•(y) ≤ ν̌+• (y),

ν̂−(y) ≤ ν̂0(y) ≤ ν̂+(y), ν̌−(y) ≤ ν̌0(y) ≤ ν̌+(y).

Замечание 2. Для любых y ∈ Sn∗ и γ ∈ {−, 0,+} справедливы неравенства

ν̂γ◦ (y) ≤ ν̂γ• (y) ≤ ν̂γ(y), ν̌γ◦ (y) ≤ ν̌γ• (y) ≤ ν̌γ(y).

Из доказательства леммы 6 [6] следует справедливость

Лемма 1. Для любой функции y ∈ Sn∗ справедливо неравенство ν̂+(ẏ) ≥ ν̂+(y).

Определение 5 ([5]). Для заданных множеств M и F = {f : R+ → M} назовем
функцию λ : F → R остаточной, если для любых функций f, g ∈ F , удовлетво-
ряющих хотя бы для одного t0 ∈ R+ условию f(t) = g(t) при всех t ≥ t0, имеет
место равенство λ(f) = λ(g).

Из доказательства леммы 8 [6] следует

Лемма 2. Функция ν̂+ : Sn∗ → R+ является остаточной.

Замечание 3. Свойство остаточности функционала ν̂+ позволяет производить под-
счет количества корней не на R+, а на любом его подмножестве [t0,+∞).

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2020, том 10(38), №2



220 А.Х. СТАШ, А. А.АЛЛАХВЕРДЯН, А. Е.АРТИСЕВИЧ, Н.А. ЛОБОДА

3. Формулировка и доказательство основного результата

Теорема. Для любого решения y ∈ S∗(a) любого уравнения a ∈ Ln выполнена
цепочка равненств

ν−(y) = ν0(y) = ν+(y) = ν−• (y) = ν0•(y) = ν+• (y) = ν−◦ (y) = ν0◦(y) = ν+◦ (y) = 0

Доказательство. 1. Фиксируем произвольное уравнение a ∈ Ln и приведем его к
уравнению b ∈ En с постоянными коэффициентами с помощью замены pt+ q = ex.

Выпишем все корни λ1, . . . , λn характеристического многочлена, соответству-
ющего данному уравнению b, упорядочив их по нестрогому возрастанию модулей
их мнимых частей, а в каждой группе корней с равными мнимыми частями — еще
и по нестрогому возрастанию их действительных частей.

В соответствии с полученным списком корней выпишем стандартную фунда-
ментальную систему решений [14] следующим образом: каждому действительному
корню λ, встречающемуся в списке ровно k раз, поставим в соответствие набор
функций в старых переменных

(pt+ q)λ, (pt+ q)λ ln(pt+ q), . . . , (pt+ q)λ lnk−1(pt+ q),

а каждой паре комплексно сопряженных корней λ = α±iβ (β > 0), встречающейся
в списке корней ровно k раз, поставим в соответствие набор функций

(pt+ q)α cos(β ln(pt+ q)), (pt+ q)α sin(β ln(pt+ q)), . . . ,

. . . , (pt+ q)α cos(β ln(pt+ q)) lnk−1(pt+ q), (pt+ q)α sin(β ln(pt+ q)) lnk−1(pt+ q).

В итоге получим упорядоченный список y1, . . . , yn ∈ S∗(a) бесконечно-
дифференцируемых функций. Следовательно, общее решение уравнения a ∈ Ln

имеет вид y = c1y1 + · · ·+ cnyn, где c1, . . . , cn — произвольные постоянные.
Выберем произвольное решение

y = cryr + cr+1yr+1 + · · ·+ cjyj, 1 ≤ r ≤ j ≤ n. (3.1)

2. Пусть λj ∈ R. Тогда, начиная с достаточно большого момента времени,
функция y не имеет нулей и, следовательно, имеет лишь конечное число нулей на
полуоси R+ и потому ν+(y) = 0.

3. Теперь предположим, что λj ∈ C. Тогда в решении (3.1) выделим главную
часть, представив его в виде

y(t) = (pt+ q)α lnk(pt+ q)(A1 cos(β1 ln(pt+ q) + γ1) + . . .

· · ·+ Al cos(βl ln(pt+ q) + γl)) + φ(t)
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где
k ≥ 0, A1, . . . , Al ̸= 0, α, γ1, . . . , γl ∈ R, β1 > β2 > · · · > βl,

(если βl = 0, то и γl = 0), а остаток φ содержит те слагаемые линейной комбинации,
у которых показатель степени (pt+ q) либо строго меньше числа α, либо равен α.
В последнем случае показатель степени ln(pt+ q) строго меньше k.

А. Если l = 1 и β1 = 0, то главная часть имеет вид A1(pt+ q)α lnk(pt+ q), сле-
довательно, функция (3.1) при достаточно больших t отделена от нуля, а значит,
выполнено равенство ν+(y) = 0.

Б. При β1 > 0 введем в рассмотрение функцию

z(t) ≡ y(t)

(pt+ q)α lnk(pt+ q)
= A1 cos(β1 ln(pt+ q) + γ1) + . . .

· · ·+ Al cos(βl ln(pt+ q) + γl) +
φ(t)

(pt+ q)α lnk(pt+ q)
.

Производную функции z s-го порядка представим в виде

z(s)(t) = ps(pt+ q)−s(βs1B1 cos(β1 ln(pt+ q) + γ1,s) + . . .

· · ·+ βslBl cos(βl ln(pt+ q) + γl,s)) +

(
φ(t)

(pt+ q)α lnk(pt+ q)

)(s)

.

Функции ν+(u, t) и ν+(v, t) эквивалентны при t → +∞ и достаточно большом
значении s, каковым и будем его в дальнейшем считать, где

v(t) = cos(β1 ln(pt+ q) + γ1,s),

u(t) ≡ (pt+ q)sz(s)(t)

psβs1B1

= cos(β1 ln(pt+ q) + γ1,s) + . . .

· · ·+ βslBl

βs1B1

cos(βl ln(pt+ q) + γl,s) +
(pt+ q)s

psβs1B1

(
φ(t)

(pt+ q)α lnk(pt+ q)

)(s)

.

Действительно, для достаточно больших значений аргумента все нули функции
u являются точками смены знака, поскольку в последней сумме все слагаемые со
второго по l-ое малы по модулю при всех t > 0 из-за малости величины (βi/β1)

s,
а последнее слагаемое стремится к нулю при t→ +∞.

4. Собирая полученные данные и учитывая вспомогательные факты настоящей
работы, будем иметь цепочку соотношений

ν̂+(y) = ν̂+(z0) = ν̂+(u) ≤ ν̂+(u(s)) = ν̂+(zs) = ν̂+(v) =
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= lim
t→+∞

π

t

[
β1 ln(pt+ q) + γ1,s + π/2

π

]
=

= lim
t→+∞

π

t

(
β1 ln(pt+ q) + γ1,s + π/2

π

)
= lim

t→+∞

β1 ln(pt+ q)

t
= 0,

где [d] — целая часть числа d. Отсюда следует заключение теоремы.

Авторы выражают глубокую благодарность профессору И.Н. Сергееву за об-
суждение результатов данной работы.
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