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Аннотация. В статье дан краткий обзор работ, посвященных аналитическим и численным мето-
дам решения гиперсингулярных интегральных уравнений. Рассматриваются гиперсингулярные
интегральные уравнения на замкнутых и разомкнутых контурах интегрирования, полигиперсин-
гулярные и многомерные гиперсингулярные интегральные уравнения. Основное внимание уделя-
ется приближенным методам решения одномерных гиперсингулярных интегральных уравнений
первого и второго рода с особенностями второго поряда. Рассматриваются гиперсингулярные ин-
тегральные уравнения первого рода, определенные на сегменте [−1, 1], решения которых имеют
вид x(t) = (1− t2)±1/2φ(t), ((1− t)/(1+ t))±1/2φ(t), где φ(t)− гладкая функция. Рассматривают-
ся гиперсингулярные интегральные уравнения второго рода, определенные на сегменте [−1, 1],
для решения которых строится сплайн-коллокационный метод со сплайнами первого порядка.
Отдельный раздел посвящен приближенным методам решения гиперсингулярных интегральных
уравнений на замкнутых контурах.
Ключевые слова: гиперсингулярные интегральные уравнения, метод коллокаций, метод меха-
нических квадратур, итерационные методы.
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Введение

Теория сингулярных интегральных уравнений, зародившаяся в начале прошло-
го века в трудах Д. Гильберта и А.Пуанкаре, в течение последующих почти 100 лет
переживает бурное развитие. По-видимому, это в первую очередь связано с много-
численными приложениями сингулярных интегральных уравнений и краевой за-
дачи Римана в физике, механике и технике. Хорошо известен спектр применения
сингулярных интегральных уравнений в механике и технике: теория упругости,
термоупругости, аэродинамика; сингулярные интегральные уравнения являются
одним из основных аппаратов математического моделирования задач электроди-
намики.

Не менее широки области применения краевой задачи Римана и сингулярных
интегральных уравнений в физике: квантовая теория поля, теория близкого и
дальнего взаимодействия, теория солитонов.

Интересно отметить, что введенное примерно в тоже время понятие гиперсин-
гулярного интеграла [43] в течение долгого времени не находило практическо-
го применения. Ситуация резко изменилась в конце сороковых годов прошлого
века, когда было обнаружено [28], что гиперсингулярные интегральные уравне-
ния (ГИУ) являются незаменимым математическим аппаратом при моделирова-
нии задач аэродинамики. Начиная с этого момента, круг задач, к решению кото-
рых привлекаются ГИУ, неизменно расширяется. В настоящее время ГИУ находят
широкое применение при моделировании задач аэродинамики, электродинамики,
микроэлектроники, геофизики, атомной и ядерной физики и ряда других областей
естествознания и техники. Отметим также, что к ГИУ приводят исключительные
случаи краевой задачи Римана, которая, наряду с задачей Римана-Гильберта, на-
ходит все большее применение в различных областях физики [31].

Однако вычисление сингулярных и гиперсингулярных интегралов, а также ре-
шение сингулярных и гиперсингулярных интегральных уравнений возможно лишь
в исключительных случаях и основным аппаратом в прикладных задачах явля-
ются численные методы.

В настоящее время достаточно хорошо исследованы приближенные методы вы-
числения сингулярных и гиперсингулярных интегралов [6], [7] и можно считать
завершенными многие направления в численном решении сингулярных интеграль-
ных уравнений [21], [20], [47], [24], [49], [5].

Совершенно иная ситуация сложилась в направлении, связанном с прибли-
женными методами решения ГИУ. Ежегодно публикуются десятки статей, посвя-
щенных построению вычислительных схем для различных классов ГИУ, одна-
ко автору не известны работы, посвященные обзору и сравнительному анализу
полученных к настоящему времени результатов. Представляется необходимым и
своевременным дать обзор основных направлений в численных методах решения
ГИУ, выделив те из них, для которых существует строгое обоснование, и провести
сравнительный анализ приближенных методов и алгоритмов. Под строгим обос-
нованием, следуя Л.В. Канторовичу [22], Н.С. Бахвалову [3], В. В.Иванову [21],
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подразумевается исследование устойчивости решения, доказательство сходимости
приближенного решения к точному, получение оценок величины погрешности и
скорости сходимости.

1. Классы функций и обозначения

В этом разделе описаны классы функций, используемые в статье. Пусть γ
— единичная окружность с центром в начале координат комплексной плоскости.
Пусть A = [a, b] или A = γ.

Определение 1. Класс функций ГельдераHα(M ;A), 0 < α ≤ 1, состоит из задан-
ных на A функций f(x), удовлетворяющих во всех точках x′ и x′′ этого множества
неравенству |f(x′)− f(x′′)| ≤M |x′ − x′′|α, M > 0.

В случае, когда из текста ясно на каком множестве рассматриваются функции,
вместо Hα(M ;A) будем писать Hα(M). Это замечание относится и к остальным
классам функций.

Определение 2. Класс W r(M ;A) состоит из функций, заданных на A, имею-
щих непрерывные производные до (r − 1)-го порядка включительно и кусочно-
непрерывную производную r-го порядка, удовлетворяющую на этом множестве
неравенству |f (r)(x)| ≤M .

Определение 3. Класс W rHα(M ;A) состоит из функций f(x) принадлежащих
классу W r(M ;A) и удовлетворяющих дополнительному условию f (r)(x) ∈ Hα(M).

Пусть L = γ1×γ2, где γi — единичная окружность с центром в начале координат
на плоскости комплексной переменной zi, i = 1, 2. Пусть D = [a1, b1] × [a2, b2] или
D = L.

Определение 4. Через Hω1ω2(D) обозначен класс определенных на D функций
f(x, y) таких, что для любых точек (x′, y′) и (x′′, y′′) из D |f(x′, y′) − f(x′′, y′′)| ≤
ω1(|x′−x′′|)+ω2(|y′− y′′|), где ω1(σ) и ω2(σ) — заданные модули непрерывности. В
случаях, когда ωi(x) = Mix

αi (i = 1, 2), используется обозначение Hα1α2(M,D),
где M = max(M1,M2).

Определение 5. Через W r1,r2(M,D), 0 < M <∞, обозначен класс
определенных на D функций f(x1, x2), имеющих частные производ-
ные f (v1,v2)(x1, x2) = ∂v1+v2f(x1, x2)/∂x

v1
1 ∂x

v2
2 (0 ≤ vi ≤ ri, i = 1, 2), при-

чем ∥f (r1,r2)(x1, x2)∥C(D) ≤M , ∥f (r1,j)(x1, 0)∥C(D) ≤M , j = 0, 1, . . . , r2 − 1,
∥f (i,r2)(0, x2)∥C(D) ≤M , i = 0, 1, . . . , r1 − 1.

Пусть A = [a, b] или A = γ. Пусть f(x) — функция, определенная на A. Через
H(f, α), 0 < α ≤ 1, обозначим функционал

H(f, α) = sup
x1 ̸=x2,x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)|
|x1 − x2|α

.
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2. Определения гиперсингулярных интегралов

Определение 6. ([43],[2]) Пусть A(t) ∈ W p(M). Интеграл вида
b∫

a

A(t) dt

(b− t)p+α
при

целом p и 0 < α < 1 определяет величину (“конечную часть”) рассматриваемого
интеграла как предел при x→ b суммы

x∫
a

A(t) dt

(b− t)p+α
+

B(x)

(b− x)p+α−1
.

Здесь B(x) — любая функция, на которую налагаются два условия:

а) рассматриваемый предел существует;

б) B(x) ∈ W p.

Долгое время эти интегралы назывались интегралами Адамара. В настоящее
время их называют гиперсингулярными интегралами.

Замечание. В книге [1] Ж. Адамар увлекательно рассказывает о различных
сторонах творческого процесса при решении математических проблем и, в част-
ности, останавливается (с. 104) на открытии им гиперсингулярных интегралов.

Определение 7. ([32]) Пусть φ(t) ∈ W p(M). Интегралом
b∫
a

φ(τ) dτ
(τ−c)p , a < c < b, в

смысле главного значения Коши-Адамара называется предел:
b∫

a

φ(τ) dτ

(τ − c)p
= lim

v→0

 c−v∫
a

φ(τ) dτ

(τ − c)p
+

b∫
c+v

φ(τ) dτ

(τ − c)p
+
ξ(v)

vp−1

 ,
где ξ(v) — некоторая функция, выбранная так, чтобы указанный предел суще-
ствовал.

В концевых точках a и b гиперсингулярный интеграл может быть определен
следующим образом.

Определение 8. Пусть φ(t) ∈ W p. Интегралом
b∫
a

φ(τ) dτ
(τ−a)p называется предел

b∫
a

φ(τ) dτ

(τ − a)p
= lim

v→0

 b∫
a+v

φ(τ) dτ

(τ − a)p
+
ξ(v)

vp−1
+ ξ1(v) ln |v|

 ,
где ξ(v) — некоторая функция, имеющая непрерывные производные до (p− 1)-го
порядка, удовлетворяющие условию Дини-Липшица; ξ1(v) — некоторая функция,
удовлетворяющая условию Дини-Липшица в окрестности от нуля. Функции ξ(v)
и ξ1(v) выбираются так, чтобы указанный предел существовал.
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3. Аналитические методы решения гиперсингулярных
интегральных уравнений

В теории сингулярных интегральных уравнений известно несколько классов
уравнений, которые разрешимы в замкнутом виде (в виде аналитического выра-
жения). Помимо характеристических уравнений, такие классы описаны в статье
С.Г. Самко [30] и в монографии Ф.Д. Гахова [19].

Несмотря на некоторую аналогию между сингулярными и гиперсингулярными
интегральными уравнениями в настоящее время имеется только несколько раз-
розненных результатов, посвященных аналитическим методам решения гиперсин-
гулярных интегральных уравнений.

Рассмотрим гиперсингулярное интегральное уравнение

Ax =
1

π

1∫
−1

x(τ)

(τ − t)2
dτ = f(t), −1 < t < 1. (3.1)

В предположении, что решение ищется в классе функций, обращающихся в
нуль на концах сегмента [−1, 1], в работе [46] (см. также [45]) представлено точное
решение ГИУ (3.1):

x(t) =
1

π

1∫
−1

f(τ) ln

∣∣∣∣ τ − t

1− τt+ ((1− τ 2)(1− t2))1/2

∣∣∣∣ dτ.
В работе [27] получено точное решение ГИУ (3.1) в случаях, когда правая часть

может быть неинтегрируемой функцией f(t) = c/(t − q), −1 < q < 1, или дельта
функцией f(t) = δ(t− q), −1 < q < 1.

Необходимость в решении таких уравнений возникает в задачах аэродинамики
с устройством отсоса внешнего потока [24] и при расчете характеристик проволоч-
ных антенн [26].

Решение уравнения (1) ищется в классе функций x(−1) = x(1) = 0. Пусть
f(t) = (t− q)−1, t, q ∈ (−1, 1).

Нетрудно видеть, что уравнение (3.1) эквивалентно следующему уравнению

− 1

π

1∫
−1

x′(τ)dτ

τ − t
=

1

t− q
, t, q ∈ (−1, 1),

с дополнительным условием
1∫

−1

x′(τ)dτ = 0.

Из свойств дельта-функции и известного свойства гиперсингулярных интегра-
лов

1

π

1∫
−1

√
1− τ 2Un(τ)

(τ − t)2
dτ = −(n+ 1)Un(t), t ∈ (−1, 1),
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следует, что решением уравнения (3.1) будет функция x′(t) = −πδ(t − q) − (1 −
t2)−1/2, первообразная для которой даст x(t) = arcsin t + πsgn(q − t)/2. Здесь ис-
пользовано следующее определение [27] дельта-функции

t∫
−1

ψ(τ)δ(τ − q)dτ =


0, t < q,
1
2
ψ(q), t = q, q ∈ (−1, 1)
ψ(q), t > q.

В работах [8], [35] прослеживается связь между гиперсингулярными и полиги-
персингулярными интегральными уравнениями с одной стороны и обыкновенны-
ми дифференциальными уравнениями и уравнениями в частных производных с
другой стороны.

Рассмотрим для определенности ГИУ

a(t)x(t) +
b(t)

πi

∫
γ

x(τ)

(τ − t)p
dτ = f(t), p = 2, 3, . . . , (3.2)

где γ — гладкий замкнутый контур в плоскости комплексной пременной.
Обозначим через D+(D−) внутреннюю (внешнюю) область плоскости z относи-

тельно контура γ. Через D̄+ обозначим замыкание области D+. Обозначим через
G открытую область, такую, что D̄+ ⊂ G.

Пусть функции a(t), b(t), f(t) являются аналитическими в области G. Будем
искать решение уравнения (3.2) в классе функций, удовлетворяющих следующим
условиям:

1) функции являются аналитическими в D+,

2) функции непрерывно продолжаются, вместе с производными до p−1 поряд-
ка, на контур γ,

3) функции удовлетворяют условию x(t) ∈ W p−1Hα(M,γ), t ∈ γ.

При этих условиях уравнение (3.2) эквивалентно следующему

a(t)x(t) +
b(t)

(p− 1)!

1

πi

∫
γ

x(p−1)(τ)

τ − t
dτ = f(t). (3.3)

Из условий, накладываемых на искомое решение x(t) следует, что

1

πi

∫
γ

x(p−1)(τ)

τ − t
dτ = x(p−1)(t)

и, следовательно, уравнение (3.3) трансформируется в обыкновенное дифферен-
циальное уравнение

b(t)

(p− 1)!

dp−1

dtp−1
x(t) + a(t)x(t) = f(t). (3.4)
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Аналогичным образом исследуются линейные уравнения вида

a(t)x(t) +
1

πi

∫
γ

h(t, τ)x(τ)

(τ − t)p
dτ +

1

πi

∫
γ

k(t, τ)x(τ)dτ = f(t),

а также нелинейные уравнения вида 1

πi

∫
γ

x(τ)dτ

(τ − t)p
, . . . ,

1

πi

∫
γ

x(τ)dτ

τ − t
, x(t)

 = f(t)

при условии, что коэффициенты, правые части и ядра уравнений (по обеим пере-
менным) являются функциями, аналитическими в G.

Для решения уравнений вида (3.4) применяются аналитические и численные
методы решения дифференциальных уравнений.

Отметим, что полигиперсингулярные интегральные уравнения сводятся к
уравнениям в частных производных. Рассмотрим бигиперсингулярное интеграль-
ное уравнение

a(t1, t2)x(t1, t2) +
b(t1, t2)

πi

∫
γ1

x(τ1, t2)

(τ1 − t1)p
dτ1 +

c(t1, t2)

πi

∫
γ2

x(t1, τ2)

(τ2 − t2)p
dτ2−

− d(t1, t2)

π2

∫
γ1

∫
γ2

x(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)p(τ2 − t2)p

= f(t1, t2), (t1, t2) ∈ (γ1 × γ2), (3.5)

где γ = γ1 × γ2, γi — гладкий замкнутый контур в плоскости zi, i = 1, 2.
Обозначим через G область G1×G2, где Gi — замкнутая ограниченная область

в плоскости zi такая, что γi лежит внутри Gi, i = 1, 2. В [8], [35] показано, что если
уравнение (3.5) имеет решение x∗(t1, t2) аналитическое в области G, то функция
x∗(t1, t2) также является решением дифференциального уравнения

a(t1, t2)x(t1, t2) +
b(t1, t2)

(p− 1)!

∂p−1x(t1, t2)

∂tp−1
1

+
c(t1, t2)

(p− 1!)

∂p−1x(t1, t2)

∂tp−1
2

+

+
d(t1, t2)

((p− 1)!)2
∂2p−2x(t1, t2)

∂tp−1
1 ∂tp−1

2

= f(t1, t2), (t1, t2) ∈ (γ1 × γ2).

Для обоснования перехода от бигиперсингулярных интегральных уравнений
к дифференциальным уравнениям используются аналоги формул Сохоцкого-
Племеля для кратных интегралов типа Коши.
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4. Уравнения первого рода

Наибольшего развития в настоящее время получили приближенные методы
решения ГИУ первого рода

Kx ≡ Ax+Hx ≡ 1

π

1∫
−1

x(τ)dτ

(τ − t)2
+

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), −1 < t < 1, (4.1)

при различных предположениях о гладкости функций h(t, τ) и f(t). Для реше-
ния уравнения (4.1) предложены различные методы: метод моментов, метод орто-
гональных полиномов, численно-аналитический метод, метод коллокации, метод
механических квадратур.

Ряд результатов, полученных для приближенного решения уравнения (4.1) был
позднее перенесен на составные особые уравнения

aAx+ bSx+ cLx+Hx ≡ a

π

1∫
−1

x(τ)

(τ − t)2
dτ+

+ b

1∫
−1

x(τ)

τ − t
dτ + c

1∫
−1

x(τ) ln |τ − t|dτ +
1∫

−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (4.2)

При построении вычислительных схем предполагается, что уравнение (4.1)
имеет решение одного из следующих видов

x(t) = (1− t2)±1/2φ(t), x(t) = ((1− t)/(1 + t))±1/2φ(t),

где φ(t) — гладкая функция.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.
Пусть x(t) =

√
1− t2φ(t). Вначале приведем известное [37] утверждение о раз-

решимости уравнения (4.1). Обозначим через L2,ρ пространство функций сумми-
руемых в квадрате с весом ρ(t). Скалярное произведение в L2,ρ вводится формулой

(u, v)ρ =
1∫

−1

ρ(τ)u(τ)v(τ)dτ. Через L1
2,ρ обозначим подпространство в L2,ρ, состоящее

из функций x(t), удовлетворяющих условию
∞∑
k=0

(k + 1)2(x, φn) < ∞, φn =
√

2
π
Un,

со скалярным произведением (u, v)1 =
∞∑
k=0

(k + 1)2(u, φk)ρ(v, φk)ρ. Здесь Un — по-

лином Чебышева второго рода. Норма в пространстве L1
2ρ задается выражением

∥x∥2 =
∞∑
k=0

(k + 1)2(x, φk)
2
ρ. В работе [37] показано, что если N(A) = 0 (N(A) —

нулевое подпространство оператора A), то уравнение (4.1) однозначно разрешимо
и оператор K ∈ [L1

2,ρ, L2ρ] непрерывно обратим.
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Перейдем к описанию приближенных методов. Одним из первых был метод
Галеркина [37]. Приближенное решение уравнения (4.1) ищется в виде

xn =
n∑
k=0

αnkφk, (4.3)

коэффициенты {αnk}nk=0 находятся из системы

(Kxn − f, φj)ρ = 0, j = 0, 1, . . . , n. (4.4)

Используя формулу AUn = −(n+ 1)Un, систему (4.4) можно записать в виде
n∑
k=0

−(k + 1)αnk +
n∑
k=0

ank(Hφk, φj)ρ = (f, φj), j = 0, 1, . . . , n.

В предположении, что h(t, τ) ∈ W r,r([0, 1]2) и f ∈ W r([0, 1]), r ≥ 3, доказано
следующее утверждение.

Теорема 1. ([37]) При достаточно больших n система уравнений (4.4) имеет
единственное решение x∗n и справедлива оценка ∥x∗ − x∗n∥∞ = O(n−r+2), где x∗−
решение уравнения (4.1).

Остановимся на методе коллокаций. Приближенное решение уравнения (4.1)
ищется в виде (4.3); коэффициенты αnk определяются из системы

(Kxn − f)tk = 0, k = 0, 1, . . . , n, (4.5)

где {tk}nk=0 нули полинома Un+1.
В работе [36], в предположении что функция h(t, τ) непрерывная, доказана од-

нозначная разрешимость системы уравнений (4.5) и сходимость x∗n к x∗ в метрике
пространства L2,ρ. Здесь x∗ и x∗n — решения уравнений (4.1) и (4.5), соответственно.

В [37] доказано более сильное утверждение.

Теорема 2. ([37]) Пусть h(t, τ) ∈ W r,r([−1, 1]2), f ∈ W r([−1, 1]), r ≥ 3. Тогда
система (4.5) однозначно разрешима при достаточно больших n и справедлива
оценка ∥x∗ − x∗n∥∞ = O(n−r+2).

Численно-аналитический метод, предложенный в работе [40] для решения
уравнения (4.2) при b = 0 заключается в следующем.

Обратимость оператора A на классе решений x(t) =
√
1− t2φ(t) позволяет

преобразовать (4.1) в уравнение Фредгольма

ax(t) + c(A−1Lx)(t) + (A−1Hx)(t) = A−1f. (4.6)

Аппроксимация решения этого уравнения ищется в виде функции

xn(t) =
∞∑
k=1

αnkφk(t), где φk(t) =
√

2

πn

√
1− t2Un(t).
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Система функций φk(t) образует в пространстве HA со скалярным произведением
[φn, φm] = (Aφn, φm) = δnm ортонормальный базис. Подставляя xn в (4.6) получаем
бесконечную систему уравнений

aαnl + c
∞∑
k=1

αnkLkl +
∞∑
k=1

αnkHkl = fl, l = 1, 2, . . . ,

которая решается методом редукции.
В работе [25] исследуется в классе обобщенных функций уравнение

a

4π

2π∫
0

x(σ)dσ

sin2 σ−s
2

dτ +
b

2π

2π∫
0

x(σ) ctg
σ − s

2
dσ+

+
c

π

2π∫
0

x(σ) ln

∣∣∣∣sin σ − s

2

∣∣∣∣ dσ +

2π∫
0

h(s, σ)x(σ)dσ = f(s), (4.7)

где a, b, c — константы, h(s, σ), f(s) — гладкие функции. Решение уравнения (4.7)
ищется на множестве Hλ функций u(s) таких, что ∥u∥λ = (

∑
n∈Z

n̄2λ|û(n)|2)1/2 <

∞, n̄ = max(1, |n|).
Здесь u(s) — 2π-периодическая обобщенная функция

u(s) =
∑
n∈Z

û(n)eins, û(n) =
1

2π

2π∫
0

u(s)e−insds = (u(s), e−ins).

Скалярное произведение в Hλ вводится формулой (u, v) =
∑
n∈Z

n2λû(n)v̂(n).

Исследование спектральных свойств особых операторов, входящих в уравне-
ние (4.7), приводит к соотношениям

1

π

2π∫
0

ln

∣∣∣∣sin σ − s

2

∣∣∣∣ einσdσ =

{
− 1
n
sign(n)eins, n = ±1,±2, . . . ,

− 2 ln 2, n = 0,

где

sign(n) =


1, n > 0,
0, n = 0,
− 1, n < 0;

1

2π

2π∫
0

einσ ctg
σ − s

2
dσ = −isign(n)eins, n = 0,±1,±2;

1

4π

2π∫
0

einσ

sin2 σ−s
2

dσ = −nsign(n)eins, n = 0,±1,±2, . . . .
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Эти соотношения позволяют записать решения частных случаев уравне-
ния (4.7) в явном виде. Положим

x(s) =
∑
n∈Z

x̂(n)eins, f(s) =
∑
n∈Z

f̂(n)eins.

Пусть a = 1, h(t, τ) ≡ 0. Тогда

x(s) = − f̂(0)

2c ln 2
ei0s +

∑
n∈Z,n ̸=0

(−sign(n))
f̂(n)

n+ ib+ c
n

eins.

Пусть a = 0, b = 1, h(t, τ) ≡ 0. Тогда

x(s) = − f̂(0)

2c ln 2
ei0s +

∑
n∈Z, n ̸=0

(−sign(n))
f̂(n)

i+ c
n

eins.

В общем случае уравнение (4.7) решается методом моментов. В работе [25]
получены оценки погрешности.

В работе [42] построен приближенный метод решения уравнения

1

4π

2π∫
0

x(σ)

sin2 σ−s
2

dσ = f(s), s ∈ (0, 2π) (4.8)

при дополнительном условии
2π∫
0

f(σ)dσ = 0.

Вводятся две системы узлов tk = 2πk/n, k = 0, 1, . . . , n, и t̂k = tk−1 + h/2,
k = 1, 2, . . . , n, h = π/n.Приближенное решение ищется в виде кусочно-постоянной
функции

xn(t) =
n∑
i=1

αiφi(t), φi(t) =

{
1, t ∈ [ti−1, ti],
0, t ∈ [0, 2π]\[ti−1, ti].

Коэффициенты {αi}ni=1 находятся из системы уравнений
γon +

1
2π

n∑
l=1

(
ctg t̂k−tl

2
− ctg t̂k−tl−1

2

)
αl = f(t̂k), k = 1, 2, . . . , n,

n∑
l=1

αl = 0,
(4.9)

где γon = 1
2π

n∑
k=1

f(t̂k)h, h = 2π
n
.

В [42] показано, что если решение x∗ уравнения (4.8) принадлежит классу
функций W 3Hα[0, 2π], то, при достаточно больших n, система уравнений (4.9) од-
нозначно разрешима и справедлива оценка max

1≤i≤n
|x∗(t̂i)− xn(t̂i)| ≤ Ch2.
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В работе [23] уравнение (4.8) решалось методом дискретных вихрей.
Для приближенного решения ГИУ первого рода применяется метод гомото-

пий, который восходит к классическим работам Леверье, Пуанкаре, Бернштейна.
Этому методу посвящено большое число теоретических и прикладных работ. По-
дробный обзор метода приведен в [48].

Применительно к ГИУ метод гомотопий заключается в следующем [41]. Рас-
смотрим уравнение

Kx ≡ a0(Ax)(t) + a(t)(Sx)(t) + (Hx)(t) = f(t), (4.10)

в котором использованы обозначения, введенные при описании уравнения (4.2).
Здесь x(t) =

√
1− t2φ(t), где φ(t) — неизвестная функция. Вводится уравнение

H∗(x, p) ≡ (1− p)(a0(Ax)− f0) + p(a0(Ax) + a(t)(Sx) + (Hx)− f) = 0,

где p — параметр, 0 ≤ p ≤ 1. При p = 0 последнее уравнение вырождается в
уравнение a0Ax − f0 = 0, где f0 — функция, для которой известно решение x0
уравнения a0Ax = f0.

Решение уравнения (4.10) ищется в виде ряда

x(t) =
∞∑
k=0

pkxk(t), (4.11)

где xk(t) — последовательные приближения, получаемые из уравнения

a0A(
∞∑
k=0

pkxk(t)) = f0 + p[f − a(t)S(
∞∑
k=0

pkxk(t))−H(
∞∑
k=0

pkxk(t))− f0] :

x0 = (a0A)
−1f0,

x1 = (a0A)
−1(f − f0 − a(t)Sx0 −Hx0),

. . . . .

xk = (a0A)
−1(−a(t)Sxk−1 −Hxk−1), k ≥ 2.

В случае, если радиус сходимости ряда (4.11) больше 1, то при p = 1 x∗(t) =
∞∑
k=0

xk(t)− решение уравнения (4.10).

Вернемся к уравнению (4.1). Исследуем построение и обоснование приближен-
ных методов решения ГИУ в пространствах гельдеровских функций [12], [13].

Весовая функция (1 − t2)1/2. Пусть в уравнении (4.1) h(t, τ) ∈ Hα,α, f(t) ∈
Hα, 0 < α ≤ 1. Приближенное решение уравнения (4.1) будем искать в виде функ-
ции

xn(t) =
√
1− t2

n∑
k=0

αkt
k. (4.12)
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Коэффициенты {αk} определяются из системы уравнений

Knxn ≡ Tn

 1∫
−1

xn(τ)dτ

(τ − t)2
+

1∫
−1

√
1− t2U τ

n [h(t, τ)φn(τ)]dτ

 = Tn[f(t)], (4.13)

где φn(t) =
n∑
k=0

αkt
k, Tn[f ]− оператор проектирования на множество интерполяци-

онных полиномов n-го порядка по узлам ортонормальных полиномов Чебышева
первого рода; U τ

n [f ]− оператор проектирования на множество интерполяционных
полиномов n-го порядка по узлам ортонормальных полиномов Чебышева второго
рода.

Введем пространство X функций вида x(t) =
√
1− t2φ(t) с нормой ∥x(t)∥ =

1∑
i=0

max
−1≤t≤1

|φ(i)(t)| + H(φ(1), β), и пространство Y функций y(t) ∈ Hβ с нормой

∥y(t)∥ = max
−1≤t≤1

|y(t)|+H(y, β). Здесь 0 < β < min(1/2, α).

В [12] показано, что оператор K ∈ [X, Y ].

Теорема 3. [13]. Пусть h(t, τ) ∈ W r,rHαα(M), f(t) ∈ W rHα(M), r = 2, 3, . . . , 0 <
α ≤ 1, M = const. Пусть существует линейный обратный оператор K−1 ∈ [Y,X].
Тогда при n таких, что q = Cn−r−α+β lnn < 1, система уравнений (4.13) одно-
значно разрешима и справедливо неравенство ∥x∗(t)−x∗n(t)∥C[−1,1] ≤ Cn−r−α+β lnn,
где x∗ и x∗n− решения уравнений (4.1) и (4.13), соответственно.

Весовая функция (1− t2)−1/2. Пусть в уравнении (4.1) h(t, τ) ∈ Hα,α, f(t) ∈
Hα, 0 < α ≤ 1. Будем искать приближенное решение ГИУ (4.1) на классе функций
x(t) = (1− t2)−1/2φ(t), удовлетворяющих следующим условиям:

1. функция φ(t) разлагается в ряд по степеням t : φ(t) =
∞∑
k=0

xkt
k,

2. x0 = c0,

3. x1 = c1.

Здесь c0 и c1− фиксированные константы.
Приближенное решение уравнения (4.1) будем искать в виде функции xn(t) =

(1− t2)−1/2φn(t), φn(t) = c0 + c1t+
n∑
k=2

αkt
k, коэффициенты {αk} которой определя-

ются из системы

Knxn ≡ Tn−2

 1
π

1∫
−1

φn(τ)dτ√
1− τ 2(τ − t)2

+

1∫
−1

1√
1− τ 2

T τn [h(t, τ)φn(τ)]dτ

 =

= Tn−2[f(t)], (4.14)
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где Tn− оператор проектирования на множество интерполяционных полиномов
n-го порядка по узлам многочленов Чебышева первого рода; верхний индекс у
оператора T τn означает, что интерполяция проводится по переменной τ.

Введем пространство X функций x(t) с нормой ∥x(t)∥ =
2∑
j=0

max
t∈[−1,1]

|xj(t)| +

H(x(2), β), 0 < β < α. Обозначим через Y пространство функций y(t) ∈
H(β, [−1, 1]). Норма в пространстве Y определяется выражением ∥y(t)∥ =
max

−1≤t≤1
|y(t)|+H(y, β).

В работе [13] показано, что оператор K ∈ [X, Y ].

Теорема 4. [13] Пусть оператор K ∈ [X,Y ] непрерывно обратим и h(t, τ) ∈
Hα,α, f(t) ∈ Hα. Тогда при n таких, что Cn−α+β ln2 n < 1, система урав-
нений (4.14) однозначно разрешима и справедлива оценка ∥x∗ − x∗n∥C[−1,1] ≤
Cn−α+β ln2 n, где x∗ и x∗n− решения уравнений (4.1) и (4.14), соответственно.

Весовые функции ((1 + t)/(1 − t))±1/2. В этом пункте исследуются прибли-
женные методы решения ГИУ (4.1), решение которых ищется в классе функций
x(t) = ((1 + t)/(1 − t))±1/2φ(t), где φ(t)− гладкая функция. Для определенности
ограничимся рассмотрением весовой функции (1 + t)/(1− t))1/2.

Приближенное решение уравнения (4.1) ищется в виде функции

xn(t) =

√
1 + t

1− t
φn(t) =

√
1 + t

1− t

n∑
k=0

αkt
k,

с заранее заданным коэффициентом α0 = const. Это соответствует тому, что в ка-
честве дополнительного условия, налагаемого на решение уравнения (4.1), берется
значение x∗(0) = α0.

Коэффициенты {αk} функции xn(t) находятся из системы

Knxn ≡ Tn−1

 1
π

1∫
−1

√
1 + τ

1− τ

φn(τ)

(τ − t)2
dτ+

+

1∫
−1

1√
1− τ 2

T τn [(1 + τ)h(t, τ)φn(τ)]dτ

 = Tn[f(t)], (4.15)

где Tn− оператор проектирования на множество интерполяционных полиномов
n-го порядка по узлам полиномов Чебышева первого рода.

Введем пространство X функций вида x(t) =
√

1+τ
1−τφ(t), где φ(t)− функция,

входящая в класс W rHα(M), r = 2, 3, . . . , 0 < α ≤ 1, и удовлетворяющая условию
φ(0) = c0. Норма в пространстве X определяется формулой ∥x(t)∥ = ∥φ(t)∥C[−1,1]+
∥φ′(t)∥C[−1,1]+H(φ′, β), β < α.Через Y обозначим пространство функций y(t) ∈ Hβ

с нормой ∥y(t)∥ = ∥y(t)∥C[−1,1] +H(y, β).
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По аналогии с выкладками, проведенными в [13] при исследовании решений
в пространствах функций с весами (1 − t2)±1/2, можно показать, что оператор K
отображает X в Y .

Теорема 5. Пусть выполнены следующие условия:

1. h(t, τ) ∈ W r,rHαα(M), f(t) ∈ W rHα;

2. оператор K ∈ [X, Y ] непрерывно обратим.

Тогда при n таких, что q = Cn−r−α+β lnn < 1, система уравнений (4.15)
однозначно разрешима и справедлива оценка ∥x∗ − x∗n∥C[−1,1] ≤ Cn−r−α+β ln2 n, где
x∗ и x∗n− решения уравнений (4.1) и (4.15), соответственно.

5. Приближенное решение линейных гиперсингулярных
интегральных уравнений второго рода на замкнутых
контурах

Рассмотрим гиперсингулярное интегральное уравнение

Kx ≡ a(t)x(t) +
1

2πi

∫
γ

h(t, τ)x(τ)

(τ − t)p
dτ = f(t), (5.1)

где γ− единичная окружность с центром в начале координат, p− натуральное
число, p = 2, 3, . . . .

Будем считать, что выполнены следующие условия: a(t), f(t) ∈ W rHα, h(t, τ) ∈
W r,r+p−1Hα,α, r = 0, 1, . . . , 0 < α ≤ 1.

Через Y = Hβ (0 < β < α) обозначим банахово пространство функций f(t) ∈
Hβ с нормой ∥f(t)∥Y = ∥f(t)∥Hβ

= max
t∈γ

|f(t)|+H(f, β).

Через X обозначим банахово пространство функций x ∈ W p−1Hβ, 0 < β < α, с

нормой ∥x(t)∥X =
p−1∑
k=0

max
t∈γ

|x(k)(t)|+H(x(p−1), β).

Приближенное решение уравнения (5.1) будем искать в виде полинома

xn(t) =
n∑
k=0

αkt
k+p−1 +

−1∑
k=−n

αkt
k. (5.2)

Коэффициенты {αk} определяются из системы линейных уравнений, которая
в операторной форме имеет вид

Knxn ≡ P̄n

a(t)xn(t) + 1

2πi

∫
γ

Pn

[
h(t, τ)xn(τ)

(τ − t)p

]
dτ

 = P̄n[f(t)]. (5.3)

Здесь Pn(P̄n)− оператор проектирования на множество интерполяционных
тригонометрических полиномов по узлам tk = eisk , sk = 2kπ/(2n+1) (t̄k = eis̄k , s̄k =
(2k + 1)π/(2n+ 1)), k = 0, 1, . . . , 2n.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2019, том 9(37), №3



МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ГИПЕРСИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 259

Теорема 6. [11]. Пусть уравнение (5.1) однозначно разрешимо. Тогда при n та-
ких, что q = A ln3 n/nr−p+1+α−β, система уравнений (5.3) однозначно разрешима
и справедлива оценка ∥x∗−x∗n∥X ≤ A ln3 n/nr−p+1+α−β, где x∗ и x∗n− решения урав-
нения (5.1) и системы уравнений (5.3), соответственно.

Доказательство теоремы проводится по следующей схеме. Пользуясь определе-
нием гиперсингулярного интеграла на гладком замкнутом контуре, точное урав-
нение (5.1) и приближенную систему уравнений (5.3) трансформируем в сингу-
лярное интегро-диффренциальное уравнение и систему линейных алгебраических
уравнений, аппроксимирующих его. Применяя результаты [10], завершаем дока-
зательство теоремы.

Эти результаты распространены [14] на гиперсингулярные интегро-
дифференциальные уравнения.

Рассмотрим гиперсингулярное интегро-дифференциальное уравнение

Kx ≡
m∑
k=0

ak(t)x
(k)(t) +

1

2πi

l∑
k=0

∫
γ

hk(t, τ)x
(k)(τ)dτ

(τ − t)p
= f(t), p = 2, 3, . . . . (5.4)

В качестве граничных условий в уравнении (5.4) возьмем следующие∫
γ

x(t)t−k−1dt = 0, k = 0, 1, . . . , s− 1, s = max(m, l + p− 1). (5.5)

Будем считать, что выполнены следующие условия: ak(t), f(t) ∈ W rHα, k =
0, 1, . . . ,m, hk(t, τ) ∈ W r,r+p−1Hα,α, r = 0, 1, . . . , 0 < α ≤ 1, k = 0, 1, . . . , l.

Исследование приближенных методов решения граничной задачи (5.4), (5.5)
основано [14] на ее трансформации к граничной задаче для сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений.

В работе [14], как и в работах [10], [15], обоснование приближенных методов
решения ГИУ основано на общей теории приближенных методов Л.В. Канторови-
ча [22]. В качестве другого подхода к построению и обоснованию приближенных
методов решения ГИУ может быть использована работа [4].

Через Y обозначим банахово пространство функций y(t) ∈ Hβ с нормой
∥y(t)∥Y = maxγ |y(t)|+H(y, β), 0 < β < α.

Через X обозначим банахово пространство функций x ∈ W sHβ, 0 < β < α с

нормой ∥x(t)∥X =
s∑

k=0

max
t∈γ

|x(k)(t)|+H(x(s), β).

Приближенное решение граничной задачи (5.4)-(5.5) будем искать в виде по-
линома

xn(t) =
n∑
k=0

αkt
k+s +

−1∑
k=−n

αkt
k. (5.6)
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Коэффициенты {αk} определяются из системы уравнений

Knxn ≡ P̄n

 m∑
k=0

ak(t)x
(k)
n (t) +

1

2πi

l∑
k=0

∫
γ

Pn

[
hk(t, τ)x

(k)
n (τ)

(τ − t)p

]
dτ

 = P̄n[f(t)]. (5.7)

Здесь Pn(P̄n)− оператор проектирования на множество интерполяционных
тригонометрических полиномов по узлам tk = eisk , sk = 2kπ/(2n+1) (t̄k = eisk , s̄k =
(2k + 1)π/(2n+ 1)), k = 0, 1, . . . , 2n.

Теорема 7. [14], [17]. Пусть краевая задача (5.3)-(5.4) однозначно разрешима.
Тогда при n таких, что q = A ln3 n/nr−p+1+α−β система уравнений (5.7) однознач-
но разрешима и справедлива оценка ∥x∗−x∗n∥X ≤ A ln3 n/nr−p+1+α−β, где x∗ и x∗n−
решения краевой задачи (24) - (25) и системы уравнений (5.7), соответственно.

В работе [11] предложена и обоснована следующая вычислительная схема для
приближенного решения уравнения (5.1).

Через Y обозначим банахово пространство функций y(t) ∈ Hβ с нормой
∥y(t)∥Y = maxγ |y(t)|+H(y, β), 0 < β < α.

Через X обозначим банахово пространство функций x ∈ W p−1Hβ, 0 < β < α, с

нормой ∥x(t)∥X =
p−1∑
k=0

max
t∈γ

|x(k)(t)|+H(x(p−1), β).

Приближенное решение ищется в виде функции

xn(t) =

p−2∑
k=0

αkt
k ln t+

n+p−1∑
k=p−1

αkt
k ln t+

−1∑
k=−n+p−1

αkt
k,

коэффициенты {αk} которой определяются из системы

Knxn ≡ Pn

a(t)xn(t) + ∫
γ

h(t, τ)xn(τ)dτ

(τ − t)p

 = Pn[f(t)]. (5.8)

Здесь через Pn[f ] обозначен оператор проектирования непрерывных функций
f ∈ C[γ] на множество интерполяционных тригонометрических полиномов n-го
порядка, построенных на узлах tk = eisk , sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.

Теорема 8. [11]. Пусть оператор K ∈ [X,Y ] непрерывно обратим; a, f ∈ Hα,
h ∈ Hα,α. Тогда при n таких, что q = Cn−α+β ln3 n < 1, система уравнений (5.8)
имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка ∥x∗−x∗n∥X ≤ Cn−α+β ln3 n,
где x∗− решение уравнения (5.1).

Замечание. В теоремах 6, 8 достаточно потребовать односторонней обрати-
мости оператора K в соответствующих пространствах. Аналогичное ослабление
условий возможно и в теореме 7.
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6. Сплайн-коллокационный метод решения ГИУ второго
рода

Рассмотрим гиперсингулярное интегральное уравнение

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x(τ)dτ

(τ − t)p
+

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (6.1)

где p = 2k, k = 1, 2, . . . , b(t) ̸= 0, t ∈ [−1, 1].
Введем узлы tk = −1+2k/N, k = 0, 1, . . . , N, и t̄k = tk+1/N, k = 0, 1, . . . , N−1.

Обозначим через ∆k интервалы ∆k = [tk, tk+1), k = 0, 1, . . . , N − 2, а через ∆N−1

сегмент ∆N−1 = [tN−1, 1].
Приближенное решение уравнения (6.1) будем искать в виде кусочно-

постоянной функции

xN(t) =
N−1∑
k=0

αkψk(t), (6.2)

где

ψk(t) =

{
1, t ∈ ∆k

0, t ∈ [−1, 1] \∆k.
(6.3)

Значения {αk}, k = 0, 1, . . . , N − 1, определяются из системы линейных алгеб-
раических уравнений

a(t̄k)αk + b(t̄k)
N−1∑
l=0

′αl

∫
∆l

dτ

(τ − t̄k)p
+

N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ = f(t̄k), (6.4)

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Здесь

∑ ′ означает суммирование по l ̸= k−v, k−v+1, . . . , k−1, k+1, . . . , k+v−1,
где величина v(v ≥ 1) зависит от абсолютной величины коэффициентов a(t), b(t) и
от значений N. Начиная с некоторого, достаточно большого N, параметр v можно
положить равным единице. Параметр v выбирается таким образом, чтобы были
выполнены условия теоремы Адамара об обратимости прямоугольных матриц. В
работе [16] показано, что этот выбор осуществим, если b(t) ̸= 0, t ∈ [−1, 1].

Теорема 9. [16]. Пусть выполнены следующие условия:

1. справедливо неравенство |b(t)| ≥ b > 0 при t ∈ (−1, 1);

2. функция a(t), f(t), h(t, τ) непрерывны.

Тогда существует такое v ≥ 1, что при достаточно больших N система
уравнений (32) имеет единственное решение x∗N(t).
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Вычислительная схема, построенная на основе кусочно-постоянной аппрокси-
мации решения, не гарантирует сходимости приближенного решения x∗N(t) к точ-
ному при p ≥ 2.

Сходимость можно гарантировать только для уравнений с сингулярностью 1+
λ, 0 < λ < 1 :

a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x(τ)dτ

|τ − t|1+λ
+

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), 0 < λ < 1. (6.5)

Приближенное решение уравнения (6.5) будем искать в виде кусочно-
постоянной функции (6.2),(6.3), значения {αk} которой определяются из системы
линейных алгебраических уравнений

a(t̄k)αk +
N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

dτ

|τ − t̄k|1+λ
+

N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ = f(t̄k), (6.6)

k = 0, 1, . . . , N − 1.

Теорема 10. [33]. Пусть выполнены следующие условия:

1. функции a(t), b(t), f(t) ∈ W 2(M), h(t, τ) ∈ W 2,2(M);

2. уравнение (6.5) имеет единственное решение x∗(t) ∈ W 1Hα(M), 0 < α ≤ 1;

3. 0 < B∗ ≤ |b(t)| ≤ B∗ <∞, −1 ≤ t ≤ 1.

Тогда система уравнений (6.6) имеет единственное решение x∗N(t) и справед-
лива оценка ∥x∗(t)− x∗N(t)∥C[−1,1] ≤ CN−(1−λ).

Так как при p ≥ 2 вычислительная схема, построенная на основе кусочно-
постоянной аппроксимации решения, не гарантирует сходимости приближенного
решения к точному, то ее необходимо трансформировать.

При p = 2 и при аппроксимации решения сплайном первого порядка, можно
получить оценку точности приближенного решения.

Рассмотрим уравнение

a(t)x(t) +

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ

(τ − t)2
= f(t), −1 ≤ t ≤ 1. (6.7)

Это уравнение наиболее часто встречается в приложениях.
Отметим, что если при определении уравнения (6.7) предполагается, что пе-

ременная t может принимать значения ±1, то гиперсингулярный интеграл в (6.7)
понимается в смысле определения 2 для t ∈ (−1, 1) и в смысле определения 2.3
для t = ±1.
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Каждому узлу tk, k = 1, 2, . . . , 2N−1, поставим в соответствие базисную функ-
цию

φk(t) =



0, tk−1 ≤ t ≤ tk−1 +
1
N2 ,

N2

N−2
(t− tk−1)− 1

N−2
, tk−1 +

1
N2 ≤ t ≤ tk − 1

N2 ,

1, tk − 1
N2 ≤ t ≤ tk +

1
N2 ,

− N2

N−2
(t− tk+1)− 1

N−2
, tk +

1
N2 ≤ t ≤ tk+1 − 1

N2 ,

0, tk+1 − 1
N2 ≤ t ≤ tk+1,

0, t ∈ [−1, 1]\[tk−1, tk+1];

(6.8)

узлу t0 поставим в соответствие базисную функцию

φ0(t) =


1, −1 ≤ t ≤ −1 + 1

N2 ,

− N2

N−2
(t− t1)− 1

N−2
, −1 + 1

N2 ≤ t ≤ t1 − 1
N2 ,

0, t1 − 1
N2 ≤ t ≤ t1,

0, [−1, 1]\[t0, t1];

(6.9)

узлу t2N поставим в соответствие базисную функцию

φ2N(t) =


0, −1 ≤ t ≤ tN−1 +

1
N2 ,

N2

N−2
(t− tN−1)− 1

N−2
, tN−1 +

1
N2 ≤ t ≤ 1− 1

N2 ,

1, 1− 1
N2 ≤ t ≤ 1.

(6.10)

Приближенное решение уравнения (6.7) будем искать в виде кусочно-
непрерывной функции

xN(t) =
2N∑
k=0

αkφk(t), (6.11)

коэффициенты которой определяются из следующей системы линейных алгебра-
ических уравнений

a(tk)xN(tk) +
2N∑
l=0

αlh(tk, τl)

1∫
−1

φl(τ)

(τ − tl)2
dτ = f(tk), (6.12)

k = 0, 1, . . . , 2N.

Теорема 11. [34] Пусть уравнение (6.7) однозначно разрешимо; функции a(t),
f(t) имеют непрерывные производные r-го порядка; функция h(t, τ) имеет непре-
рывные производные r-го порядка по обеим переменным; r ≥ 1; выполнено условие
|h(t, t)| ≥ q > 0 при t ∈ [−1, 1]. Тогда система уравнений (6.12) однозначно раз-
решима и справедливо неравенство max

0≤k≤2N
|x∗(tk)− x∗N(tk)| ≤ AN−1. Здесь x∗(t) и

x∗N(t)− решения уравнений (6.10) и (6.12), соответственно.
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7. Приближенные методы решения нелинейных
гиперсингулярных интегральных уравнений

Большое число задач (физических и технических) сводится к нелинейным ги-
персингулярным интегральным уравнениям типа Прандтля

1∫
−1

x(τ)

(τ − t)2
dτ + γ(t, x(t)) = f(t), |t| < 1, x(±1) = 0. (7.1)

Условия разрешимости и проекционные методы решения уравнений вида (7.1)
изложены в [38], [39].

Для приближенного решения уравнения

∞∫
−∞

x(τ)

(τ − t)2
dτ + γ(t, x(t)) = f(t), (7.2)

при ряде условий на решение на бесконечности, предложен метод установления
[44].

Аналог метода дискретных особенностей предложен и обоснован в [18] для
приближенного решения уравнения Мультхопфа безциркулярного обтекания по-
верхности потоком газа.

Рассмотрим нелинейное гиперсингулярное интегральное уравнение:

a(t)x(t) +

1∫
−1

h(t, τ, x(τ))dτ

(τ − t)p
= f(t) . (7.3)

Будем искать приближенное решение уравнения (7.3) в виде кусочно-
постоянной функции (6.2)-(6.3) с коэффициентами αk, которые определяются
следующей системой уравнения, полученной путем аппроксимации ядра h(t, τ)
кусочно-постоянной функцией и применения процедуры коллокации

a(tl)αl +
N−1∑
k=0

∫
∆k

h(tl, tk, αk)

(τ − tl)p
dτ = f(tl), l = 0, 1, · · · , N − 1. (7.4)

Используя определение гиперсингулярных интегралов, можно записать систему
уравнений (7.4) как

a(tl)αl −
N−1∑
k=0

h(tl, tk, αk)
Np−1

p− 1

(
1

(2l − 2k + 1)p−1
− 1

(2l − 2k − 1)p−1

)
=

= f(tl), l = 0, 1, · · · , N − 1. (7.5)
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Производная Фреше на элементах (α0, α1, . . . , αN−1) в пространстве RN равна

a(tl)αl −
N−1∑
k=0

h′3(tl, tk, αk)αk
Np−1

p− 1

(
1

(2l − 2k + 1)p−1
− 1

(2l − 2k − 1)p−1

)
,

l = 0, 1, . . . , N −1. Нижний индекс в выражении h′3(t, τ, u) означает, что производ-
ная берется по третьему аргументу.

Пусть уравнение (7.3) имеет единственное решение x∗(t) внутри шара B(x∗, δ).
Предположим, что функция h′3(t, τ, φ(τ)), φ(τ) ∈ B(x∗, δ),−1 ≤ t, τ ≤ 1, имеет
одинаковый знак внутри шара B(x∗, δ), а также имеет диагональное преобладание:
h′3(t, t, φ(t)) ≥ h′3(t, τ, φ(τ)) при t, τ ∈ [−1, 1].

Предположим, что N достаточно велико, а значения h′3(tl, tk, αk) также имеют
один и тот же знак внутри шара B(x∗, δ), где x∗ = (α∗

0, · · · , α∗
N−1), α

∗
k = x∗(tk), k =

0, 1, · · · , N − 1.
Предположим для определенности, что функция h′3(t, τ, x(τ))), (t, τ) ∈ [−1, 1],

x ∈ B(x∗, δ) положительна и имеется диагональное доминирование, а функция
a(t) неположительна. Тогда, согласно непрерывному методу решения операторных
уравнений [9] решение системы уравнений

dαl(t)

dt
= a(tl)αl(t)−

N−1∑
k=0

h(tl, tk, αk(t))
Np−1

p− 1
×

×
(

1

(2l − 2k + 1)p−1
− 1

(2l − 2k − 1)p−1

)
− f(tl), l = 0, 1, · · · , N − 1, (7.6)

сходится к решению уравнения (7.3).
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 12. [34] Пусть выполняются следующие условия:

1. Уравнение (7.3) имеет единственное решение x∗(t) внутри шара B(x∗, δ);

2. Знак функции h′3(t, τ, φ(τ)), φ(τ) ∈ B(x∗, δ) не меняется, и знаки функций
h′3(t, τ, φ(τ)), и a(t) противоположные;

3. |h′3(t, τ, φ(τ))| ≥ α при (t, τ) ∈ [−1, 1], φ ∈ B(x∗, δ);

4. функция h′3(t, τ, φ(τ)), (t, τ) ∈ [−1, 1], φ(τ) ∈ B(x∗, δ) имеет диагональное
доминирование, т.е. h′3(t, t, φ(t)) ≥ h′3(t, τ, φ(τ)).

Тогда система уравнений (7.4) имеет единственное решение внутри шара
B(x∗, δ), и решение уравнения (7.5) сходится к этому решению при t→ ∞.
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Замечание. Для решения системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (7.6) может быть использован любой численный метод.

Замечание. Для решения системы нелинейных уравнений (7.4) не требуется
обратимости производной Фреше (7.5) на каждом шаге итерационного процесса.

8. Приближенные методы решения полигиперсингулярных и
многомерных гиперсингулярных интегральных уравнений

Не имея возможности, из-за ограниченного размера статьи, остановиться на
приближенных методах решения полигиперсингулярных и многомерных ГИУ,
приведем лишь ссылки на соответствующие работы

В работе [34] сплайн-коллокационный метод со сплайнами нулевого порядка
применяется для решения бигиперсингулярного интегрального уравнения

a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)

1∫
−1

x(τ1, t2)

(τ1 − t1)p
dτ1 + c(t1, t2)

1∫
−1

x(t1, τ2)

(τ2 − t2)p
dτ2+

+ d(t1, t2)

1∫
−1

1∫
−1

x(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)p(τ2 − t2)p

= f(t1, t2), p = 2, 4, . . . ,

и многомерного ГИУ

a(t1, t2)x(t1, t2) +

1∫
−1

1∫
−1

h(t1, t2, τ1, τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2
((τ1 − t1)2 + (τ2 − t2)2)p/2

= f(t1, t2).

Приближенные методы решения последнего уравнения при a(t1, t2) ≡ 0 иссле-
довались в [29].

В книге [18] исследовались приближенные методы решения многомерных ги-
персингулярных интегральных уравнений первого рода на гладких поверхностях.

Заключение

В статье дан краткий обзор работ посвященных аналитическим и численным
методам решения гиперсингулярных интегральных уравнений. Не имея возмож-
ности, из-за ограниченного объема статьи, представить обзор всех известных чис-
ленных методов решения гиперсингулярных интегральных уравнений, автор огра-
ничился рассмотрением классов уравнений, которые в настоящее время находят
наиболее широкое применения в различных приложениях и в развитии которых
он принимал участие. К сожалению, в обзор не попали многочисленные работы,
посвященные применениям гиперсингулярных интегральных уравнений к задачам
физики и технологий.

Поэтому я приношу свои извинения тем многочисленным авторам, чьи блестя-
щие работы здесь не упомянуты.
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