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Аннотация. Работа посвящена исследованию возможностей создания математических моделей
широкополосных волноводных модовых преобразователей и систем в миллиметровом и терагер-
цовом диапазонах. Их модели должны позволять описывать и изучать процессы распростране-
ния СВЧ с использованием существенно (на два порядка) больших дифракционных элементов.

Для построения преобразователей от гироскопа-БВТ к излучателям, а также для исследо-
вания влияния локальных возмущений используется модель, учитывающая только огибающие
высокочастотных составляющих сигнала, распространяющегося в многомодовом волноводе (так
называемое параболическое приближение). Огибающая в этом случае вместо уравнения Гельм-
гольца удовлетворяет уравнению Шредингера.

Основная идея заключается в определении решения уравнения Шредингера как граничного
потенциала относительно внешней границы цилиндрической области, охватывающей нерегуляр-
ный волновод, и граничные условия должны быть проверены на реальность — т. е. фактически
желаемую границу. Внутри заключающей цилиндрической области колебаний ядра представле-
ния решения уже доступны для расчетов.
Ключевые слова: нерегулярный волновод, граничный потенциал, уравнение Шредингера.
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Abstract. The work is devoted to the study of the possibilities of creating mathematical
models broadband waveguide systems and mode converters in the millimeter and terahertz ranges.
Their models should allow describing and studying the processes of microwave propagation using
substantially (two orders of magnitude) large diffraction elements. To construct converters from gyro-
BWT to emitters, as well as to study the influence of local disturbances, a model is used that takes
into account only the envelopes of the high-frequency components of the signal propagating in a
multimode waveguide (the so-called parabolic approximation). The envelope in this case, instead of
the Helmholtz equation, satisfies the Schredinger equation. The main idea is to define the solution of
the Schredinger equation as a boundary potential with respect to the external the boundary of the
cylindrical region enclosing the irregular waveguide, and the boundary conditions should be checked
for real – i.e. actually the desired border. Inside the enclosing cylindrical oscillation region of the core,
the representations of the solution are already available for calculations.
Keywords: irregular waveguide, boundary potential, Schredinger equation.
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Введение

Работа посвящена исследованию возможностей создания математических мо-
делей широкополосных волноводных систем и преобразователей мод в миллимет-
ровом и терагерцовом диапазонах. Они должны позволять описывать и изучать
процессы распространения СВЧ волн, используя существенно (на два порядка)
большие по размерам дифракционные элементы.

Развитие современных электронных СВЧ приборов сопровождается повыше-
нием их мощности и эффективности, расширением частотных диапазонов, исполь-
зованием новых режимов работы. Электродинамические системы таких приборов
характеризуются наличием сложной геометрии. Оптимизация профилей для улуч-
шения эффективности приборов приводит к перебору большого количества зна-
чений параметров. Поэтому задача поиска математических моделей и численных
методов, обеспечивающих проведение оптимизации, является актуальной.

Для конструирования преобразователей от гиро-ЛОВ к излучателям, а также
для изучения влияния локальных возмущений используется модель, учитываю-
щая лишь огибающие высокочастотных компонент сигнала, распространяющего-
ся в многомодовом волноводе (так называемое параболическое приближение) [1].
Огибающая в этом случае вместо уравнения Гельмгольца удовлетворяет уравне-
нию Шредингера. Задача состоит в том, чтобы подаваемая на вход преобразова-
теля волна должна на выходе трансформироваться в гауссову форму.

Основная идея состоит в том, чтобы задать представление решения уравне-
ния Шредингера в виде граничного потенциала [4, 5] по границе цилиндрической
(объемлющей преобразователь, т.е. нерегулярный волновод) области, а граничные
условия проверять на реальной — т. е. фактически искомой, границе.

Поиск неизвестной границы и значений весовых функций граничных потенци-
алов на объемлющей цилиндрической границе можно вести, модифицируя метод
Л.И.Шатровского [7, 8] постепенного улучшения управлений, используя в каче-
стве управления разложение весовых функций в ряд Фурье.

Коэффициенты разложения решения уравнения Шредингера в двойной ряд
Фурье по угловой и продольной («временной») координатам, получаются в виде
быстроосциллирующих интегралов. Основная трудность их вычисления преодо-
левается с помощью обобщения на двухмерный случай метода Е.Е. Тыртышни-
кова [6] с использованием рекуррентных соотношений.

1. Математическая модель высокочастотных полей в
нерегулярных волноводах

Рассмотрим случай волновода с плавной гофрировкой. Профиль волновода в ци-
линдрических координатах описывается уравнением:

F (r, φ, z) = r − f(φ, z) = 0 ; f(φ+ 2π) = f(φ); −∞ < z < +∞; 0 ≤ φ < 2π , (1.1)

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2019, том 9(37), №2



180 А. Д.ЮНАКОВСКИЙ

где функция f(ξ) непрерывно дифференцируемая и периодическая с периодом 2π.
Поля в волноводе удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла

E⃗ = ikrot H⃗ , H⃗ = −ikrot E⃗ , (1.2)

В случае цилиндрической симметрии электромагнитное поле выражается через
электрическую u и магнитную v функции Боргниса, эквивалентные введению
электрического и магнитного векторов Герца с единственными отличными от нуля
z-компонентами:

E⃗ = E⃗e + E⃗m , H⃗ = H⃗e + H⃗m , (1.3)

E⃗e = rot rot
(
u⃗iz
)
, H⃗e = −iκrot

(
u⃗iz
)
, (1.4)

E⃗m = iκrot
(
v⃗iz
)
, H⃗m = rot rot

(
v⃗iz
)
. (1.5)

Функции u и v удовлетворяют уравнению Гельмгольца.

∆u+ κ2u = 0 , ∆v + κ2v = 0 . (1.6)

«Электрическая» и «магнитная» составляющие электрического поля запишутся в
виде

E⃗e =


Eer =

∂2u

∂r∂z

Eeφ =
1

r

∂2u

∂φ∂z

Eez = κ2u+
∂2u

∂z2

, E⃗m =


Emr =

iκ
r

∂v

∂φ

Emφ = −iκ∂v
∂r

Emz = 0

. (1.7)

Граничное условие на внутренней поверхности волновода является условием ра-
венства нулю тангенциальной составляющей электрического поля на металличе-
ской поверхности и записывается в форме

E⃗τ

∣∣∣
S
= 0, S = {F = r − f(φ, z) = 0; f(φ+ 2π) = f(φ); 0 < z < +∞; 0 ≤ φ < 2π}

(1.8)

Ts :

{
1

r
f ′
φEr + Eφ

}∣∣∣∣
S

= 0 , (1.9)

Tk : {f ′
zEr + Ez}|S = 0 . (1.10)

Вектор нормали к поверхности имеет вид

gradF =

(
1, −1

r
f ′
φ, −f ′

z

)
, ν⃗ =

1∣∣n∣∣gradF,
∣∣n∣∣ =√1 + (f ′

φ)
2/r2 + (f ′

z)
2
)
.

Вектора

s⃗ =
1∣∣s∣∣
(
1

r
f ′
φ, 1, 0

)
,
∣∣s∣∣ =√1 + (f ′

φ)
2/r2,

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2019, том 9(37), №2



МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ПОЛЕЙ В ВОЛНОВОДАХ 181

k⃗ =
1∣∣k∣∣ (f ′

z, 0, 1) ,
∣∣k∣∣ =√1 +

(
f ′
z

)2
, (1.11)

лежат в касательной к поверхности плоскости, но не ортогональны между собой.
Введем новые функции u1 = ue−iωz, v1 = ve−iωz в предположении, что они мед-

ленно меняются по координате z. Тогда уравнение Гельмгольца после сокращения
на eiωz приобретет вид

∂2u1
∂z2

+ 2iω
∂u1
∂z

+∆⊥u1 +
(
κ2 − ω2

)
u1 = 0.

При наших предположениях мы можем пренебречь второй производной по z.

2iω
∂u1
∂z

+∆⊥u1 +
(
κ2 − ω2

)
u1 = 0.

Теперь с помощью замены u = u1e
i
(
κ2−ω2

)
z/2ω мы можем избавиться от свободного

члена и получить классическое «нестационарное» уравнение Шредингера

2i
∂u

∂z
+∆⊥u = 0.

После проведенных замен и сокращения на соответствующие экспоненциальные
множители «медленные» компоненты полей приобретут вид

E⃗e =


Eer = ω

[
1

ω2

∂2u

∂r∂z
+
i

2

(
1 +

κ2

ω2

)
∂u

∂r

]
,

Eeφ =
ω

r

[
1

ω2

∂2u

∂φ∂z
+
i

2

(
1 +

κ2

ω2

)
∂u

∂φ

]
,

Eez = 2iω
∂u

∂z
.

Здесь мы можем также пренебречь вторыми производными, так как они по по-
рядку малости в 1/ω2 меньше второго слагаемого. Поделив все компоненты на ω
окончательно получаем

E⃗e =


Eer =

i

2

(
1 +

κ2

ω2

)
∂u

∂r

Eeφ =
i

2r

(
1 +

κ2

ω2

)
∂u

∂φ

Eez = 2i
∂u

∂z

, E⃗m =


Emr =

iκ
rω

∂v

∂φ

Emφ = −iκ
ω

∂v

∂r
Emz = 0

. (1.12)

В дальнейшем перейдем к привычному обозначению t вместо z.
Решение нестационарного уравнения Шредингера для огибающей сигнала в

случае, когда задано значение u только на границе области, можно искать в виде
граничных потенциалов типа граничных тепловых потенциалов или в виде функ-
ционалов Ляпунова:
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u(x, t) =
1√
π

t∫
0

1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ)dτ, (1.13)

где ξ(τ) – уравнение границы.
Основная идея состоит в том, чтобы задать представление решения уравнения

Шредингера в виде граничного потенциала по границе цилиндрической, объемлю-
щей нерегулярный волновод, области, а граничные условия проверять на реаль-
ной — т. е. фактически искомой, границе. Внутри объемлющей цилиндрической
области осцилляции ядра представления решения уже доступны для вычислений.
Отметим, что это представление решения автоматически дает u(r, φ, 0) = 0.

2. Обоснование возможности использования
быстроосциллирующего ядра

Из-за осцилляторного поведения ядра оператора более подробно распишем по-
лучение производной по t. Трудность заключается в дифференцировании инте-
грала по переменному верхнему пределу.

lim
∆t→0

1

∆t

[∫ t

0

1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ) dτ −

−
∫ t−∆t

0

1√
t−∆t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−∆t−τ)σ(τ) dτ

]
=

= lim
∆t→0

1

∆t

t∫
t−∆t

1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ) dτ+

+ lim
∆t→0

1

∆t

∫ t−∆t

0

[
1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ) dτ −

−
∫ t−∆t

0

1√
t−∆t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−∆t−τ)σ(τ) dτ

]
. (2.1)

Второе слагаемое дает нам производную под знаком интеграла, то есть полную
аналогию с обычным параболическим уравнением

lim
∆t→0

t−∆t∫
0

[
∂

∂t

(
1√
t̃− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t̃−τ)σ(τ)

)
+O

(
∆t
)]

dτ =

=

t∫
0

∂

∂t

(
1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ)

)
dτ.
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Рассмотрим отдельно первое слагаемое

I = lim
∆t→0

1

∆t

t∫
t−∆t

1√
t− τ

e−i
(
x−ξ(τ)

)2
/2(t−τ)σ(τ) dτ. (2.2)

Сделаем замену переменной интегрирования t− τ =
∆t

2s
. Получим

I = lim
∆t→0

√
2√
∆t

∞∫
2

1

s3/2
e−i
(
x−ξ(t−∆t/2s)

)2
s/∆tσ

(
t− ∆t

2s

)
ds.

Введем функцию q(s,∆t) =
(
x − ξ(t − ∆t/2s)

)2
s и проведем интегрирование по

частям

I = lim
∆t→0

i

√
2∆t

q′s(s,∆t)
e−i
(
x−ξ(t−∆t/s)

)2
s/∆tσ

(
t− ∆t

s

)
1

s3/2

∣∣∣∣∣
∞

2

−

− lim
∆t→0

i
√
2∆t

∫ ∞

2

1

q′s(s,∆t)s
3/2
e−i
(
x2−ξ2(t−∆t/2s)

)
s/∆t×

×
[
− 3

2s
σ

(
t− ∆t

2s

)
− q′′ss(s,∆t)

q′s(s,∆t)
σ

(
t− ∆t

2s

)
+

∆t

2s2
σ′
(
t− ∆t

2s

)]
ds.

Здесь

q′s(s,∆t) =
(
x− ξ(t−∆t/2s)

)2 − (x− ξ(t−∆t/2s)
)
ξ′(t−∆t/2s)

∆t

s
,

q′′ss(s,∆t) = 2
(
x− ξ(t−∆t/2s)

)
ξ′(t−∆t/2s)

∆t

s2
+
(
ξ′(t−∆t/2s)

)2 (∆t)2
2s3

−

−
(
x− ξ(t−∆t/2s)

)
ξ′′(t−∆t/2s)

(∆t)2

2s3
.

Очевидно, что при ∆t → 0 подынтегральное выражение ограничено по модулю
при ограниченных ξ′ и ξ′′ и сам интеграл абсолютно сходится. За счет множителя√
∆t мы имеем достаточно медленное стремление первого слагаемого в I к нулю.
В случае двух пространственных переменных, когда задано значение u на гра-

нице цилиндра радиуса ρ решение можно искать в виде

u(r, φ, t) =

t∫
0

2π∫
0

1

t− τ
e−i(r

2−2rρ cos(φ−ψ)+ρ2)/2(t−τ)σ(ψ, τ)dψdτ. (2.3)

Воспользуемся известным разложением

eia cosψ = eia sin(π/2−ψ) =
+∞∑

n=−∞

eiπn/2Jn(a)e
−inψ.
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Подставив его в u и поменяв порядок суммирования и интегрирования, получим

u(r, φ, t) =
+∞∑

n=−∞

t∫
0

2π∫
0

eiπn/2

t− τ
e−i(r

2+ρ2)/2(t−τ)Jn (rρ/(t− τ)) e−in(φ−ψ)σ(ψ, τ)dψdτ =

=
+∞∑

n=−∞

ein(π/2−φ)
t∫

0

1

t− τ
e−i(r

2+ρ2)/2(t−τ)Jn (rρ/(t− τ))σn(τ)dτ. (2.4)

Здесь σn(τ) — коэффициент разложения функции σ(ψ, τ) в ряд Фурье. При диф-
ференцировании получившихся в (16) интегралов по переменному верхнему пре-
делу возникают те же трудности, что и в одномерном случае. Найдем предел

lim
∆t→0

1

∆t

t∫
t−∆t

1

t− τ
e−i(r

2+ρ2)/2(t−τ)Jn (rρ/(t− τ))σn(τ)dτ.

Воспользовавшись асимптотическим представлением функции Бесселя, выделим
главную часть рассматриваемого выражения

lim
∆t→0

1

∆t

t∫
t−∆t

√
2√

πrρ(t− τ)
e−i(r

2+ρ2)/2(t−τ) cos (rρ/(t− τ)− π/4)σn(τ)dτ.

Легко видеть, что получившееся выражение аналогично (2.2).

3. Численная модель

Преобразуем представление решения (2.4) к виду

u(r, φ, t) =
+∞∑

n=−∞

ein(π/2−φ)
t∫

0

1

τ
e−i(r

2+ρ2)/2τJn (rρ/τ) σn(t− τ)dτ.

Считая, что 0 ≤ τ ≤ t ≤ T , зададим функции σn(t−τ) с помощью рядов Фурье:

σn(t− τ) =
∞∑

m=−∞

σn,me
i2πmt/T e−i2πmτ/T . (3.1)

Сделаем замену переменной интегрирования τ = t/s и обозначим

un,m(r, t) = (i)nei2πmt/T
∞∫
1

1

s
e−i(r

2+ρ2)s/2tJn(rρs/t)e
2πmt/Tsds. (3.2)
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Рис. 1. Рисунок быстро осциллирующего ядра граничного потенциала.

Окончательно получаем

u(r, φ, t) =
+∞∑

n=−∞

e−inφσn,mun,m(r, t). (3.3)

Введем обозначение:

An,m,l(a, b, c) =

∞∫
1

1

sl
e−i(as+b/s)Jn(cs)ds, (3.4)

где
a = (r2 + ρ2)/2t, b = 2πmt/T, c = rρ/t. (3.5)

Проинтегрировав это выражение по частям, поучим рекуррентное соотношение

An,m,l(a, b, c) =
1

c
e−i(a+b)Jn−1(c)− i

a

c
An−1,m,l(a, b, c)+

+
n− 1− l

c
An−1,m,l+1(a, b, c) + i

b

c
An−1,m,l+2(a, b, c). (3.6)

Здесь удобно ввести обозначения:

a/c =
1

2

(
r

ρ
+
ρ

r

)
, b/c =

2πmt2

Trρ
, 1/c =

t

rρ
. (3.7)
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Выпишем отдельно эти соотношения для n = 0 и n = 1 при фиксированных a, b, c:

A0,m,l = −1

c
e−i(a+b)J1(c) + i

a

c
A1,m,l +

l + 1

c
A1,m,l+1 − i

b

c
A1,m,l+2,

A1,m,l =
1

c
e−i(a+b)J0(c)− i

a

c
A0,m,l −

l + 1

c
A0,m,l+1 + i

b

c
A0,m,l+2.

Из этой пары соотношений находим(
1 +

a2

c2

)
A0,m,l = −1

c
e−i(a+b)J1(c) + i

a

c2
e−i(a+b)J0(c)+

+
l + 1

c
A1,m,l+1 − i

b

c
A1,m,l+2 − i

a(l + 1)

c2
A0,m,l+1 −

ab

c2
A0,m,l+2, (3.8)

(
1 +

a2

c2

)
A1,m,l =

1

c
e−i(a+b)J0(c) + i

a

c2
e−i(a+b)J1(c)+

+
l + 1

c
A0,m,l+1 + i

b

c
A0,m,l+2 − i

a(l + 1)

c2
A1,m,l+1 −

ab

c2
A1,m,l+2. (3.9)

Посчитав A0,m,l(a, b, c) и A1,m,l(a, b, c) при l = lmax и l = lmax−1, что позволяет взять
за верхний предел интегрирования smax = 2, мы можем с достаточной точностью
по рекурентному соотношению (3.6) посчитать An,m,1(a, b, c) и An,m,0(a, b, c). Чтобы
найти Anmax,m,0(a, b, c) при nmax = 32 по рекурентному соотношению (3.6), нужно
знать Anmax−1,m,2(a, b, c), и так далее, при уменьшении n на единицу, l прибавляется
на две единицы. Таким образом, при n = 0, 1 нужно иметь lmax = 2nmax = 64.

Теперь найдем производные от un,m(r, t)

∂

∂t
un,m(r, t) = (i2πm/T )un,m(r, t), (3.10)

∂

∂r
un,m(r, t) = (i)nei2πmt/T

∞∫
1

e−i(r
2+ρ2)s/2t

[
−ir
t
Jn(rρs/t) +

+
ρ

2t

(
Jn−1(rρs/t)− Jn+1(rρs/t)

)]
e2πmt/Tsds. (3.11)

Распишем функцию un,m(r, t) и ее производные через наши обозначения:

un,m(r, t) = (i)nei2πmt/TAn,m,1(a, b, c),

∂

∂t
un,m(r, t) = (i2πm/T )(i)nei2πmt/TAn,m,1(a, b, c),

∂

∂r
un,m(r, t) = (i)nei2πmt/T

[
−ir
t
An,m,0(a, b, c) +

ρ

2t

(
An−1,m,0 − An+1,m,0

)]
. (3.12)

Естественно, что случай n = 0 расписывается отдельно.
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Рис. 2. Схема расчета коэффициентов An,m,l. Чтобы не загромождать рисунок, индекс m опущен.

Поля внутри преобразователя образуются падающей при t = 0 модой
E⃗in(r, φ), H⃗in(r, φ) не обладающей азимутальной симметрией. Она генерирует от-
раженные поверхностью преобразователя электрическую и магнитную составляю-
щие поля, описываемые граничными потенциалами вида (1.13) для электрической
u и магнитной v функций Боргниса. На выходе преобразователя при t = T мы
хотим получить азимутально симметричное поле, представляющее собой гауссов
пучек.

Подставляя разность этих полей в граничные условия (1.9), (1.10) при заданной
граничной поверхности (1.8), мы получаем линейную систему уравнений для ко-
эффициентов разложения функций σu, σv в двойные ряды Фурье по φ и t. Решив
эту систему, мы находим электромагнитное поле в точке t = T .

Таким образом, мы получили задачу управления: варьируя границу преобра-
зователя — функцию f(r, t) из (1.8), мы стремим поле в точке t = T к гауссову
пучку.

Заключение

Задавая значения полей и их производных на поверхности (1.1), мы получаем
линейную алгебраическую систему уравнений для коэффициентов из (3.3) на объ-
емлющей цилиндрической поверхности. Мы избавлены от решения нестационар-
ного уравнения Шредингера в трехмерной области сложной формы и от нахожде-
ния решения вольтерровского интегрального уравнения на сложной поверхности
с быстроосциллирующим ядром.
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Кроме того, мы получили возможность быстро считать матричные элементы
системы линейных уравнений для коэффициентов разложения функций σu, σv в
двойные ряды Фурье. Как хорошо известно [3], счет матричных коэффициентов
занимает основное время счета в задачах электродинамики.
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