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Аннотация. Приводится обзор результатов исследований интегральных и интегро-
дифференциальных уравнений типа криволинейной свертки, которая является обобщением
обычной свертки в случае замены прямой или окружности на криволинейный контур в
комплексной плоскости. На замкнутом контуре ядра криволинейных сверток зависят от
отношения аргументов, а в случае бесконечного контура — от разности аргументов. В обзор
включены следующие классы уравнений: уравнения с сингулярными свертками, которые
являются полными сингулярными уравнениями с ядром Коши и вполне непрерывными
операторами специального вида; уравнение с сингулярными свертками и сдвигом; интегральные
и интегро-дифференциальные уравнения с гипергеометрической функцией Гаусса в ядрах.
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Введение

Профессор Юрий Иосифович Черский (1929-2015) проявлял большой интерес
к аналитическим методам решения интегральных уравнений. Им была предло-
жена обширная программа исследований в этом направлении, одним из пунктов
которой является изучение интегральных уравнений типа свертки на криволиней-
ных контурах в комплексной плоскости, заменяющих прямую или окружность [1].
Строгое определение криволинейной свертки с использованием аппарата обобщен-
ных функций предложено Ю. И.Черским [2].

Пусть Γ — простая гладкая замкнутая ориентированная кривая на комплекс-
ной плоскости, которая лежит в кольце T = {z | r < |z| < R} и разбивает плос-
кость на две области: G+ (0 ∈ G+) и G− (∞ ∈ G−). Оператором криволинейной
свертки в пространстве Lp(Γ), 1 < p <∞, называется оператор вида

(Kf)(t) = (L kn L−1f)(t),

где L — преобразование Лорана, которое вводится с помощью обобщенных функ-
ций, а последовательность комплексных чисел {kn}+∞

−∞ — мультипликатор этого
преобразования [2]. Для оператора криволинейной сверки K справедливо пред-
ставление

(Kf)(t) =
1

2πi

∫
Γ

K+

(
t

τ

)
f(τ)

dτ

τ
+

1

2πi

∫
Γ

K−
(
t

τ

)
f(τ)

dτ

τ
,

где K±(t/τ) понимаются как граничные значения соответственно функций
K±(z/τ) при z → t ∈ Γ, аналитических соответственно в областях G+ и G−.

Если мультипликатор {kn}+∞
−∞ преобразования Лорана удовлетворяет условию

| kn | ≥ c > 0, c = const, |n | ≥ n0 ≥ 0, то криволинейная свертка называется син-
гулярной. В частности, оператор (SΓf)(t) = (πi)−1 ∫

Γ
(τ − t)−1f(τ)dτ сингулярного

интегрирования с ядром Коши является сингулярной криволинейной сверткой,
соответствующей мультипликатору вида kn = sgn(n+ 1/2), n ∈ Z.

Сделаем краткий обзор изученных уравнений с криволинейными свертками.

1. Интегральные и интегро-дифференциальные уравнения
на замкнутой кривой

1. Уравнение с сингулярными криволинейными свертками на замкнутом кон-
туре

[a(t)c(t) + b(t)d(t)] f(t) +
1

πi

∫
Γ

a(t)c(τ)− b(t)d(τ)

τ − t
f(τ)dτ+

+λ
a(t)

πi

∫
Γ

K+

(
t

τ

)
c(τ)f(τ)

dτ

τ
+ λ

b(t)

πi

∫
Γ

K−
(
t

τ

)
d(τ)f(τ)

dτ

τ
= g(t), t ∈ Γ,

(1.1)
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где a(t), b(t), c(t), d(t) — заданные непрерывные, не обращающиеся в нуль на Γ
функции; λ ∈ C;

∑∞
−∞ knz

n = K+(z) + K−(z) = K(z) — аналитическая в кольце
r/R < |z| < R/r функция. Уравнение (1) является полным сингулярным уравнени-
ем с вполне непрерывным оператором специального вида и обобщает уравнение,
исследованное Ю.И.Черским [3]. Решение (1) в замкнутой форме получается в
результате сведения этого уравнения к двум задачам Римана и обращению опера-
тора сингулярной криволинейной свертки

ϕ(t) +
λ

2πi

∫
Γ

K

(
t

τ

)
ϕ(τ)

dτ

τ
.

2. Интегральное уравнение с сингулярными свертками и сдвигом на замкну-
том контуре

[a(t)c(t) + b(t)d(t)] f(t) +
1

πi

∫
Γ

[
a(t)c(τ)α′(τ)

α(τ)− α(t)
− b(t)d(τ)

τ − t

]
f(τ)dτ+

+a(t)

∫
Γ

K+

(
α(t)

α(τ)

)
c(τ)f(τ)

dα(τ)

α(τ)
+ b(t)

∫
Γ

K−
(
t

τ

)
d(τ)f(τ)

dτ

τ
= g(t), t ∈ Γ,

(1.2)
где заданные функции a(t), b(t), c(t) и d(t) удовлетворяют условию Гельдера и
не обращаются в нуль на Γ функции; α(t) — заданная функция сдвига контура
Γ на аналогично расположенный в кольце T контур γ. Заданные функции K+(z)
и K−(z) аналитические соответственно в областях | z | < R/r и | z | > r/R, при-
чем коэффициенты разложения этих функций в ряды Тейлора соответственно в
окрестности z = 0 и z = ∞ удовлетворяют условиям

| kn(R/r)n | ≤ const, n ≥ 0; | kn(r/R)n | ≤ const, n < 0.

Решение уравнения (2) в квадратурах удается в результате представления опера-
тора в левой части уравнения в виде в виде композиции трех нетеровых операто-
ров, один из которых является оператором сингулярной криволинейной свертки
[2].

3. Интегральное уравнение с криволинейными свертками и гипергеометриче-
ской функцией в ядре [4]

a(t)

2πi

∫
Γ

F

(
α, 1; γ;

t

τ

)
c(τ)f(τ)

dτ

τ
+
b(t)

2πi

∫
Γ

F
(
α, 1; γ;

τ

t

)
d(τ)f(τ)

dτ

t
= g(t), t ∈ Γ,

(1.3)
где γ ≥ α;α, γ ̸= 0,−1,−2, .... Под F (α, 1; γ; t/τ) (t, τ ∈ Γ) понимается гранич-
ное значение на Γ ветви гипергеометрической функции Гаусса, определяемой в
окрестности z = 0 рядом

F
(
α, 1; γ;

z

τ

)
=

∞∑
n=0

(α)n
(γ)n

(z
τ

)n
(τ ∈ Γ);
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F (α, 1; γ; τ/t) (t, τ ∈ Γ) — граничное значение на Γ аналогично выбранной
ветви функции F (α, 1; γ; τ/z) (z ∈ G−). При α = γ (1) есть особое интегро-
дифференциальное уравнение с ядром Коши. Если γ = 1, 0 < α < 1, то (3)
есть уравнение типа Абеля с весом на замкнутой кривой

a(t)

2πi

∫
Γ

(τ)f(τ)

(1− t/τ)α
dτ

τ
+
b(t)

2πi

∫
Γ

d(τ)f(τ)

(1− τ/t)α
dτ

t
= g(t).

Другим частным случаем уравнения (3) (F (1, 1; 2; ς) = −ς−1 ln(1 − ς)) явля-
ется уравнение с логарифмическим ядром

a(t)

2πi

∫
Γ

ln

(
1− t

τ

)
c(τ)f(τ)

dτ

t
+
b(t)

2πi

∫
Γ

ln
(
1− τ

t

)
d(τ)f(τ)

dτ

τ
= g(t).

Для корректной постановки вопроса о нетеровости таких уравнений в случае
γ > α используется метод нормализации оператора с незамкнутым образом. Про-
странство Lηp(Γ), η = γ − α, правых частей уравнений, описывается как образ
некоторого оператора криволинейной свертки, играющего роль оператора дроб-
ного интегрирования на замкнутой кривой:

Lηp(Γ) =

f(t)| f(t) = 1

2πi

∫
Γ

[
τ−1F

(
1, 1; 1 + η;

t

τ

)
+ t−1F

(
1, 1;n1 + η;

τ

t

)]
ϕ(τ)dτ ,

 ,

ϕ(t) ∈ Lp(Γ).

Описание пространства Lηp(Γ) в терминах модифицированных производных
Маршо для случая 0 < η < 1 дано в [5], а для показателя η > 1 — в [6].

Решение уравнения (3) в явном виде получается в результате решения двух ха-
рактеристических сингулярных уравнений с ядром Коши и обращения оператора
криволинейной свертки Fα,γ, определяемой выражением

(Fα,γϕ)(t) =
1

2πi

∫
Γ

F

(
α, 1; γ;

t

τ

)
ϕ(τ)

dτ

τ
+

1

2πi

∫
Γ

F
(
α, 1; γ;

τ

t

)
ϕ(τ)

dτ

t
.

Обратный оператор F−1
α,γ находится по формуле

(
F−1
α,γg

)
(t) =

1

2πi

(
t
d

dt
+ γ − 1

)∫
Γ

(
t

τ

)m+1

F

(
γ, 1;α +m+ 1;

t

τ

)(
D(1)
m g
)
(τ)

dτ

τ
+

+
1

2πi

(
t
d

dt
− γ + 2

)∫
Γ

(τ
t

)m+1

F
(
γ, 1;α +m+ 1;

τ

t

) (
D(2)
m g
)
(τ)

dτ

t
+
(
T (1)
m + T (2)

m

)
g(t),
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где (
T (2)
m g

)
(t) =

1

2πi

m∑
n=0

(γ)n
(α)n

t−n−1

∫
Γ

g(τ) τndτ ,

(
D(2)
m

)
(t) =

(−1)m+1

(α)m+1

m+2∏
i=3

(
t
d

dt
− γ + i

)
g(t), m ≥ 1;

(
D

(2)
0 g
)
(t) = − 1

α
g(t).

На функциях g(t) из пространства С.Л.Соболева Wm+1
p (Γ) выражение для опе-

ратора F−1
α,γ преобразуется к виду

(
F−1
α,γg

)
(t) =

1

2πi

∫
Γ

F

(
γ, 1; α +m+ 1;

t

τ

)[ m∏
j=0

(
1 +

1

α + j
τ
d

dτ

)]
g(τ)

dτ

τ
+

+
1

2πi

∫
Γ

F
(
γ, 1; α+m+ 1;

τ

t

)[ m∏
j=0

(
1− 1

α + j
(τ

d

dτ
+ 1)

)]
g(τ)

dτ

t
.

4. Интегро-дифференциальное уравнение с криволинейными свертками и ги-
пергеометрической функцией в ядре [7]

1

2πi

m∑
k=0

ak(t)

∫
Γ

F

(
α, 1; γ;

t

τ

)
ck(τ)f

(k)(τ)
dτ

τ
+

+
1

2πi

s∑
k=0

bk(t)

∫
Γ

F
(
α, 1; γ;

τ

t

)
dk(τ)f

(k)(τ)
dτ

t
= g(t),

(1.4)

где γ ≥ α; α, γ ̸= 0,−1,−2, . . . . Уравнение (4) сводится к эквивалентному уравне-
нию без производных в пространстве Lp(Γ) с помощью оператора криволинейной
свертки Km,s, который определяется формулой

(Km,sϕ)(t) =

(
L

1

Pm(n)
(L−1P+ϕ)n

)
(t) +

(
L

1

Qs(n)
(L−1P−ϕ)n

)
(t) (1.5)

Здесь Pm(x) иQs(x) — многочлены степениm и s соответственно; P± — проекцион-
ные операторы, связанные с оператором S сингулярного интегрирования с ядром
Коши: 2P± = (I±S), I — единичный оператор. Между известными интегральны-
ми представлениями кусочно-аналитических функций, которые используются при
исследовании интегро-дифференциальных уравнений, и оператором свертки Km,s

существует связь. Если в формуле (5) положить Pm(x) = (x+ 1)m, Qs(x) = xs, то
оператор Km,s принимает вид изоморфизма Km,sϕ = [Λ+]

m
ϕ+ [Λ−]

s
ϕ,

(
Λ+φ

)
(t) =

−1

2πi

∫
Γ

ln

(
1− t

τ

)
φ(τ)

dτ

t
,
(
Λ−φ

)
(t) =

1

2πi

∫
Γ

ln

(
1− t

τ

)
φ(τ)

dτ

t
,
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с помощью которого Р.С.Сакс исследует системы интегро-дифференциальных
уравнений [8]. В случае Pm(x) = (x + 1) · · · · · (x + m); Qs(x) = x · ... ·
(x − s + 1) оператор криволинейной свертки тесно связан с интегральными
представлениями Ю.М. Крикунова, Р.С.Исаханова, В.С. Рогожина, Н. П.Векуа
и В.И. Жегалова [9-14].

2. Интегральные уравнения на бесконечном контуре

Ядра интегральных уравнений типа криволинейной свертки на бесконечной
кривой зависят от разности аргументов. Пусть Γ — бесконечный замкнутый кон-
тур Ляпунова, лежащий в полосе −ν + ε ≤ Im z ≤ µ − ε, µ > ε > 0, ν > ε > 0,
причем угол наклона касательной к кривой с действительной осью по абсолютной
величине не больше π/2− δ, δ > 0.

5. Интегральные уравнения с сингулярными криволинейными свертками

[a(t) + b(t)] f(t) +
1

πi

∫
Γ

a(τ)− b(t)

τ − t
f(τ)dτ+

+

∫
Γ

K+ (t− τ) a(τ)f(τ)dτ − b(t)

∫
Γ

K− (t− τ) df(τ)dτ = g(t), t ∈ Γ,

(2.1)

где a(t), b(t), c(t), d(t) — заданные непрерывные, не обращающиеся в нуль на Γ
функции; K+ (z) и K− (z) — функции, аналитические при Im z > −ν и Im z < µ
соответственно;

[a(t) + α b(t)] f(t) + a(t)

∫
Γ

K (t− τ) f(τ)dτ + b(t)

∫
Γ

N (t− τ) f(τ)dτ = g(t), t ∈ Γ,

(2.2)
где a(t), b(t) — заданные непрерывные функции на Γ, не имеющие нулей; K(z) =
α/π z + K0(z), α ∈ C, K0(z) — такая аналитическая в полосе | Im z| < µ + ν
функция, что | k0(t) | ≤ B exp[−(µ+ ν) | t | , где B — постоянная, а

k0(t) = (2π)−1/2

∫
R

K0(x) exp(−ixt)dx, N(z) = −(π z)−1 +N0(z)

N0(x) — преобразование Гильберта функции K0(x) : N0(x) = i (SRK0) (x), x ∈ R.
В пространстве L2(Γ) уравнения (6) и (7) решаются с помощью задач Римана

и обращению операторов сингулярной криволинейной свертки [15, 16].

Заключение

Использование понятия криволинейной свертки позволяет получить в явном
виде решение интегральных уравнений на замкнутом контуре, которые обобщают
такие известные уравнения, как характеристическое сингулярное с ядром Коши,
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со степенными и логарифмическими ядрами, а также может быть полезным при
исследовании краевых задач типа задачи Римана с краевыми условиями, содержа-
щими производные. Методы обращения операторов и полученные формулы реше-
ния соответствующих уравнений можно использовать при приближенном решении
широкого класса линейных интегральных уравнений на криволинейном контуре
в комплексной плоскости.
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