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Аннотация. Сделан обзор новых результатов по исследованию уравнений в свертках 1–го и
2–го рода на конечном интервале и краевых задач для аналитических функций, связанных с
этими уравнениями. В работе найдена взаимосвязь между задачей Маркушевича и уравнени-
ями в свертках и, как следствие, получены новые условия корректной разрешимости задачи
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Введение

В работе сделан обзор новых результатов по исследованию уравнений в сверт-
ках 1–го и 2–го рода на конечном интервале и краевых задач для аналитических
функций, связанных с этими уравнениями.

Изучаются следующие уравнения в свертках первого и второго рода на конеч-
ном интервале (0, τ):

λu(t)−
τ∫

0

k(t− s)u(s) ds = f(t), t ∈ (0, τ), (0.1)

где
k ∈ L1(−τ, τ), f ∈ L1(0, τ), τ > 0, λ = 0, 1. (0.2)

Легко видеть, что значения функции k(t) вне интервала (−τ, τ) не влияют на
решения уравнений (0.1). Для удобства считаем, что k(t) — заданная функция при
t ∈ (−τ, τ) и произвольная при t /∈ (−τ, τ)

(
k ∈ L1(R)

)
.

Вместе с уравнениями (0.1) будут рассматриваться следующие краевые задачи
для аналитических функций. Векторная краевая задача Римана (которую также
называют векторной краевой задачей Римана – Гильберта) с коэффициентами
определенного вида и обобщенная краевая задача Римана (известная также под
названием задачи Маркушевича и задачи R-линейного сопряжения).

Заметим, что если для уравнения в свертках второго рода на полубесконечном
интервале (уравнения Винера – Хопфа) и (эквивалентной к нему) скалярной кра-
евой задачи Римана существует развитая теория (см., например, [10], [13]), то для
усеченного уравнения Винера – Хопфа (уравнения (0.1) при λ = 1) и отмеченных
выше краевых задач, общей теории к настоящему времени не существует. Взаимо-
связь между уравнением Винера – Хопфа и краевой задачей Римана была найдена
в середине прошлого века. Лишь, сравнительно недавно, найдена взаимосвязь (и
условия эквивалентности) между уравнениями в свертках на конечном интервале
и краевой задачей Римана [16], [9], [6] и задачей R-линейного сопряжения [3], [4] в
алгебре Винера.

Отметим следующие частные случаи исследования усеченного уравнения Вине-
ра – Хопфа: норма интегрального оператора меньше единицы; ядро интегрального
оператора является периодической функцией с периодом τ [10, §26.2], [7]; длина
интервал τ — достаточно большое положительное число [11, гл. 2, §7]; вырожден-
ный случай, когда образ Фурье ядра является рациональной функцией [12, гл. 8
§11].

Теория уравнений 1–го рода в (0.1) при условии (0.2) существенно беднее чем
теория усеченного уравнения Винера – Хопфа. Здесь можно отметить следующие
случаи содержательного исследования уравнения: ядро интегрального оператора
является периодической функцией с периодом τ [8] и вырожденный случай, когда
образ Фурье ядра является рациональной функцией [12, гл. 8, §11].
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1. Связь уравнений в свертках с краевыми задачами
для аналитических функций

Пусть 1 ≤ n,m ≤ 2, R — расширенная вещественная прямая. Введем следую-
щие обозначения:

Ln×m — пространство n×m матриц-функций с элементами из L1(R);

Ff : x 7→ Ff(x) =
∫ ∞

−∞
f(t)eixt dt— образ Фурье матрицы-функции f ∈ Ln×m,

x ∈ R;

W n×n — алгебра Винера непрерывных матриц-функций вида C + Ff , где
C — постоянная матрица порядка n и f ∈ Ln×n;

W n×n
+ (W n×n

− ) — подалгебра в W n×n, состоящая из матриц-функций вида
C+Ff таких, что f(t) = 0 при t < 0 (при t > 0). При C = 0 соответствующие
алгебры и подалгебры будем снабжать нижним индексом 0 (W n×n

0 , W n×n
0± ).

При n = 1 верхний индекс n× n при W будем опускать;

GA — группа из обратимых элементов алгебры A.

Рассмотрим R-линейную задачу сопряжения (известную также под названи-
еми задачи Маркушевича и обобщенной краевой задачи Римана) о нахождении
функций φ± ∈ W0± по краевому условию на R:

φ+(x) = a(x)φ−(x) + b(x)φ−(x) + c(x), x ∈ R, (1.1)

где
a, b ∈ W, a(x) ̸= 0, x ∈ R, c ∈ W0. (1.2)

Изучению задачи (1.1), (1.2) посвящено много работ (библиографию см. в [4], [15]).
На настоящий момент нет общей теории этой задачи, известны лишь отдельные ре-
зультаты, которые в основе получены еще в середине прошлого века на начальном
пути изучения задачи. Корректность задачи (1.1), (1.2) исследована для частного
случая: |a| > |b|, а также в вырожденных случаях: |a| = |b| и b ∈ W+, здесь b —
рациональная функция.

Ниже, для простоты, краевую задачу (1.1), (1.2) будем называть задачей Мар-
кушевича.

В работах [3], [4] найдена взаимосвязь между задачей Маркушевича и уравне-
ниями в свертках (0.1). Как следствие такой связи, в работе [2] получены новые
условия корректной разрешимости задачи Маркушевича и усеченного уравнения
Винера – Хопфа при следующем условии симметрии на ядро k:

k(t) = k+(t) + k+(−t), t ∈ R,

(
Fk = Fk+ + Fk+

)
. (1.3)
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где k+(t) = θ(t) k(t), θ — функция Хевисайда. Другими словами, в [2] результа-
ты исследования усеченного уравнения Винера – Хопфа (задачи Маркушевича) в
перечисленных выше частных случаях были перенесены на задачу Маркушевича
(усеченное уравнение Винера – Хопфа). Кроме того, были найдены новые условия
корректной разрешимости усеченного уравнения Винера-Хопфа (задачи Марку-
шевича), которые не следуют из известных результатов для задачи Маркушевича
(уравнения Винера – Хопфа).

Рассмотрим теперь две краевые задачи Римана, являющиеся аналогами задачи
Маркушевича и уравнений в свертках (0.1), соответственно.

В первой краевой задаче Римана на R (аналог задачи Маркушевича) требуется
определить вектор-функцию Ψ+ ∈ W 2×1

0+ из краевого условия:

Ψ+(x) =M(x)Ψ+(x) + q(x), x ∈ R, (1.4)

где

M ∈ W 2×2, q ∈ W 2×1
0 , M =

1

a

(
b |a|2 − |b|2
1 −b

)
, (1.5)

q1 =
ac− bc

a
, q2 = − c

a
. (1.6)

Здесь и далее классы функций W 2×1
0 и W 2×1

0± определены по аналогии с классами
W 2×2

0 и W 2×2
0± соответственно. Например, условие Ψ+ ∈ W 2×1

0+ означает, что

Ψ+ = (Ψ+
1 ,Ψ

+
2 )

T , Ψ+
j ∈ W0+, j = 1, 2,

где T — знак транспонирования.

Лемма 1. Для существования решения задачи Маркушевича (1.1), (1.2) необхо-
димо и достаточно существование решения краевой задачи Римана (1.4)–(1.6).
Эквивалентность этих двух задач устанавливается равенствами

φ+(x) = Ψ+
1 (x), φ

−(x) = Ψ+
2 (x).

Приведем теперь вторую краевую задачу Римана (аналог уравнений в сверт-
ках (0.1) при условии (0.2)). Для вектор–функций Φ± ∈ W 2×1

0± рассмотрим на
расширенной прямой R краевую задачу Римана:

Φ+(x) = G(x) Φ−(x) + g(x), x ∈ R, (1.7)

где

G(x) = − 1

Λ−(x)

(
1 −eixτFk−(x)

e−ixτ
(
Fk+(x) + 1− λ

)
λ−Fk−(x)−Fk+(x)

)
, (1.8)

k±(t) = θ(±t)k(t), Fk±(x) =
∫ ∞

−∞
eixtk±(t) dt, Λ

±(x) = 1−Fk±(x),

g1(x) =
Ff(x)
Λ−(x)

Fk−(x), g2(x) =
Ff(x)
Λ−(x)

e−ixτFk+(x).
(1.9)
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Определим на алгебре W0 дополнительные друг к другу проекторы P+
0 и P−

0

по формулам

P±
0 : W0 → W0±, P

±
0 Fg0(x) =

∫ ∞

−∞
eixtg0(t)θ(±t) dt, x ∈ R,

где g0 ∈ L1(R).
В следующей теореме (см. [9, лемма 1.1], [6, теорема 1]) найдена взаимосвязь

(и условия эквивалентности) краевой задачи Римана (1.7)–(1.9) и уравнений в
свертках (0.1) (задачи (0.1), (0.2)).

Теорема 1. Задача (0.1), (0.2) эквивалентна краевой задаче Римана (1.7)–(1.9) с
дополнительным условием

û1(x) := Φ+
1 (x) + eixτΦ−

2 (x) + Ff(x) ∈ W0+, e
−ixτ û1(x) ∈ W0−. (1.10)

Решения задачи (0.1), (0.2) и краевой задачи Римана (1.7)–(1.10) связаны ра-
венствами

Φ1(x) = Fk−(x)Fu(x), Φ2(x) = e−ixτ
(
Fk+(x) + 1− λ

)
Fu(x),

Fu(x) = Φ+
1 (x) + eixτΦ−

2 (x) + Ff(x), (û1(x) = Fu(x)),
где

Φ = Φ+ + Φ−, Φ±(x) = P±
0 Φ(x).

Кроме того, если λ = 1 и выполнено неравенство

Λ±(x) ̸= 0, x ∈ R,

то матрица G(x) ∈ GW 2×2 и допускает левую и правую стандартные фактори-
зации с суммарным индексом æ0:

æ0 = Ind det G(x) ≡ 1

2π
∆R arg det G(x) = Ind

Λ+(x)

Λ−(x)
≥ 0.

Замечание 1. При λ = 1 легко видеть, что в теореме 1 условие (1.10) заведомо
выполнено, если ||k±||L1 < 1, кроме того, если k(t) = 0, |t| > τ или функция
k(t) экспоненциально убывает на бесконечности, то не уменьшая общности можно
считать, что Λ±(x) ̸= 0, x ∈ R, (см. [9, замечание 1.1]).

Укажем взаимосвязь (и условия эквивалентности) краевой задачи Маркуше-
вича и усеченного уравнения Винера – Хопфа с симметричным ядром (при усло-
вии (1.3)).

Для простоты считаем, что коэффициенты задачи Маркушевича имеют сле-
дующий вид:

a = 1, b(x) := b−(x) =

∫ 0

−∞
eitx β(t) dt, (1.11)

где β ∈ L1(−∞, 0).
Сформулируем теперь теорему и следствие из нее, которые доказаны в [3, тео-

рема 1, следствие 1] при более общих условиях на коэффициенты a и b.
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Теорема 2. Пусть для задачи (0.1), (0.2) при λ = 1 выполнено условие симмет-
рии (1.3) и

Λ+(x) ≡ 1−Fk+(x) ̸= 0, x ∈ R, IndΛ+(x) = 0, (1.12)

а для задачи Маркушевича выполнено условие (1.11) и коэффициент b имеет сле-
дующий общий вид:

b(x) = P−
0

{
e−ixτ

Fk+(x)
1−Fk+(x)

}
. (1.13)

Тогда матричные коэффициенты краевых задач Римана (1.7)–(1.9) и (1.4)–
(1.6), матрицы G(x) и M(x), имеют одинаковый набор (левых) частных индек-
сов.

Более того, справедливо равенство

M(x) = −
{

1

Λ+(x)
, 1

}
I1G(x)

{
Λ+(x), 1

}
, x ∈ R, (1.14)

где

I1 =

(
0 1
1 0

)
.

Заметим, что для доказательства теоремы 2 достаточно обосновать равен-
ство (1.14). Справедливость последнего устанавливается непосредственным пере-
множением матриц в правой части (1.14).

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда задача Маркушеви-
ча (1.1), (1.2) корректно разрешима (решение существует, единственно и устой-
чиво по отношению к коэффициентам задачи a, b, c в норме алгебры Винера) то-
гда и только тогда, когда однородное усеченное уравнение Винера – Хопфа имеет
лишь тривиальное решение.

2. Достаточные условия корректной разрешимости
усеченного уравнение Винера – Хопфа с симметричным
ядром

В [1], (см. также [14]) было показано, что задача Маркушевича (1.1), (1.2)
корректно разрешима, если выполнены условия: |a| > |b|, Ind a(x) = 0. Можно
видеть, что используя этот результат по теореме 1 (и следствию 1) можно получить
следующие две теоремы (см. [2]).

Положим
||k+||1 :=

∫ ∞

0

|k+(s)| ds.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (0.2), (1.3) и

k(t) = 0, |t| < τ/2. (2.1)
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Если
||k||1 ≡

∫ τ

−τ
|k(s)| ds < 2, (2.2)

то усеченное уравнение Винера – Хопфа в (0.1) корректно разрешимо.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (0.2), (1.3) и

|1−Fk+(x)| > ||k+||1. (2.3)

Тогда оба частных индекса матрицы G(x) (в теореме 1) равны 0, и усеченное
уравнение Винера – Хопфа в (0.1) корректно разрешимо.

Приведем (см. [2]) достаточные условия корректной разрешимости усеченного
уравнения Винера – Хопфа, полученные из других соображений (без использова-
ния задачи Маркушевича).

Теорема 5. Пусть справедливы условия (0.2), (1.3), и выполнены неравенства

1−Fk(x) ̸= 0, x ∈ R, (2.4)

1−Fk+(x) ̸= 0, x ∈ R. (2.5)

Тогда оба частных индекса матрицы G(x) равны 0, и усеченное уравнение Вине-
ра – Хопфа в (0.1) корректно разрешимо.

Легко видеть, что неравенство в (2.4) заведомо выполнено, если

Fk+(x) + Fk+(x) < 1, x ∈ R.

Рассмотрим два примера к теореме 5.
1. Пусть ||k+||1 < 1/2. Тогда оба неравенства (2.4) и (2.5) будут выполнены.

По теореме 5 усеченное уравнение Винера – Хопфа (при ограничении (1.3)) кор-
ректно разрешимо. С другой стороны, из неравенства ||k||1 < 1 по теореме Банаха
об обратном операторе получим, что усеченное уравнение Винера – Хопфа име-
ет единственное решение в L1(0, τ), представимое в виде абсолютно сходящегося
ряда Неймана. Следовательно, искомое уравнение второго рода в (0.1) корректно
разрешимо.

2. Пусть τ — достаточно большое число. Тогда из неравенства в (2.4) (неравен-
ство в (2.5) может не выполняться) по теореме 7.2 из [11] получим существование и
единственность решения усеченного уравнение Винера – Хопфа при условии (1.3).
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3. Применение усеченного уравнение Винера–Хопфа
с симметричным ядром для исследования задачи
Маркушевича

В работах [2], [3] найдены условия корректной разрешимости задачи Маркуше-
вича, которые вытекают из хорошо известных результатов для усеченного урав-
нения Винера – Хопфа и настоящей теоремы 2.

В данном параграфе предполагается, что коэффициенты a и b задачи Мар-
кушевича (1.1), (1.2) удовлетворяют условиям (1.11)–(1.13). Следующие теоремы
получены в [2], [3] (при общих условиях на коэффициент a).

Рассмотрим сначала случай, когда

||k||1 ≡
∫ τ

−τ
|k(s)| ds < 1. (3.1)

Теорема 6. Пусть выполнено неравенство (3.1). Тогда оба частных индекса мат-
рицы M(x) равны 0 и задача Маркушевича (1.1), (1.2) корректно разрешима.

Если, кроме того,

c(x) = b(x)Ff(x), f(t) = −f(τ − t), t ∈ (0, τ),

то решение задача Маркушевича имеет следующий вид:

φ−(x) =
1

2

(
Φ+

1 (x)− Φ−
2 (x)

)
,

φ+(x) =
1

2Λ+(x)

(
Φ+

2 (x)− Φ−
1 (x)

)
+ b+(x)φ−(x),

(3.2)

где

Φ1(x) = Fk+(x)Fu(x), Φ2(x) = e−ixτFk+(x)Fu(x), Φ±(x) = P±
0 Φ(x),

u — решение усеченного уравнение Винера – Хопфа при ограничениях (0.2), (1.3).

В следующем случае считаем, что ядро k(t) является периодической функцией
на интервале (−τ, τ) с периодом τ .

Пусть N — множество целых чисел. Положим

N0 := {m ∈ N : Λ+(xm) = 0, гдеxm = 2mπ/τ, }(
Λ+(x) = 1−

∫ τ

0

eixtk+(t) dt, x ∈ R, k(t) := 0, |t| > τ

)
.

Из соотношения
lim

|x|→∞
Λ+(x) = 1

и явного вида для целой аналитической функции Λ+ следует, что N ⊃ N0 —
конечное множество (с числом элементов n0). Ясно, что n0 = 0 при N0 = Ø —
пустое множество.
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Теорема 7. Пусть функция k+(t) удовлетворяет следующему равенству:

k+(t) = k+(τ − t), t ∈ (0, τ). (3.3)

Тогда задача Маркушевича (1.1), (1.2) корректно разрешима тогда и только то-
гда, когда N0 = Ø.

В противном случае, если N0 ̸= Ø, то общее решение однородной (c = 0)
задача Маркушевича (1.1), (1.2) вычисляется по формулам (3.2), где

Fu(x) = Q+
0 (x)

(
1− eixτ

)
,

Q+
0 (x) =

n0∑
j=1

cj(x− xj)
−1, xj = 2mjπ/b, mj ∈ N0,

cj — произвольные комплексные постоянные, j = 1, . . . , n0.

В случае, когда τ — достаточно большое число в [3, теорема 3] получен следу-
ющий результат.

Теорема 8. Пусть
1−Fk+(x)−Fk+(x) ̸= 0, x ∈ R.

Тогда существует такое (достаточно большое) τ0 > 0, что для всех τ > τ0
задача Маркушевича (1.1), (1.2) корректно разрешима.

Рассмотрим теперь случай, когда для уравнения в светках 2–го рода выполне-
ны условия теоремы 5.

Положим

b(x) :=

∫ ∞

−τ
eitxβ(t)dt, H+

b (x) := 1 + eixτb(x) ̸= 0, x ∈ R, (3.4)

где β ∈ L1(−τ,∞).

Теорема 9. Пусть выполняется неравенство в (3.4), IndH+
b (x) = 0 и, кроме

того,
1−Fk+(x)−Fk+(x) ̸= 0, x ∈ R,

где
Fk+(x) =

eixτb(x)

H+
b (x))

.

Тогда задача Маркушевича (1.1), (1.2) корректно разрешима.

4. Векторная краевая задача Римана (задача Римана–
–Гильберта) и уравнения в свертках первого и второго рода
на конечном интервале

В теореме 1 получена взаимосвязь между векторной краевой задаче Рима-
на (1.7)–(1.9) с коэффициентами G, g и уравнениями в свертках (0.1) при усло-
вии (0.2).

Легко видеть, что из теоремы 1 непосредственно вытекает
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Следствие 2. Пусть ||k±||L1 < 1. Тогда матрица G(x) допускает каноническую
факторизацию в алгебре Винера (другими словами, матрица G(x) имеет толь-
ко нулевые частные индексы) тогда и только тогда, когда усеченное уравнение
Винера – Хопфа (0.1) при условии (0.2) имеет единственное решение в L1(0, τ).

Положим
A(x) =

(
e−ixτFk(x) −1−Fk(x)
1−Fk(x) eixτFk(x)

)
, x ∈ R.

Для сравнения со следствием 2 приведем из [16, теорема 2] следующую теорему.

Теорема 10. Матрица A(x) допускает каноническую факторизацию в алгебре
Винера тогда и только тогда, когда усеченное уравнение Винера – Хопфа (0.1)
при условии (0.2) имеет единственное решение в L1(0, τ).

Отметим, что с помощью теоремы 1 (и следствия 2) найдены новые условия
корректной разрешимости усеченного уравнения Винера – Хопфа с симметричным
ядром и также краевой задачи Маркушевича (см. пп. 2–3). Кроме того, теорема 1
использовалась в построении теории уравнений в свертках (0.1) с периодическими
ядрами [7], [8]. Эффективного же применения теоремы 10 не выявлено.

Перейдем непосредственно к уравнению 1-го рода в свертках. Рассмотрим слу-
чай симметричного ядра, когда выполнено условие (1.3). В [3] получена взаимо-
связь между уравнением 1–го рода (0.1) при условиях (0.2), (1.3) и задачи Мар-
кушевича (1.1):

Теорема 11. Пусть для уравнения в свертках первого рода (0.1) выполнены огра-
ничения (0.2), (1.3) и правая часть уравнения удовлетворяет условию

f(t) = −f(τ − t), t ∈ (0, τ).

А в задаче Маркушевича (1.1) a = 1, коэффициент b(x) имеет следующий общий
вид:

b(x) = e−ixτ
Fk+(x) + 1/2

Λ+
0 (x)

+ F+(x),

где
Λ+

0 (x) ≡ 1/2−Fk+(x) ̸= 0, x ∈ R, F+ ∈ W0+.

Кроме того, правые части уравнения (0.1) и задачи Маркушевича связаны равен-
ством

c(x) = b(x)Ff(x), x ∈ R.
Тогда, если u ∈ L1(0, τ) — решение уравнения первого рода (0.1), то функции

φ±(x), заданные следующими двумя формулами:

φ−(x) =
1

2

(
Φ+

1 (x)− Φ−
2 (x)

)
,

φ+(x) =
1

2Λ+
0 (x)

(
Φ+

2 (x)− Φ−
1 (x)

)
+ F+(x)φ−(x)
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(функции Φ±
1 , Φ

±
2 определены в теореме 1), являются решением задачи Марку-

шевича (1.1).
С другой стороны, если φ± ∈ W0± — решение задачи Маркушевича (1.1) и

выполнено условие
e−ixτφ−(x) ∈ W0−,

то функция
u(t) = f(t) + F−1{φ−(x)− eixτφ−(x)}(t)

является решением уравнения первого рода (0.1).

Заключение

Установлена связь между краевыми задачами для аналитических функций и
интегральными уравнениями в свертках на конечном промежутке, позволяющая
получить новые результаты как для краевых задач, так и для интегральных урав-
нений. Дальнейшее исследование направлено на развитие полученных методов для
исследования уравнений в свертках 1–го рода и других интегральных уравнений
типа свертки.
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