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Аннотация. Рассматривается система дифференциальных уравнений с двумя запаздывания-
ми, описывающая взаимодействие популяций хищников и жертв. Модель учитывает возраст-
ную структуру популяций, при этом параметры запаздывания отвечают за время взросления
хищников и жертв соответственно. В работе изучаются асимптотические свойства решений рас-
сматриваемой системы. Указано множество начальных вектор-функций, при которых решения
сходятся к положению равновесия, соответствующему совместному сосуществованию популяций
хищников и жертв. Установлены оценки решений, характеризующие скорость стабилизации на
бесконечности к данному положению равновесия. Результаты получены с использованием моди-
фицированных функционалов Ляпунова – Красовского.
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Abstract. We consider a system of differential equations with two delays, which describes the
interaction between predator and prey populations. The model takes into account the age structure
of populations, herewith the delay parameters denote the time that predator and prey individuals
need to become adult. In the paper we study asymptotic properties of solutions to the considered
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1. Введение

Настоящая работа является продолжением исследований асимптотических
свойств решений системы дифференциальных уравнений с двумя запаздывани-
ями, описывающей взаимодействие популяций хищников и жертв [20]:

ẋ(t) = rx(t− τ1)e
−c1τ1 − ax2(t)− d1x(t)− f(x(t), y(t)),

u̇(t) = rx(t)− rx(t− τ1)e
−c1τ1 − c1u(t),

ẏ(t) = nf(x(t− τ2), y(t− τ2))e
−c2τ2 − d2y(t),

v̇(t) = nf(x(t), y(t))− nf(x(t− τ2), y(t− τ2))e
−c2τ2 − c2v(t),

(1.1)

f(x, y) =
bxy

1 + k1x+ k2y
, b > 0, k1, k2 ≥ 0.

Здесь x(t) — численность популяции взрослых жертв, u(t) — численность попу-
ляции молодых жертв, y(t) — численность популяции взрослых хищников, v(t) —
численность популяции молодых хищников. Параметры запаздывания τ1 > 0 и
τ2 > 0 отвечают за время взросления жертв и хищников соответственно. Коэф-
фициенты системы предполагаются положительными. Более детальное описание
модели содержится в [20].

Отметим, что в работе [20] также подробно обсуждались асимптотические свой-
ства решений рассматриваемой системы. В частности, были получены условия
стабилизации решений на бесконечности, а также условия асимптотической устой-
чивости и неустойчивости положений равновесия.

Как было отмечено в [20], в зависимости от коэффициентов система (1.1) имеет
не более трех положений равновесия (с неотрицательными компонентами).

1) Если d1 ≥ re−c1τ1 , то у системы существует только одно положение равнове-
сия: (x(t), u(t), y(t), v(t)) = (0, 0, 0, 0).

2) Если d1 < re−c1τ1 и ad2 ≥ (re−c1τ1 − d1)(nbe
−c2τ2 − d2k1), то у систе-

мы существуют два положения равновесия: (x(t), u(t), y(t), v(t)) = (0, 0, 0, 0) и
(x(t), u(t), y(t), v(t)) = (x∗, u∗, 0, 0), где

x∗ =
1

a
(re−c1τ1 − d1), u∗ =

rx∗

c1
(1− e−c1τ1).

3) Если d1 < re−c1τ1 и ad2 < (re−c1τ1 − d1)(nbe
−c2τ2 − d2k1), то у систе-

мы существуют три положения равновесия: (x(t), u(t), y(t), v(t)) = (0, 0, 0, 0),
(x(t), u(t), y(t), v(t)) = (x∗, u∗, 0, 0), и (x(t), u(t), y(t), v(t)) = (x0, u0, y0, v0). При
k2 ̸= 0 величина x0 определяется по формуле

x0 =
1

2
(−B +

√
B2 + 4C),

B =
nbe−c2τ2 − d2k1
ak2ne−c2τ2

− 1

a
(re−c1τ1 − d1), C =

d2
ak2ne−c2τ2

,
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при k2 = 0

x0 =
d2

nbe−c2τ2 − d2k1
.

Величины u0, y0, v0 определяются так:

u0 =
rx0
c1

(1− e−c1τ1),

y0 =
ne−c2τ2

d2
(re−c1τ1 − d1 − ax0)x0,

v0 =
d2y0
c2

(ec2τ2 − 1).

Положение равновесия (0, 0, 0, 0) соответствует полному вымиранию популя-
ций, положение равновесия (x∗, u∗, 0, 0) соответствует выживанию только популя-
ции жертв, положение равновесия (x0, u0, y0, v0) соответствует совместному сосу-
ществованию популяций жертв и хищников.

При исследовании асимптотического поведения решений важным вопросом
также является получение оценок решений, характеризующих скорость стабили-
зации на бесконечности. Отметим, что для получения оценок решений систем с
запаздыванием часто используются модифицированные функционалы Ляпунова –
Красовского (см., например, [2–9], [16–19]). Для изучения свойств решений неко-
торых биологических моделей такой подход применялся в [10–14]. В частности, в
работе [13] были установлены оценки, характеризующие скорости стабилизации
решений системы (1.1) на бесконечности к положениям равновесия (0, 0, 0, 0) и
(x∗, u∗, 0, 0).

Цель настоящей работы — указать множество начальных вектор-функций, при
которых решения системы (1.1) сходятся к положению равновесия (x0, u0, y0, v0), и
получить оценки решений, характеризующие скорость стабилизации на бесконеч-
ности к данному положению равновесия. Такие оценки асимптотического поведе-
ния решений для системы (1.1) будут получены впервые. При получении результа-
тов мы также будем использовать модифицированные функционалы Ляпунова –
Красовского.

Автор выражает благодарность профессору Г.В. Демиденко за внимание к ра-
боте.

2. Построение модифицированного функционала
Ляпунова – Красовского

В данном параграфе мы будем предполагать, что выполнены условия,
при которых у системы (1.1) существует нетривиальное положение равновесия
(x0, u0, y0, v0):

d1 < re−c1τ1 , ad2 < (re−c1τ1 − d1)(nbe
−c2τ2 − d2k1). (2.1)
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Рассмотрим подсистему, состоящую из первого и третьего уравнений систе-
мы (1.1): {

ẋ(t) = rx(t− τ1)e
−c1τ1 − ax2(t)− d1x(t)− f(x(t), y(t)),

ẏ(t) = nf(x(t− τ2), y(t− τ2))e
−c2τ2 − d2y(t).

(2.2)

В системе (2.2) сделаем замену

x(t) = x0 + x̃(t), y(t) = y0 + ỹ(t), (2.3)

тогда получим
˙̃x(t) = re−c1τ1(x0 + x̃(t− τ1))− a(x0 + x̃(t))2

−d1(x0 + x̃(t))− f(x0 + x̃(t), y0 + ỹ(t)),

˙̃y(t) = nf(x0 + x̃(t− τ2), y0 + ỹ(t− τ2))e
−c2τ2 − d2(y0 + ỹ(t)).

Кратко эту систему можно записать в виде

d

dt
ỹ(t) = Aỹ(t) + B1ỹ(t− τ1) +B2ỹ(t− τ2) + F0(ỹ(t)) +G(ỹ(t− τ2)), (2.4)

где

ỹ(t) =

(
x̃(t)
ỹ(t)

)
, A =

(
−a11 −a12
0 −a22

)
, B1 =

(
b11 0
0 0

)
, B2 =

(
0 0
b21 b22

)
, (2.5)

a11 = 2ax0 + d1 + f ′x(x0, y0) = 2ax0 + d1 +
by0(1 + k2y0)

(1 + k1x0 + k2y0)2
,

a12 = f ′y(x0, y0) =
bx0(1 + k1x0)

(1 + k1x0 + k2y0)2
, a22 = d2, b11 = re−c1τ1 ,

b21 = ne−c2τ2f ′x(x0, y0) =
y0
x0

d2(1 + k2y0)

(1 + k1x0 + k2y0)
,

b22 = ne−c2τ2f ′y(x0, y0) =
d2(1 + k1x0)

(1 + k1x0 + k2y0)
,

F0(ỹ(t)) =

(
−ax̃2(t)− h(ỹ(t))

0

)
, G(ỹ(t− τ2)) =

(
0

ne−c2τ2h(ỹ(t− τ2))

)
,

h(ỹ) = f(x0 + x̃, y0 + ỹ)− f(x0, y0)− f ′x(x0, y0)x̃− f ′y(x0, y0)ỹ

=
b
[(

1 + k1x0 + k2y0 + 2k1x0k2y0

)
x̃ỹ − k1y0(1 + k2y0)x̃

2 − k2x0(1 + k1x0)ỹ
2
]

[1 + k1(x0 + x̃) + k2(y0 + ỹ)][1 + k1x0 + k2y0]2
. (2.6)

В работе [13] были получены достаточные условия асимптотической устойчивости
нулевого решения системы (2.4), которые также являются достаточными услови-
ями асимптотической устойчивости положения равновесия (x0, y0) системы (2.2).
Приведем соответствующий результат.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (2.1) и условие

a12b21 < (a11 − b11)(a22 + b22). (2.7)

Тогда положение равновесия (x0, y0) системы (2.2) является асимптотически
устойчивым.

Замечание 1. В работе [13] также было показано, что результат останется верным
и в случае a12b21 = (a11 − b11)(a22 + b22).

Следующая наша цель — при выполнении условий (2.1) и (2.7) построить мо-
дифицированный функционал Ляпунова – Красовского, который в дальнейшем
будет использован для получения оценок решений системы (1.1), характеризую-
щих скорость сходимости к положению равновесия (x0, u0, y0, v0).

Вначале приведем результат об асимптотической устойчивости нулевого реше-
ния линейной системы с запаздывающим аргументом

d

dt
y(t) = Ay(t) +By(t− τ), (2.8)

вытекающий из работы [3].

Теорема 2. Пусть существуют матрицы H = H∗ > 0 и K(s) ∈ C1([0, τ ]) такие,

что K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ], при этом

C = −
(
HA+A∗H +K(0) HB

B∗H −K(τ)

)
> 0.

Тогда нулевое решение системы (2.8) является асимптотически устойчивым.

Замечание 2. НеравенствоH > 0 означает, что матрицаH является положительно
определенной.

При доказательстве теоремы 2 использовался модифицированный функционал
Ляпунова – Красовского следующего вида

V (t,y) = ⟨Hy(t),y(t)⟩+
t∫

t−τ

⟨K(t− s)y(s),y(s)⟩ ds. (2.9)

Важно отметить, что при выполнении условий теоремы 2 с помощью данного
функционала были получены оценки решений системы (2.8), характеризующие
скорость убывания на бесконечности. Функционал (2.9) также позволяет получать
оценки областей притяжения нулевого решения и оценки скорости убывания ре-
шений и для нелинейных систем с запаздывающим аргументом (см., например, [3,
4, 7]).
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Результаты работы [3] легко обобщаются на случай нескольких запаздываний
(см., например, [2]). В частности, если система содержит два запаздывания

d

dt
y(t) = Ay(t) +B1y(t− τ1) +B2y(t− τ2), (2.10)

тогда для асимптотической устойчивости нулевого решения системы (2.10) до-
статочно потребовать существование матриц H = H∗ > 0, K1(s) ∈ C1([0, τ1]) и
K2(s) ∈ C1([0, τ2]) таких, что

K1(s) = K∗1(s) > 0,
d

ds
K1(s) < 0, s ∈ [0, τ1], (2.11)

K2(s) = K∗2(s) > 0,
d

ds
K2(s) < 0, s ∈ [0, τ2], (2.12)

причем

C = −

HA+A∗H +K1(0) +K2(0) HB1 HB2

B∗1H −K1(τ1) 0
B∗2H 0 −K2(τ2)

 > 0. (2.13)

Доказательство этого проводится с использованием функционала

V (t,y) = ⟨Hy(t),y(t)⟩+
t∫

t−τ1

⟨K1(t− s)y(s),y(s)⟩ ds

+

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)y(s),y(s)⟩ ds. (2.14)

Предполагая, что справедливы неравенства (2.1) и (2.7) и матрицы A, B1,
B2 имеют вид (2.5), построим модифицированный функционал Ляпунова – Кра-
совского (2.14) для системы (2.10) такой, что выполнены условия (2.11)–(2.13).
Для этого подберем соответствующие матрицы H = H∗ > 0, K1(s) ∈ C1([0, τ1]),
K2(s) ∈ C1([0, τ2]).

Положим
H =

(
h11 h12
h12 h22

)
,

K1(s) = e−κ1s(αB∗1B1 +M1), M1 =M∗
1 > 0, α, κ1 > 0,

K2(s) = e−κ2s(βB∗2B2 +M2), M2 =M∗
2 > 0, β, κ2 > 0.

Заметим, что B∗1H = B∗1H̃1, B∗2H = B∗2H̃2, где

H̃1 =

(
h11 h12
0 0

)
, H̃2 =

(
0 0
h12 h22

)
.
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В этом случае матрица (2.13) будет иметь вид C =−
(
HA+A∗H + αB∗

1B1 + βB∗
2B2

)
−M1 −M2 −H̃∗

1B1 −H̃∗
2B2

−B∗
1H̃1 e−κ1τ1(αB∗

1B1 +M1) 0

−B∗
2H̃2 0 e−κ2τ2(βB∗

2B2 +M2)

 .

Введем обозначение

R = −
(
HA+ A∗H + αB∗1B1 + βB∗2B2

+
1

α
eκ1τ1H̃∗1H̃1 +

1

β
eκ2τ2H̃∗2H̃2

)
=

(
r11 r12
r12 r22

)
. (2.15)

Тогда матрица C преобразуется к виду

C =

R−M1 −M2 0 0
0 e−κ1τ1M1 0
0 0 e−κ2τ2M2



+


1

α
eκ1τ1H̃∗1H̃1 −H̃∗1B1 0

−B∗1H̃1 αe−κ1τ1B∗1B1 0
0 0 0

+


1

β
eκ2τ2H̃∗2H̃2 0 −H̃∗2B2

0 0 0

−B∗2H̃2 0 βe−κ2τ2B∗2B2


≥

R−M1 −M2 0 0
0 e−κ1τ1M1 0
0 0 e−κ2τ2M2

 . (2.16)

Тем самым, наша задача свелась к тому, чтобы показать положительную опреде-
ленность матрицы R. В этом случае легко подобрать матрицы M1 и M2 так, чтобы
матрица C также была положительно определенной.

Учитывая явный вид матриц A, B1, B2, H, H̃1 и H̃2, получим следующие фор-
мулы для элементов матрицы R:

r11 = 2a11h11 − αb211 − βb221 −
1

α
eκ1τ1h211 −

1

β
eκ2τ2h212,

r12 = a12h11 + (a11 + a22)h12 − βb21b22 −
1

α
eκ1τ1h11h12 −

1

β
eκ2τ2h12h22,

r22 = 2a12h12 + 2a22h22 − βb222 −
1

α
eκ1τ1h212 −

1

β
eκ2τ2h222.

(2.17)

Заметим, что в силу обозначений величин a22 и b22 имеет место неравенство a22 ≥
b22. Далее мы будем рассматривать два случая: a22 > b22 и a22 = b22.
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Случай a22 > b22.
В этом случае положим h12 = 0, тогда

r11 = 2a11h11 − αb211 − βb221 −
1

α
eκ1τ1h211,

r12 = a12h11 − βb21b22,

r22 = 2a22h22 − βb222 −
1

β
eκ2τ2h222.

Величину α выберем так, чтобы величина r11 принимала наибольшее значение.
Тогда

α =
h11
b11

eκ1τ1/2.

Величину h22 выберем так, чтобы величина r22 принимала наибольшее значение.
Тогда

h22 = βa22e
−κ2τ2 .

Следовательно, 
r11 = 2(a11 − b11e

κ1τ1/2)h11 − βb221,

r12 = a12h11 − βb21b22,

r22 = β(a222e
−κ2τ2 − b222).

Определитель матрицы R имеет вид:

r11r22 − r212 = β(a222e
−κ2τ2 − b222)

(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)h11 − βb221

)
−
(
a12h11 − βb21b22

)2

= 2β
(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222) + a12b21b22

)
h11 − β2a222b

2
21e
−κ2τ2 − a212h

2
11.

Полагая

h11 =
β

a212

(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222) + a12b21b22

)
,

будем иметь

r11r22−r212 =
β2

a212

[(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222) + a12b21b22

)2
− (a12b21a22)

2e−κ2τ2

]
.
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Элементы матрицы R преобразуются к виду

r11 =
β

a212
(a11 − b11e

κ1τ1/2)2(a222e
−κ2τ2 − b222)

+
β

a212

[
(a11 − b11e

κ1τ1/2)2a222e
−κ2τ2 −

(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)b22 − a12b21

)2]
,

r12 =
β

a12
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222),

r22 = β(a222e
−κ2τ2 − b222).

Для определенности положим β = 1. Положительная определенность матрицы R
эквивалентна условиям

a22e
−κ2τ2/2 > b22,

(a11 − b11e
κ1τ1/2)(a22e

−κ2τ2/2 + b22) > a12b21.

(2.18)

В силу условия a22 > b22 и условия (2.7) можно подобрать величины κ1 > 0 и κ2 >
0, при которых эти неравенства будут выполнены. Итак, окончательно получим

α =
eκ1τ1/2

a212b11

(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222) + a12b21b22

)
> 0, β = 1, (2.19)

h11 =
1

a212

(
(a11 − b11e

κ1τ1/2)(a222e
−κ2τ2 − b222) + a12b21b22

)
> 0, (2.20)

h12 = 0, h22 = a22e
−κ2τ2 > 0. (2.21)

В случае a22 > b22 модифицированный функционал Ляпунова – Красовского по-
строен, при этом выполнены условия (2.11)–(2.13).

Случай a22 = b22.
Воспользуемся формулами, полученными в предыдущем случае. Исполь-

зуя (2.19)–(2.21) и учитывая, что a22 = b22, положим

α =
b22e

κ1τ1/2

a212b11

(
a12b21 − (a11 − b11e

κ1τ1/2)b22(1− e−κ2τ2)
)
> 0, β = 1, (2.22)

h11 =
b22
a212

(
a12b21− (a11− b11e

κ1τ1/2)b22(1− e−κ2τ2)
)
> 0, h22 = b22e

−κ2τ2 > 0. (2.23)
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Подставим эти величины в (2.17), учитывая, что a22 = b22:

r11 =
b21
a12

(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)b22 − a12b21

)
−2

b222
a212

(a11 − b11e
κ1τ1/2)2(1− e−κ2τ2)− eκ2τ2h212,

r12 = (a11 − b11e
κ1τ1/2)

(
h12 −

b222
a12

(1− e−κ2τ2)

)
,

r22 = 2a12h12 −
a212b11e

κ1τ1/2h212

b22

(
a12b21 − (a11 − b11eκ1τ1/2)b22(1− e−κ2τ2)

) − b222(1− e−κ2τ2).

Полагая
h12 =

b222
a12

(1− e−κ2τ2), (2.24)

будем иметь 

r11 =
b21
a12

(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)b22 − a12b21

)
− b222
a212

(1− e−κ2τ2)
(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)2 + b222(e
κ2τ2 − 1)

)
,

r12 = 0,

r22 =

(
a12b21 − a11b22(1− e−κ2τ2)

)
b222(1− e−κ2τ2)(

a12b21 − (a11 − b11eκ1τ1/2)b22(1− e−κ2τ2)
) .

Положительная определенность матрицы R эквивалентна условиям

b222(1− e−κ2τ2)
(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)2 + b222(e
κ2τ2 − 1)

)
< a12b21

(
2(a11 − b11e

κ1τ1/2)b22 − a12b21

)
,

a11b22(1− e−κ2τ2) < a12b21.

(2.25)

В силу условия a22 = b22 и условия (2.7) можно подобрать величины κ1 > 0 и
κ2 > 0, при которых эти неравенства будут выполнены.

Также нетрудно видеть, что при выполнении условий (2.25) матрица H явля-
ется положительно определенной. Действительно, из (2.15) вытекает, что

HA+ A∗H = −R− αB∗1B1 − βB∗2B2 −
1

α
eκ1τ1H̃∗1H̃1 −

1

β
eκ2τ2H̃∗2H̃2 < 0,
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т. е. матрица H = H∗ является решением матричного уравнения Ляпунова
HA + A∗H = −S, где S = S∗ > 0. Поскольку все собственные значения мат-
рицы A содержатся в левой полуплоскости {λ ∈ C : Reλ < 0}, отсюда следует
положительная определенность матрицы H (см., например, [1], гл. 1, § 4]).

Итак, в случае a22 = b22 модифицированный функционал Ляпунова – Красов-
ского построен, при этом условия (2.11)–(2.13) также выполняются.

3. Оценки для модифицированного функционала
Ляпунова – Красовского

В этом параграфе мы будем предполагать, что выполнены условия (2.1) и (2.7).
Как уже отмечалось, из этих условий вытекает асимптотическая устойчивость по-
ложения равновесия (x0, y0) системы (2.2). Также при выполнении этих условий в
предыдущем параграфе был построен модифицированный функционал Ляпуно-
ва – Красовского, с использованием которого устанавливается асимптотическая
устойчивость. В данном параграфе мы получим оценки для этого функционала,
из которых будут следовать оценки решений системы (2.2), характеризующие ско-
рость сходимости к положению равновесия (x0, y0) при t→ ∞.

Рассмотрим систему (2.2), для которой зададим начальные условия:{
x(t) = φ(t), t ∈ [−τmax, 0], x(+0) = φ(0),
y(t) = ψ(t), t ∈ [−τmax, 0], y(+0) = ψ(0),

(3.1)

где
τmax = max{τ1, τ2},

φ(t), ψ(t) — заданные неотрицательные непрерывные функции. Хорошо известно,
что решение начальной задачи (2.2), (3.1) существует и единственно, при этом,
как было отмечено в [20], решение будет определено при всех t ≥ 0, и более того,
будут выполнены неравенства x(t) ≥ 0 и y(t) ≥ 0 при всех t ≥ 0. Также можно
показать, что компоненты решения начальной задачи будут ограничены сверху
при всех t ≥ 0 [13].

Как было отмечено в предыдущем параграфе, задача об устойчивости положе-
ния равновесия (x0, y0) системы (2.2) сводится к задаче об устойчивости нулевого
решения при помощи замены (2.3). При этой замене начальная задача (2.2), (3.1)
преобразуется к начальной задаче для системы (2.4):

d

dt
ỹ(t) = Aỹ(t) + B1ỹ(t− τ1) +B2ỹ(t− τ2) + F0(ỹ(t)) +G(ỹ(t− τ2)),

ỹ(t) = ψ̃(t), t ∈ [−τmax, 0], ỹ(+0) = ψ̃(0),

(3.2)

где

ψ̃(t) =

(
φ̃(t)

ψ̃(t)

)
= ψ(t)− y0, ψ(t) =

(
φ(t)
ψ(t)

)
, y0 =

(
x0
y0

)
. (3.3)
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Рассмотрим модифицированный функционал Ляпунова – Красовского

V (t, ỹ) = ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+
t∫

t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds

+

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds, (3.4)

где

H =

(
h11 h12
h12 h22

)
> 0, K1(s) = αe−κ1sB∗1B1, α, κ1 > 0,

K2(s) = e−κ2s(βB∗2B2 +M2), M2 =M∗
2 > 0, β, κ2 > 0.

Величины h11, h12, h22, α, β, κ1, κ2 определены в предыдущем параграфе (фор-
мулы (2.18)–(2.21) в случае a22 > b22 и формулы (2.22)–(2.25) в случае a22 = b22),
матрица M2 будет определена ниже.

Для формулировки результатов нам потребуются следующие обозначения.
Пусть c > 0 — наибольшее число такое, что выполнено неравенство

⟨Rỹ, ỹ⟩ ≥ c ⟨Hỹ, ỹ⟩ , ỹ ∈ R2, (3.5)

где матрица R > 0 определена в (2.15). Нетрудно проверить, что величина c > 0
определяется по формуле

c =
1

(h11h22 − h212)

(
1

2
(h11r22 + h22r11 − 2h12r12)

−
√

1

4
(h11r22 − h22r11)2 + (h11r12 − h12r11)(h22r12 − h12r22)

)
.

Далее, пусть θ > 0 такое, что

2ne−c2τ2µ
√
h22 θ e

κ2τ2/2 < c, (3.6)

где

µ =
1

(h11h22 − h212)

(
1

2
(h11p22 + h22p11 + 2|h12|p12)

+

√
1

4
(h11p22 − h22p11)2 + (h11p12 + |h12|p11)(h22p12 + |h12|p22)

)
, (3.7)

p11 =
bk1y0(1 + k2y0)

(1 + k1x0 + k2y0)2
, (3.8)
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p12 =
b
(
1 + k1x0 + k2y0 + 2k1x0k2y0

)
2(1 + k1x0 + k2y0)2

, (3.9)

p22 =
bk2x0(1 + k1x0)

(1 + k1x0 + k2y0)2
. (3.10)

Положим
M2 = m2H, m2 = ne−c2τ2µ

√
h22 θ e

κ2τ2/2. (3.11)

Также обозначим

ε = min{c− 2ne−c2τ2µ
√
h22 θ e

κ2τ2/2, κ1, κ2} > 0, q = 2ν
√
h11, (3.12)

где

ν =
1

(h11h22 − h212)

(
1

2
(h11q22 + h22q11 + 2|h12|q12)

+

√
1

4
(h11q22 − h22q11)2 + (h11q12 + |h12|q11)(h22q12 + |h12|q22)

)
, (3.13)

q11 = a+ p11, q12 = p12, q22 = p22.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (2.1) и (2.7). Тогда для решения ỹ(t) на-
чальной задачи (3.2) с начальными данными, удовлетворяющими условиям

φ̃(t) ≥ −x0, ψ̃(t) ≥ −y0, t ∈ [−τmax, 0], (3.14)√⟨
Hψ̃(t), ψ̃(t)

⟩
≤ θ, t ∈ [−τ2, 0], (3.15)

√
V (0, ψ̃) <

ε

q
,

√
V (0, ψ̃)(

1− q

ε

√
V (0, ψ̃)

) ≤ θ, (3.16)

справедлива оценка

√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ ≤

√
V (0, ψ̃)(

1− q

ε

√
V (0, ψ̃)

) e−εt/2, t > 0. (3.17)

Доказательство. Рассмотрим модифицированный функционал Ляпунова – Кра-
совского (3.4). Дифференцируя его вдоль решения начальной задачи (3.2), полу-
чим

d

dt
V (t, ỹ) =

⟨
H
d

dt
ỹ(t), ỹ(t)

⟩
+

⟨
Hỹ(t),

d

dt
ỹ(t)

⟩
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+ ⟨K1(0)ỹ(t), ỹ(t)⟩ − ⟨K1(τ1)ỹ(t− τ1), ỹ(t− τ1)⟩+
t∫

t−τ1

⟨
d

dt
K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)

⟩
ds

+ ⟨K2(0)ỹ(t), ỹ(t)⟩ − ⟨K2(τ2)ỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩+
t∫

t−τ2

⟨
d

dt
K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)

⟩
ds

= −

⟨
C

 ỹ(t)
ỹ(t− τ1)
ỹ(t− τ2)

 ,

 ỹ(t)
ỹ(t− τ1)
ỹ(t− τ2)

⟩+ 2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩+ 2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds,

где матрица C > 0 определена в (2.13). Проводя те же самые рассуждения, что и
при получении неравенства (2.16), мы приходим к следующей оценке

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −⟨(R−M2)ỹ(t), ỹ(t)⟩ − e−κ2τ2 ⟨M2ỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩

+2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩+ 2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds.

Учитывая неравенство (3.5), будем иметь

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −c ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+ 2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩

+2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩+ ⟨M2ỹ(t), ỹ(t)⟩ − e−κ2τ2 ⟨M2ỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds.

Оценим 2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩. Учитывая явный вид вектор-функции F0(ỹ(t)), по-
лучим оценку

2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩ ≤ 2
√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩

√
⟨HF0(ỹ(t)), F0(ỹ(t))⟩

= 2
√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩

√
h11|ax̃2(t) + h(ỹ(t))|.

Нетрудно видеть, что при выполнении условий (3.14) компоненты решения на-
чальной задачи (3.2) будут удовлетворять условиям x̃(t) ≥ −x0 и ỹ(t) ≥ −y0 при
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всех t ≥ 0. Поэтому из явного представления (2.6) функции h(ỹ(t)) вытекает сле-
дующее неравенство

|ax̃2(t) + h(ỹ(t))| ≤ (a+ p11)x̃
2(t) + 2p12|x̃(t)||ỹ(t)|+ p22ỹ

2(t)

=

⟨(
a+ p11 p12
p12 p22

)(
|x̃(t)|
|ỹ(t)|

)
,

(
|x̃(t)|
|ỹ(t)|

)⟩
≤ ν ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ ,

где величины p11, p12, p22 определены в (3.8)–(3.10), ν определено в (3.13). Следо-
вательно,

2 ⟨Hỹ(t), F0(ỹ(t))⟩ ≤ 2ν
√
h11 ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩3/2 ≤ qV 3/2(t, ỹ),

где q определено в (3.12). Отсюда получим оценку на производную функционала
V (t, ỹ):

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −c ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+ qV 3/2(t, ỹ)

+2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩+ ⟨M2ỹ(t), ỹ(t)⟩ − e−κ2τ2 ⟨M2ỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds.

Теперь оценим 2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩. Имеем

2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩ ≤ 2
√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩

√
⟨HG(ỹ(t− τ2)), G(ỹ(t− τ2))⟩

= 2
√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩

√
h22 ne

−c2τ2 |h(ỹ(t− τ2))|.

Учитывая неравенства x̃(t) ≥ −x0, ỹ(t) ≥ −y0 и представление (2.6), получим
оценку

|h(ỹ(t− τ2))| ≤ p11x̃
2(t− τ2) + 2p12|x̃(t− τ2)||ỹ(t− τ2)|+ p22ỹ

2(t− τ2)

=

⟨(
p11 p12
p12 p22

)(
|x̃(t− τ2)|
|ỹ(t− τ2)|

)
,

(
|x̃(t− τ2)|
|ỹ(t− τ2)|

)⟩
≤ µ ⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩ ,

где величины p11, p12, p22 определены в (3.8)–(3.10), µ определено в (3.7). Следо-
вательно,

2 ⟨Hỹ(t), G(ỹ(t− τ2))⟩ ≤ 2ne−c2τ2µ
√
h22
√
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ ⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩ .

Отсюда получим оценку на производную функционала V (t, ỹ):

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −c ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+ qV 3/2(t, ỹ)

+2ne−c2τ2µ
√
h22
√

⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ ⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩
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+ ⟨M2ỹ(t), ỹ(t)⟩ − e−κ2τ2 ⟨M2ỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds. (3.18)

Вначале предположим, что t ∈ [0, τ2]. В этом случае в силу неравенства (3.15)
будем иметь оценку √

⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩ ≤ θ. (3.19)

Учитывая данное неравенство и определение (3.11), из (3.18) получим оценку

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −c ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+ qV 3/2(t, ỹ)

+ne−c2τ2µ
√
h22 θ

(
2
√

⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩
√

⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩

+eκ2τ2/2 ⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ − e−κ2τ2/2 ⟨Hỹ(t− τ2), ỹ(t− τ2)⟩
)

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds

≤ −
(
c− 2ne−c2τ2µ

√
h22 θ e

κ2τ2/2
)
⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩+ qV 3/2(t, ỹ)

−κ1

t∫
t−τ1

⟨K1(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds− κ2

t∫
t−τ2

⟨K2(t− s)ỹ(s), ỹ(s)⟩ ds.

Отсюда нетрудно получить оценку

d

dt
V (t, ỹ) ≤ −εV (t, ỹ) + qV 3/2(t, ỹ),

где ε определено в (3.12). Из данной оценки, используя неравенство Гронуолла
(см., например, [15]), установим оценку

V (t, ỹ) ≤ V (0, ψ̃) e−εt(
1− q

ε

√
V (0, ψ̃)

)2 .

Учитывая определение (3.4) функционала V (t, ỹ), отсюда непосредственно выте-
кает (3.17). Тем самым, при t ∈ [0, τ2] оценка (3.17) доказана.

Далее предположим, что t ∈ [τ2, 2τ2]. В этом случае из неравенства (3.17),
установленного при t ∈ [0, τ2], и из неравенства (3.16) вытекает оценка (3.19).
Тогда, повторяя рассуждения, приведенные выше, из (3.18) получим оценку (3.17)
при t ∈ [τ2, 2τ2].

Оценка (3.17) при t ∈ [mτ2, (m+1)τ2], m ∈ N, легко устанавливается по индук-
ции.

Теорема доказана.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2019, том 9(37), №4



СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ В МОДЕЛИ ХИЩНИК-ЖЕРТВА 383

Теперь приведем результат для системы (2.2), непосредственно вытекающий
из теоремы 3.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (2.1) и (2.7). Тогда для решения
(x(t), y(t))T начальной задачи (2.2), (3.1) с начальными данными, удовлетворя-
ющими условиям

φ(t) ≥ 0, ψ(t) ≥ 0, t ∈ [−τmax, 0], (3.20)√
⟨H(ψ(t)− y0), (ψ(t)− y0)⟩ ≤ θ, t ∈ [−τ2, 0], (3.21)√
V (0,ψ − y0) <

ε

q
,

√
V (0,ψ − y0)(

1− q

ε

√
V (0,ψ − y0)

) ≤ θ, (3.22)

где θ определено в (3.6), ε и q определены в (3.12), справедливы оценки

|x(t)− x0| ≤
(

h22
h11h22 − h212

)1/2
√
V (0,ψ − y0)(

1− q

ε

√
V (0,ψ − y0)

) e−εt/2, t > 0, (3.23)

|y(t)− y0| ≤
(

h11
h11h22 − h212

)1/2
√
V (0,ψ − y0)(

1− q

ε

√
V (0,ψ − y0)

) e−εt/2, t > 0. (3.24)

Доказательство. Воспользуемся теоремой 3. Из оценки (3.17) и из неравенств

x̃2(t) ≤ h22
h11h22 − h212

⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩ , ỹ2(t) ≤ h11
h11h22 − h212

⟨Hỹ(t), ỹ(t)⟩

получим

|x̃(t)| ≤
(

h22
h11h22 − h212

)1/2

√
V (0, ψ̃)(

1− q

ε

√
V (0, ψ̃)

) e−εt/2,

|ỹ(t)| ≤
(

h11
h11h22 − h212

)1/2

√
V (0, ψ̃)(

1− q

ε

√
V (0, ψ̃)

) e−εt/2.

Учитывая замену (2.3) и обозначения (3.3), эти неравенства совпадают с (3.23),
(3.24).

Теорема доказана.

4. Оценки решений системы (1.1)

В данном параграфе мы изучим асимптотические свойства решений систе-
мы (1.1). Мы укажем множество начальных вектор-функций, при которых реше-
ния сходятся к положению равновесия (x0, u0, y0, v0), и получим оценки решений,
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характеризующие скорость стабилизации на бесконечности к данному положению
равновесия. Как и ранее, мы будем предполагать, что выполнены условия (2.1)
и (2.7), при которых положение равновесия (x0, u0, y0, v0) является асимптотиче-
ски устойчивым (следствие теоремы 1).

Для системы (1.1) вместе с начальными условиями (3.1) на функции x(t) и y(t)
зададим начальные условия на функции u(t) и v(t):

u(0) = u(0), v(0) = v(0). (4.1)

Решение начальной задачи (1.1), (3.1), (4.1) существует и единственно, при этом,
если выполены условия (3.20) и условия

u(0) ≥
0∫

−τ1

rec1sφ(s)ds, v(0) ≥
0∫

−τ2

nec2sf(φ(s), ψ(s))ds, (4.2)

то все компоненты решения будут неотрицательны (см., например, [13]).
Теперь перейдем к изучению асимптотических свойств решений системы (1.1) в

окрестности положения равновесия (x0, u0, y0, v0). Очевидно, что при выполнении
условий теоремы 4 для первой и третьей компонент решения x(t) и y(t) началь-
ной задачи (1.1), (3.1), (4.1) справедливы оценки (3.23) и (3.24), характеризующие
скорость стабилизации на бесконечности. Осталось получить оценки на u(t) и v(t).

Теорема 5. Пусть выполнены условия (2.1) и (2.7). Тогда для второй и четвер-
той компонент решения (x(t), u(t), y(t), v(t))T начальной задачи (1.1), (3.1), (4.1)
с начальными данными, удовлетворяющими условиям (3.20)–(3.22), (4.2), спра-
ведливы оценки:

1) если t ∈ [0, τ1], то

|u(t)− u0| ≤ e−c1t

∣∣∣∣∣∣u(0) − u0 −
t−τ1∫
−τ1

rec1s(φ(s)− x0)ds

∣∣∣∣∣∣
+e−c1t

 t∫
0

re(c1−(ε/2))sds

( h22
h11h22 − h212

)1/2

Θ(ψ − y0), (4.3)

где ε определено в (3.12),

Θ(ψ − y0) =

√
V (0,ψ − y0)(

1− q

ε

√
V (0,ψ − y0)

) ; (4.4)

2) если t ≥ τ1, то

|u(t)− u0| ≤

u(0) − u0 −
0∫

−τ1

rec1s(φ(s)− x0)ds

 e−c1t
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+

 0∫
−τ1

re(c1−(ε/2))ξdξ

( h22
h11h22 − h212

)1/2

Θ(ψ − y0) e
−εt/2; (4.5)

3) если t ∈ [0, τ2], то

|v(t)− v0| ≤ e−c2t

∣∣∣∣∣∣v(0) − v0 −
t−τ2∫
−τ2

nec2s(f(φ(s), ψ(s))− f(x0, y0))ds

∣∣∣∣∣∣
+e−c2t

 t∫
0

ne(c2−(ε/2))sds

ωΘ(ψ− y0) + e−c2t

 t∫
0

ne(c2−ε)sds

 σΘ2(ψ− y0), (4.6)

где

ω =
b
[
y0(1 + k2y0)

√
h22 + x0(1 + k1x0)

√
h11

]
(1 + k1x0 + k2y0)

√
h11h22 − h212

, σ =
b
√
h11h22

(h11h22 − h212)
; (4.7)

4) если t ≥ τ2, то

|v(t)− v0| ≤

v(0) − v0 −
0∫

−τ2

nec2s(f(φ(s), ψ(s))− f(x0, y0))ds

 e−c2t

+

 0∫
−τ2

ne(c2−(ε/2))ξdξ

ωΘ(ψ−y0) e
−εt/2+

 0∫
−τ2

ne(c2−ε)ξdξ

 σΘ2(ψ−y0) e
−εt. (4.8)

Доказательство. Из второго уравнения системы (1.1), используя метод вариации
произвольной постоянной, нетрудно получить

u(t) = e−c1t

u(0)− t−τ1∫
−τ1

rec1sx(s)ds

+ e−c1t
t∫

0

rec1sx(s)ds

= e−c1t

u(0)− 0∫
−τ1

rec1sx(s)ds

+ e−c1t
t∫

t−τ1

rec1sx(s)ds.

Следовательно,

u(t)− u0 = e−c1t

u(0)− u0 −
0∫

−τ1

rec1s(x(s)− x0)ds


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+e−c1t
t∫

t−τ1

rec1s(x(s)− x0)ds.

Отсюда, используя неравенство (3.23), с учетом обозначения (4.4) получим оцен-
ки (4.3) и (4.5).

Из четвертого уравнения системы (1.1), используя метод вариации произволь-
ной постоянной, нетрудно получить

v(t) = e−c2t

v(0)− t−τ2∫
−τ2

nec2sf(x(s), y(s))ds

+ e−c2t
t∫

0

nec2sf(x(s), y(s))ds

= e−c2t

v(0)− 0∫
−τ2

nec2sf(x(s), y(s))ds

+ e−c2t
t∫

t−τ2

nec2sf(x(s), y(s))ds.

Следовательно,

v(t)− v0 = e−c2t

v(0)− v0 −
0∫

−τ2

nec2s(f(x(s), y(s))− f(x0, y0))ds



+e−c2t
t∫

t−τ2

nec2s(f(x(s), y(s))− f(x0, y0))ds. (4.9)

Учитывая явный вид функции f(x, y), получим

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0 + x̃, y0 + ỹ)− f(x0, y0)

=
b
[
y0(1 + k2y0)x̃+ x0(1 + k1x0)ỹ + (1 + k1x0 + k2y0)x̃ỹ

]
[1 + k1x0 + k2y0][1 + k1(x0 + x̃) + k2(y0 + ỹ)]

,

откуда

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤
by0(1 + k2y0)

(1 + k1x0 + k2y0)
|x− x0|

+
bx0(1 + k1x0)

(1 + k1x0 + k2y0)
|y − y0|+ b|x− x0||y − y0|.

Используя неравенства (3.23), (3.24) и учитывая обозначения (4.4), (4.7), устано-
вим оценку

|f(x(t), y(t))− f(x0, y0)| ≤ ωΘ(ψ − y0) e
−εt/2 + σΘ2(ψ − y0) e

−εt.

Из этой оценки и равенства (4.9) получим оценки (4.6) и (4.8).
Теорема доказана.
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