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Аннотация. В данной работе для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа с
двумя линиями параболического вырождения исследован вопрос однозначной разрешимости
нелокальной задачи, когда на эллиптической части границы области задано условие Дирих-
ле, а на гиперболических частях границы заданы условия, поточечно связывающие значения
дробных производных от решения на характеристиках со значениями решения на линиях па-
раболического вырождения внутри области. При определенных ограничениях неравенственно-
го типа на заданные функции и порядки дробных производных в краевых условиях методом
интегралов энергии доказана единственность решения задачи. Вопрос существования решения
задачи эквивалентно редуцирован к вопросу разрешимости системы сингулярных интеграль-
ных уравнений второго порядка с ядром Коши относительно производных от следов искомого
решения на линиях вырождения. Выписаны условия, гарантирующие существование регуляри-
заторов, приводящих сингулярные интегральные уравнения к уравнениям Фредгольма второго
рода, безусловная разрешимость которых следует из единственности решения задачи. Исследо-
ваны дифференциальные свойства решения. Установлено влияние на корректность постановки
задачи порядков дробных производных в краевых условиях и их связь с порядком вырождения
уравнения.
Ключевые слова: краевая задача, оператор дробного интегрирования, оператор дробного диф-
ференцирования, задача Коши, задача Дирихле, уравнение Фредгольма, сингулярное интеграль-
ное уравнение с ядром Коши.

The inner-boundary value problem for a mixed type
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Abstract. In this paper, equations of mixed elliptic-hyperbolic type with two degeneration lines
parabolic investigated the question of unique solvability of a nonlocal problem, when on the elliptic
part of the boundary region is set to a Dirichlet condition, and on the hyperbolic parts of the border,
conditions are defined, point-by-point linking the values of the fractional derivative of the solution on
the characteristics with the values of the solution at the parabolic lines of degeneracy within the region.
Under certain restrictions preventing type on the specified functions and fractional order derivatives
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in boundary conditions is the method of energy integrals is proved the uniqueness of the solution of
the problem. The question of existence of the solution are equivalent is reduced to the question of
solvability of system of singular integral equations of the second order Cauchy kernel with respect
to derivatives of the traces of the sought solution on the lines of degeneration. Discharged conditions
which guarantee the existence of regularizers, leading to singu-lar integral equations to the Fredholm
equation of the second kind, unconditional solvability of which follows from the uniqueness of the
problem solution. Investigated differential properties of the solution. The influence on the posedness
of the problem of orders of fractional deriva-tives in boundary conditions and their connection with
the order of degeneracy of the equation.
Keywords: boundary value problem, operator of fractional integration operator of fractional
dierentiation, Cauchy problem, Dirichlet problem, Fredholm equation, singular integral equation with
Cauchy kernel.
MSC 2010: 35M12

Введение

Теория краевых задач для уравнений смешанного типа является одним из важ-
нейших разделов современной теории дифференциальных уравнений с частными
производными. Это обусловлено как непосредственными связями уравнений сме-
шанного типа с проблемами теории сингулярных интегральных уравнений, тео-
рией интегральных преобразований и специальных функций, так и прикладными
задачами околозвуковой газовой динамики, математической физики, биологии.
Локальные и нелокальные задачи для уравнений смешанного типа встречаются
при математическом моделировании нефтяных пластов, фильтрации грунтовых
вод, переноса тепла и массы в объекте, имеющем сложное строение, электриче-
ских колебаний в проводах, движения жидкости в канале, окруженном пористой
средой и других явлениях. В настоящее время исследования нелокальных задач
для уравнений смешанного типа ведутся интенсивно. В опубликованных работах
краевые условия содержат классические операторы или операторы дробного в
смысле Римана-Лиувилля интегро-дифференцирования [15, 6]. Много работ по-
священо исследованию краевых задач для линейных уравнений смешанного типа
с одной линией вырождения [5]–[12], [16, 17, 6, 7] и лишь малая часть их посвяще-
на изучению локальных и нелокальных краевых задач для уравнений смешанного
типа с двумя и более линиями вырождения [14, 20]. Такими задачами занимались
А. М. Нахушев, М. М. Зайнулабидов, В. Ф. Волкодавов, М. С. Салахитдинов,
К. Б. Сабитов, О. А. Репин, С. К. Кумыкова и другие авторы. В связи с этим
возникает необходимость дальнейшего развития теории нелокальных краевых за-
дач для различных классов уравнений смешанного типа с негладкими линиями
параболического вырождения и разрывными условиями сопряжения.

В работе с учетом влияния порядка дробной производной в краевом условии
на однозначную разрешимость задачи сформулирована корректная внутреннекра-
евая задача для уравнения смешанного типа с негладкой линией параболического
вырождения. Доказаны существование и единственность решения задачи.

Единственность решения задачи доказывается методом интегралов энергии,
при этом устанавливаются определенные ограничения неравенственного типа на
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заданные функции и порядки дробных производных в краевых условиях. Вопрос
существования решения задачи эквивалентно редуцирован к вопросу разрешимо-
сти системы сингулярных интегральных уравнений второго порядка с ядром Коши
относительно производных от следов искомого решения на линиях вырождения.
Выписаны условия, гарантирующие существование регуляризаторов, приводящих
сингулярные интегральные уравнения к уравнениям Фредгольма второго рода,
безусловная разрешимость которых следует из единственности решения задачи.
Исследованы дифференциальные свойства решения. Установлено влияние на кор-
ректность постановки задачи порядков дробных производных в краевых условиях
и их связь с порядком вырождения уравнения.

Цель исследования — доказать однозначную разрешимость внутреннекраевой
задачи для уравнения смешанного типа с негладкой линией изменения параболи-
ческого вырождения.

1. Постановка задачи

Рассмотрим уравнение смешанного типа

|y|k uxx + sgn (xy) |x|k uyy = 0, (1)

где k = const > 0, в конечной односвязной области Ω, ограниченной кусочно-
гладкой кривой Жордана σ с концами в точках A (1; 0) , B (0; 1), расположенной
в первом квадранте и характеристиками уравнения (1) BC : (−x)p + yp = 1,
AD : xp + (−y)p = 1, CD : x + y = 0, где 2p = k + 2. Обозначим через Ω1, Ω2 —
гиперболические части смешанной области Ω, где x > 0 и x < 0, соответственно;
Ω3 – эллиптическую часть области Ω; I1 (I2) — интервал 0 < x < 1 (0 < y < 1)
прямой y = 0 (x = 0).

Задача. Найти регулярное в области Ω решение u (x, y) уравнения (1), удовле-
творяющее условиям

u (x, y)|σ = φ (x, y) , (2)

a1 (x)D
β
0xx

2β−1u [θ0 (x)] + b1 (x)u (x, 0) = c1 (x) , ∀x ∈ I1, (3)

a2 (y)D
β
0yy

2β−1u [θ0 (y)] + b2 (y)u (0, y) = c2 (y) , ∀y ∈ I2, (4)

где β = k
2k+4

, θ0 (x) – точка пересечения характеристики уравнения (1), вы-
ходящей из точки (x, 0) ∈ I1 с характеристикой OD; θ0 (y) – точка пересече-
ния характеристики, выходящей из точки (0, y) ∈ I2 с характеристикой OC;
φ (x) , ai (t) , bi (t) , ci (t), – непрерывные функции, причем

a2i (t) + b2i (t) ̸= 0, t ∈ Ii, i = 1, 2 (5)

φ (x, y) ∈ C1 (σ) ; ai (t) , bi (t) , ci (t) ∈ C(2,h)
(
Īi
)
, h > 0, Dα

ax – операторы дробного
в смысле Римана – Лиувилля интегро-дифференцирования [18].
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Доказательство единственности решения задачи. Известно, что решение за-
дачи Коши для уравнения (1) с данными на линии y = 0 в области Ω1 задается
формулой [14, 20, 2]

u (x, y) = −23−4βpΓ(2β)
Γ2(β)

xy
∫ b

1
p

a
1
p
t2p−1 (t2p − a2)−1+β

(b2 − t2p) τ1 (t) dt−

−24β−1pΓ(2−2β)
Γ2(1−β)

∫ b
1
p

a
1
p
t2p−2 (t2p − a2)−β (

b2 − t2β
)
ν1 (t) dt,

(6)

где a = xp − (−y)p , b = xp + (−y)p , τ1 (x) = u (x, 0) , ν1 (x) = uy (x, 0), и в
области Ω2

u (x, y) = −23−4βpΓ(2β)
Γ2(β)

xy
∫ d

1
p

c
1
p
t2p−1 (t2p − c2)−1−β (

d2 − t2β
)−1+β

τ2 (t) dt−

−24β−1pΓ(2−2β)
Γ2(1−β)

∫ d
1
p

c
1
p
t2p−2 (t2p − c2)−β

(d2 − t2p)−β
ν2 (t) dt,

(7)

где c = yp − (−x)p , d = yp + (−x)p , τ2 (y) = u (0, y) , ν2 (y) = ux (0, y), Γ (α)
– гамма функция Эйлера [10].

Удовлетворив U [θ0 (x)] , U [θ0 (y)] условиям (3) задачи, получим[
Γ (2β)

Γ (β)
a1 (x) x

β−1 + b1 (x)

]
τ̃1 (x)−

−24β−2Γ (2− 2β)

Γ2 (1− β)
a1 (x)D

β
0xx

2β−1Dβ−1
0x x−

1
2p

−β ν̃1 (x) = c1 (x) , (8)

где τ1 (x) = τ̃1 (x
2p) , ν1 (x) = ν̃1 (x

2p).
Для упрощения (8) воспользуемся известным соотношением [15, 14, 18, 9]

D1−ε
0x x1−2εD−ε

0x x
ε−1f (x) = x−εD1−2ε

0x f (x) . (9)

Полагая в (9) ε = 1− β, f (x) = x−
1
2p · ν̃1 (x), получим [14,18]

Dβ
0xx

2β−1Dβ−1
0x x−

1
2p ν̃1 (x) = xβ−1D2β−1

0x x−
1
2p ν̃1 (x) .

С учетом последнего уравнение (8) после умножения на x1−β примет вид[
a1(x) +

Γ(β)

Γ(2β)
x1−βb1(x)

]
τ̃1(x)− γa1(x)D2β−1

0x x−
1
2p ν̃1(x) =

Γ(β)

Γ(2β)
x1−βc1(x). (10)

Аналогично, функциональное соотношение, принесенное на I2 из области Ω2, име-
ет вид[
a2 (y) +

Γ (β)

Γ (2β)
y1−βb2 (y)

]
τ̃2 (y)− γ a2 (y)D2β−1

0y y−
1
2p ν̃2 (y) =

Γ (β)

Γ (2β)
y1−βc2 (y) (11)

где τ2 (y) = τ̃2 (y
2p) , ν2 (y) = ν̃2 (y

2p) , γ = 24β−2Γ(β)Γ(2−2β)
Γ(2β)Γ(1−β)

.
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Теорема единственности. В области Ω не может существовать более од-
ного регулярного решения задачи (1)–(4), если выполнены условия

ai (t) ̸= 0, ai (t) +
Γ (β)

Γ (2β)
t1−βbi (t) ̸= 0, ∀t ∈ Ii, i = 1, 2, (12)

[
t−k− 1

2p

(
1 +

Γ (β)

Γ (2β)
t1−β bi (t)

ai (t)

)]′

≥ 0, ai (1) bi (1) > 0. (13)

Доказательство. Пусть u (x, y) – решение однородной задачи (1)–(4). Тогда в
области эллиптичности уравнения (1) имеет место соотношение [20, 19, 9]∫∫

Ω3

(
yku2x + xku2y

)
dxdy +

∫ 1

0

xkτ̃1 (x) ν1 (x) dx+

∫ 1

0

ykτ̃2 (y) ν2 (y) dy ≡ 0. (14)

Полагая ci (t) ≡ 0, можно установить справедливость следующих неравенств

Īi =

∫ 1

0

tkτ̃i (t) νidt ≥ 0, i = 1, 2, t = x, y. (15)

В самом деле, полагая ci(t) ≡ 0 из (10) и (11) будем иметь

τ̃1(t) = Ai(t)D
2β−1
0t t−

1
2p ν̃i(t),

где Ai(t) =
γai(t)

ai(t)+
Γ(β)
Γ(2β)

t1−βbi(t)
, t = x, y.

Отсюда, при t = x (или t = y)

Īi =

∫ 1

0

xkτ̃i (x) ν̃i (x) dx =

∫ 1

0

xkν̃i (x)Ai (x)D
2β−1x−

1
2pdx.

Воспользуемся известной формулой для гамма функций [10]∫ ∝

0

tµ−1 cos ktdt =
Γ (µ)

kµ
cos

µπ

2
,

где k > 0, 0 < µ < 1.
Полагая в ней k = |x− ξ| , µ = 2β, получим

Γ (1− 2β) Γ (2β) cos πβ Īi =

=

∫ 1

0

xkAi (x) ν̃i (x) dx

∫ x

0

ξ−
1
2p ν̃i (ξ) dξ

∫ ∝

0

t2β−1 cos t (x− ξ) dt.

Поменяв порядок интегрирования и вводя обозначения ν∗i (ξ) = ξ−
1
2p ν̃i (ξ) ,

Āi (x) = xk+
1
2pAi (x), получим

π

2 sin πβ
Īi =

∫ ∝

0

t2β−1dt

∫ 1

0

Āi (x) ν̃
∗
i (ξ) dx

∫ x

0

ν∗i (ξ) cos t (x− ξ) dξ.
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С учетом того, что
[(∫ x

0
ν̃∗i (ξ) cos tξdξ

)2]′
= 2ν∗i (x) cos tx

∫ x

0
ν∗i (ξ) cos tξdξ,

[(∫ x

0

ν̃∗i (ξ) sin tξ

)2
]′

= 2ν∗i (x) sin tx

∫ x

0

ν∗i (ξ) sin tξdξ,

в результате преобразований, после интегрирования по частям, будем иметь

π

2 sin πβ
Īi =

∫ ∝

0

t2β−1dt

{
Āi(1)

[(∫ 1

0

ν∗i (ξ) cos tξdξ

)2

+

(∫ 1

0

ν∗i (ξ) sin tξdξ

)2
]
−

−
∫ 1

0

Ā′
i (x) dx

[(∫ x

0

ν∗i (ξ) cos tξdξ

)2

+

(∫ x

0

ν∗i (ξ) sin tξdξ

)2
]}

.

Неравенства (15) будут выполняться при выполнении Āi(1) ≥ 0, Ā′
i(x) ≤ 0, что

обеспечено выполнением условий (13) теоремы. Единственность решения задачи
будет следовать из (14), (15).

Доказательство существования решения задачи. Переходя к доказательству
существования решения задачи, будем считать, что φ (x, y) ≡ 0 и кривая σ совпа-
дает с нормальным контуром σ0 : x

2p+y2p = 1. Пусть ai (t) = t1−βa∗i (t) , a∗i (t) ̸= 0.
Основные функциональные соотношения между τ̃i (t) и ν̃i (t), принесенные на

Ii (i = 1, 2) из эллиптической Ω3 и гиперболических Ω1 и Ω2 частей смешанной
области, соответственно имеют вид [20]

τ̃i (t) = −
γ1
2p

∫ 1

0

ξβ−
1
2

[
1

|ξ − t|2β
− 1

|1− ξt|2β

]
ν̃i (ξ) dξ− (16)

−γ1
2p

∫ 1

0

ξβ−
1
2

[
1

|ξ + t|2β
− 1

|1 + ξt|2β

]
ν̃j (ξ) dξ,

где γ1 = Γ2(β)
π22−4βΓ(2β)

, i, j = 1, 2, i ̸= j, и[
ai (t) +

Γ (β)

Γ (2β)
t1−βbi (t)

]
τ̃i (t)− γai (t)D2β−1

0t t−
1
2p ν̃i (t) =

Γ (β)

Γ (2β)
t1−βci (t) (17)

Пусть выполняются условия (12) теоремы единственности. Тогда (17) можно
переписать в виде

τ̃i (t) = Ai (t)D
2β−1
0t t−

1
2p ν̃i (t) + fi (t) , (18)

где

fi (t) =
Γ (β) t1−βci (t)

Γ (2β) ai (t) + Γ (β) t1−βbi (t)
.
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Исключим τ̃i (t) из (16) и (18). Получим

Ai (t)D
2β−1
0t t−

1
2p ν̃i (t) + fi (t) = −

γ1
2p

∫ 1

0

ξβ−
1
2

[
1

|ξ − t|2β
− 1

|1− ξt|2β

]
ν̃i (ξ) dξ−

−γ1
2p

∫ 1

0

ξβ−
1
2

[
1

|ξ + t|2β
− 1

|1 + ξt|2β

]
ν̃j (ξ) dξ.

Пусть ai (t) ̸= 0, тогда подействуем на обе части полученного уравнения опе-
ратором D1−2β

0t . После преобразований с учетом гладкости ядер будем иметь

ν̃∗i (t) +

∫ 1

0

(
ξ

t

)1−2β
k̄∗i (ξ, t)

ξ + t
ν̃∗j (ξ) dξ+ (19)

+

∫ 1

0

(
ξ

t

)1−2β
k̄∗i (ξ, t)

ξ − t
ν̃∗j (ξ) dξ = −D

1−2β
0t

[
fi (t)

Ai (t)

]
,

где k∗i (ξ, t) , k̄∗i (ξ, t) ∈ C
(
Ī × Ī

)∩
C1 (I × I) , ν̃∗i (t) = ν̃i (t) t

− 1
2p , i, j = 1, 2, i ̸= j.

Следовательно вопрос существования решения задачи эквивалентно редуциро-
ван к вопросу разрешимости системы сингулярных интегральных уравнений (19)
относительно неизвестных функций ν̃∗i (t) , i = 1, 2.

Условия 1 + π2[k̄∗i (t, t)]
2 = 1 + π2

A2
i (t)
̸= 0, i = 1, 2 гарантируют существование

регуляризаторов [13], приводящих сингулярные интегральные уравнения (19) к
уравнениям Фредгольма второго рода, безусловная разрешимость которых в тре-
буемом классе функций будет следовать из единственности решения задачи. По
найденным ν̃∗i (t) можно найти τ̃i (t) из (18), а следовательно, и решение задачи (1)
– (4) как решение задачи Дирихле в области Ω3 и решения задач Коши в областях
Ω1 и Ω2.

2. Заключение

В работе для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа с двумя
линиями парболического вырождения доказана однозначная разрешимость внут-
реннекраевой задачи. Единственность доказывается методом интегралов энергии,
при этом на заданные функции и порядки дробных производных в краевых услови-
ях выписываются определенные ограничения неравенственного типа. Для доказа-
тельства существования задача эквивалентно редуцирована к вопросу разрешимо-
сти системы сингулярных интегральных уравнений второго порядка с ядром Коши
относительно производных от следов искомого решения на линиях вырождения.
Система сингулярных интегральных уравнений сведена к уравнениям Фредголь-
ма второго рода, безусловная разрешимость которых следует из единственности
решения задачи. Так же, установлено влияние на корректность постановки зада-
чи порядков дробных производных в краевых условиях и их связь с порядком
вырождения уравнения.
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