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Аннотация. В окрестности равновесия изучается обратимая механическая система. Показыва-
ется, что при отсутствие резонанса обмен энергией между подсистемами невозможен. В ситуации
резонансов 1:2 и 1:3 описывается сценарий обмена энергией между подсистемами.
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Abstract. In the vicinity of equilibrium, a reversible mechanical system is studied. It is shown that
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1. Введение

Явление обмена энергией между подсистемами наглядно демонстрируется [1]
в биениях симпатических маятников: перекачка энергии сопровождается биени-
ями маятников. В рамках линейной теории колебаний (см., например, [1]) яв-
ление объясняется близостью с близостью частот линейной связанной системы.
При описании колебаний механической системы под действием позиционных сил
в окрестности равновесия линейная система распадается на несвязанные линейные
осцилляторы [2]. Значит, обмен энергией возможен при нелинейной связи.

Механическая система, подвержденная действию потенциальных и неконсер-
вативных позиционные силы [2], принадлежит к классу обратимых механических
систем [3]. Обратимая динамическая система с фазовым вектором x и невырож-
денным отображением G обладает свойством пространственно-временной симмет-
рии в смысле инвариантности относительно преобразования: (x, t) → (Gx,−t). В
случае

G =

∥∥∥∥ Il 0
0 In

∥∥∥∥ , l ≥ n
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(Ij – единичная (j × j)-матрица) получим обратимую механическую систему. Фа-
зовое пространство этой системы задается векторами u и v, так что dimu =
l, dimv = n, а преобразование симметрии имеет вид: (u, v, t)→ (u,−v,−t). Множе-
ство M = {u, v : v = 0} называется неподвижным множеством обратимой механи-
ческой системы.

Обратимыми механические системами описывается динамика большинства мо-
делей классической и небесной механики [3]. При этом за вектор u обычно прини-
мается вектор обобщенных координат (квазикоординат), а за вектор v — вектор
обобщенных скоростей (квазискоростей).

В нерезонанной ситуации в нормализованной (до сколь угодно большого ко-
нечного порядка) системе нелинейные связи между подсистемами отсутствуют [2].
Следовательно, обмен энергией между подсистемами возможен только при резо-
нансе. Ниже рассматриваются резонансы третьего (1:2) и четвертого (1:3) поряд-
ков.

Такие резонансы важны для объяснения явлений в квантовой механике [5, 6]
(1:2), нелинейной оптике [7] (1:2), физике плазмы [8] (1:2), небесной механике [9, 10]
(1:2, 1:3), механике [2, 11] (1:3, 1:2). Обмен энергией между осцилляторами в
гамильтоновой системе рассматривался [12] (резонанс 1:2) для системы первого
нелинейного приближения. Обмен энергией наблюдается в конкретных механиче-
ских задачах (см., например, [11, 13]). Явление обмена энергией проявляется на
условно-периодических движениях [14, 15, 16, 17]: изучался резонанс 1:2. Каче-
ственное исследование обратимой системы при резонансе 1:3 дано в [18].

Цель работы — описать процесс обмена энергией в обратимых механических
системах при резонансах 1:2 и 1:3.

2. Обратимая механическая система в окрестности
равновесия

Постоянные решения обратимой механической системы, принадлежащие непо-
движному множеству M , называются равновесиями этой системы. Полагая, что
для равновесия u = 0, v = 0, и выделяя явно линейное приближение, запишем
уравнения обратимой механической системы

u̇∗ = A∗v + U∗(u∗, v∗), v̇∗ = B∗u∗ + V∗(u∗, v∗), (2.1)

U∗(u∗,−v∗) = −U∗(u∗, v∗), V∗(u∗,−v∗) = V∗(u∗, v∗);u∗ ∈ Rl, v∗ ∈ Rn, l ≥ n. (2.2)

Постоянные матрицы A∗ и B∗ имеют размеры (l × n) и (n× l), соответственно.
Матрица A∗ имеет не более n линейно независимых строк. Элементарное преоб-

разование приводит A∗ к виду, в котором l−n строк заполнены нулями. Обозначим
через ξ переменные u∗, отвечающие этим строкам. Тогда система (2.1) перепишет-
ся в виде

ξ̇ = Ξ(ξ, u, v), u̇ = Av+U(ξ, u, v), v̇ = Bu+B1ξ+V (ξ, u, v), ξ ∈ Rl−n;u, v ∈ Rn,
(2.3)
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где A и B — квадратные (n × n)-матрицы. Видно, что характеристическое урав-
нение в системе (2.3) имеет l − n простых нулевых корней. Остальные корни λ
находятся из уравнения

det ∥AB − λ2In∥ = det ∥B − λ2In∥ = 0 (2.4)

и распадаются на пары ±λs, s = 1, . . . , n.
Далее рассмотрим случай, когда detB ̸= 0, что обычно выполняется в меха-

нических задачах. Тогда, заменяя в (2.3) переменную u на u + B−1B1ξ, получим
систему (2.3) с матрицей B1 = 0.

Пусть все λ2s < 0, s = 1, . . . , n и среди них нет равных между собой. В этом
случае rankA = rankB = n. Приведем систему линейного приближения к канони-
ческому виду. Тогда получим

dξ

dt
= Ξ(ξ, η, η̄),

dη

dt
= Λη +H(ξ, η, η̄),

dη̄

dt
= −Λη̄ + H̄(ξ, η, η̄), (2.5)

где η, η̄ — комплексно-сопряженные n-векторы, а Λ = diag(λ1, . . . , λm). Соответ-
ствующее линейное преобразование выберем в виде

η = P∗u+Q∗, η̄ = P̄∗u+ Q̄∗v, (2.6)

в котором P∗, P̄∗(Q∗, Q̄∗) – комплексно-сопряженные (n× n)-матрицы. Тогда мат-
рицы P∗ и Q∗ удовлетворяют уравнениям

P∗AB = Λ2P∗, Q∗BA = Λ2Q∗. (2.7)

Уравнения (2.7) совместны в силу справедливости характеристического урав-
нения (2.4). Решения их не единственны. Найдем такое решение, чтобы систе-
ма (2.5) была инвариантна относительно замены: (ξ, η, η̄, t) → (ξ, η̄, η,−t). Тогда
обратимая механическая система (2.5) будет иметь такое неподвижное множество:
M∗ = {ξ, η, η̄ : η = η̄}. Соответственно, разложения правых частей системы (2.5)
содержат только чисто мнимые коэффициенты.

Решения уравнений (2.7), удовлетворяющие указанному условию, имеют вид

P∗ = ΛP, Q∗ = PA, PC = Λ2P, C = AB, (2.8)

где матрица P содержит только чисто мнимые элементы. При этом матрица P
— невырожденная: строки P являются собственными векторами оператора CT ,
соответствующими различным собственным значениям λ1, . . . , λn.

Обратное преобразование задается формулами

u = P−1

(
η1 + η̄1
2λ1

, . . . ,
ηn + η̄n
2λn

)
, v = A−1P−1

(
η1 − η̄1

2
, . . . ,

ηn − η̄n
2

)T

.

Отсюда следует, что вектор u задается действительной матрицей, а век-
тор v — матрицей из чисто мнимых элементов. Поэтому разложение функ-
ции U(ξ, η, η̄) содержит только чисто мнимые коэффициенты, а разложение
V (ξ, η, η̄) — только действительные коэффициенты. Поэтому разложения функ-
ций Ξ(ξ, η, η̄), H(ξ, η, η̄), H̄(ξ, η, η̄) содержат только чисто мнимые коэффициенты.
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Лемма 1. Пусть корни λ2s, s = 1, . . . , n, уравнения (2.4) отрицательны. Тогда
преобразованием (2.6), (2.7), (2.8) система (2.3) приводится к виду (2.5), в ко-
тором разложения правых частей уравнений содержат только чисто мнимые
коэффициенты.

При нелинейной нормализации системы (2.5) чисто мнимость коэффициентов
в разложениях правых частей сохраняется (см. [19, сохранение автоморфизма]).
Выполним эту нормализацию до членов (K − 1)-го порядка. Предположим, что в
системе отсутствуют резонансы до K-го порядка

p1λ1 + . . .+ pnλn = K,

где p1, . . . , pn суть натуральные числа. Тогда с точностью до членов (K − 1)-
порядка нормальная форма системы (2.5) имеет вид

dξ

dt
= 0,

dη

dt
= Λη + iΦ(ηη̄),

dη̄

dt
= −Λη̄ − iΦ(ηη̄)

(Φ — полином по ηη̄ с действительными коэффициентами). Следовательно, нор-
мальная форма допускает первые интегралы

ξ = const, ηη̄ = const,

и обмена энергией между подсистемами не происходит.

Лемма 2. При отсутствие в системе (2.3) резонансов до K-го порядка вклю-
чительно в укороченной до членов (K − 1)-го порядка системе обмена энергией
между подсистемами не происходит.

Ниже положим l = n = 2.

3. Обмен энергией при резонансе 1:2

Рассмотрим резонанс третьего порядка λ1 + 2λ2 = 0. Нормальная форма си-
стемы (2.3) записывается в виде

dη1
dt

= λ1η1 + iB1η̄
2
2 + . . . ,

dη2
dt

= λ2η2 + iB2η̄1η̄2 + . . . , (3.1)

где B1, B2 — действительные коэффициенты, а не выписанные явно слагаемые
имеют порядок не выше второго; комплексно-сопряженная группа уравнений опу-
щена.

Рассмотрим укороченную до квадратичных членов систему. В полярных коор-
динатах

ηs = ρs exp(iθs), η̄s = ρs exp(−iθs), s = 1, 2,

имеем
ρ̇1 = B1ρ

2
2 sin(θ1 + 2θ2), ρ̇2 = B2ρ1ρ2 sin(θ1 + 2θ2),
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θ̇1 = ω1+B1ρ
−1
1 ρ22 cos(θ1+2θ2), θ̇2 = −ω2+B2ρ1 cos(θ1+2θ2), λ1 = iω1, λ2 = −iω2.

Учитывая равенство
ω1 + 2ω2 = 0,

группу уравнений для угловых переменных заменим одним уравнением для θ =
θ1 + 2θ2. Тогда получим замкнутую систему уравнений

ρ̇1 = B1ρ
2
2 sin θ, ρ̇2 = B2ρ1ρ2 sin θ, θ̇ = (B1ρ

−1
1 ρ22 + 2B2ρ1) cos θ. (3.2)

Непосредственной проверкой убеждаемся в существовании двух первых инте-
гралов

B2ρ
2
1 −B1ρ

2
2 = γ(const), ρ1ρ

2
2 cos θ = h(const), (3.3)

в системе (3.2). Интегралы позволяют выполнить полный анализ системы.
Система (3.2) обладает очевидным многообразием решений, на котором

ρ1 = ρ01 > 0, ρ2 = 0, θ̇ = 2B2ρ
0
1 cos θ. (3.4)

Из третьего уравнения системы (3.2) следует возможность существования реше-
ния, на котором θ(t) ≡ ±π/2, а углы меняются таким образом: ρ̇1 = ±B1ρ

2
2, ρ̇2 =

±B2ρ1ρ2. При B1B2 > 0 это означает существование решения, асимптотического
к постоянному решению многообразия (3.4). В случае B1B2 < 0 первый интеграл
будет знакоопределенным: решение ρ1 = ρ2 = 0 системы (3.2) будет устойчивым,
а ее траектории принадлежат эллипсам в первом квадранте плоскости (ρ1, ρ2).
Исследуем случай устойчивости.

Невозможность существования решения, на котором θ̇ = 0, cos θ ̸= 0, доказы-
вается вычислениями:

B1ρ
2
2 = −2B2ρ

2
1, ρ2 =

√
−2B2/B1ρ1,

ρ̇1 = B1(−2B2/B1)ρ
2
1 sin θ,

√
−2B2/B1ρ̇1 = 2B2ρ

2
1

√
−2B2/B1 sin θ.

Рассмотрим решения, на которых ρ2 > 0, θ(t) ̸= ±π/2. Записывая второй
интеграл в (3.3) в виде

ρ1(B2ρ
2
1 − γ) cos θ = h/B1,

убеждаемся в колебательном характере радиуса ρ1(cos θ(t)). Далее, из равенства

dρ1/dρ2 = B1ρ1/(B2ρ2) (3.5)

с учетом первого интеграла в (3.3) получается вывод об колебательном характе-
ре радиуса ρ2, противоположным характеру ρ1. Отсюда следует обмен энергией
между подсистемами.

При B1B2 > 0 нулевое решение системы (3.1) неустойчиво [2]. Отсутствие об-
мена энергии между подсистемами в этом случае следует из равенства

B2ρ
2
1 = B1ρ

2
2 + γ. (3.6)
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4. Обмен энергией при резонансе 1:3

Обратимся к двухчастотному резонансу четвертого порядка

λ1 + 3λ2 = 0.

Здесь нормальная форма системы (2.3) записывается в виде

dη1
dt

= λ1η1 + i(A11|η1|2 + A12|η2|2)η1 + iB1η̄
3
2 + . . . ,

dη2
dt

= λ2η2 + i(A21|η1|2 + A22|η2|2)η2 + iB2η̄1η̄
2
2 + . . . ,

где Aij, Bi(i, j = 2) — действительные коэффициента, а не выписанные явно сла-
гаемые имеют порядок не выше третьего; комплексно-сопряженная группа урав-
нений опущена.

Рассмотрим случай, когда B1B2 ̸= 0. Тогда, согласно ранее полученным резуль-
татам [2], необходимым и достаточным условием укороченной до членов третьего
порядка системы является выполнение одного из двух условий: а) B1B2 < 0, б)
B1B2 > 0, |A1B1 +A2B2| > |B1||B2|3/2. Как следует из рассмотрения резонанса 1:2
обмен энергией происходит в случае устойчивости.

Выпишем укороченную систему в полярных координатах

ρ̇1 = B1ρ
3
2 sin θ, ρ̇2 = B2ρ1ρ

2
2 sin θ,

θ̇1 = ω1 + A11ρ
2
1 + A12ρ

2
2 +B1ρ

−1
1 ρ32 cos θ, θ̇2 = −ω2 + A21ρ

2
1 + A22ρ

2
2 +B2ρ1ρ2 cos θ,

λ1 = iω1, λ2 = −iω2, θ = θ1 + 3θ2.

Учитывая равенство
ω1 + 3ω2 = 0,

группу уравнений для углов заменим одним уравнением для θ. Тогда получим
замкнутую систему уравнений

ρ̇1 = B1ρ
3
2 sin θ, ρ̇2 = B2ρ1ρ

2
2 sin θ, θ̇ = A1ρ

2
1 + A2ρ

2
2 + (B1ρ

−1
1 ρ32 + 3B2ρ1ρ2) cos θ,

(4.1)
Aj = A1j + 3A2j, j = 1, 2.

Система (4.1) обладает очевидным многообразием периодических решений, на
котором

ρ1 = ρ01 > 0, ρ2 ≡ 0, θ̇ = A1(ρ
0
1)

2. (4.2)

На постоянных решениях системы (4.1) имеем: ρ1 = const, ρ2 = const, θ ≡ 0:
значения радиусов вычисляются из третьего уравнения системы. Для остальных
решений справедливо равенство (3.5).

Cистема (4.1) допускает два первых интеграла [2]

V ≡ B2ρ
2
1 −B1ρ

2
2 = γ(const),
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W ≡ A1B2ρ
4
1 + A2B1ρ

4
2 + 4B1B2ρ1ρ

3
2 cos θ = h(const).

Из интеграла V и равенства (3.5) следует, что в случае B1B2 < 0, радиусы ρ1 и ρ2
меняются разно направлено: присходит обмен энергией между подсистемами.

Исследуем случай B1B2 > 0. Связка интегралов

H = V 2 +W 2

будет знакоопределенной, если на многообразии V = 0 функция W |V=0 ̸= 0. Вы-
числим

W |V=0 = B−1
1 B2[A1B1 + A2B2 + 4|B1|1/2|B2|3/2 cos θ]ρ41 ̸= 0,

если
|A1B1 + A2B2| > 4|B1|1/2|B2|3/2.

Отсюда следует устойчивость. Однако обмен энергией между подсистемами не
наблюдается, что следует из записи

B2ρ
2
1 = B1ρ

2
2 + γ.

5. Заключение

Изучение обратимой механической системы в окрестности равновесия показы-
вает, что при отсутствии резонанса обмен энергией между подсистемами невоз-
можен. В случае резонанса 1:2 подсистемы обмениваются энергией, когда само
равновесие устойчиво. В ситуации резонанса 1:3 явление наблюдается в случае
знакоопределенности квадратичного интеграла, в противной случае подсистемы
не обмениваются энергией как в окрестности устойчивого, так и неустойчивого
равновесия.
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