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Аннотация. Краевая задача для оператора градиент дивергенции с младшим слагаемым λu
изучается в пространствах Соболева в ограниченной области G с гладкой границей. Особен-
ность этого матричного оператора состоит в том, что при λ ̸= 0 он приводим к эллиптическому
оператору методом Б.Вайнберга и В. Грушина, а краевая задача удовлетворяет условиям эллип-
тичности В.Солонникова. Откуда вытекают свойства решений спектральной задачи оператора
градиент дивергенции: а) его ненулевые собственные значения имеют конечную кратность, б) их
(обобщенные) собственные функции бесконечно дифференцируемы вплоть до границы области.

Оператор градиент дивергенции имеет самосопряженное расширение Nd в подпространство
Aγ в L2(G), где он обратим. Его обратный оператор вполне непрерывен, а собственные векторы
образуют полный ортогональный базис в Aγ . Изучены свойства рядов Фурье градиента дивер-
генции и его расширения Nd, действующего в Aγ и в его подпространствах A2k

γ , — пространствах
Соболева в Aγ . Определены пространства A1

0 и A−1.
Выделены шкалы пространств Соболева и доказано, что оператор ∇div+ λI при почти всех

λ отображает их взаимно однозначно и непрерывно. Приведены формулы базисных полей гра-
диента дивергенции в шаре. Изложены аналогичные результаты для оператора ротор и его сим-
метричного расширения S в B.
Ключевые слова: пространства Лебега, пространства Соболева, дифференциальные операто-
ры градиент, дивергенция и вихрь (ротор), эллиптические матрицы, краевые задачи, спектраль-
ные задачи, ряды Фурье.
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Abstract. Boundary value problem for a gradient of divergence operator with lower term λu is
studied in Sobolev spaces for a bounded domain G with smooth boundary. The peculiarity of this
matrix operator is that for λ ̸= 0 it is reducible to the elliptic operator (by B.Weinberg and
V. Grushin method) and the boundary problem satisfy the V. Solonnikov ellipticity condition. The
important properties solutions of spectral problems the operator gradient of divergence follow from
this: a) each non-zero eigenvalue has a finite multiplicity, b) any ( generalized) eigenfunction is infinitely
differentiable up to the boundary of the domain.

The gradient of divergence has a self-adjoint expansion Nd in the subspace Aγ of L2(G), where it is
convertible. The inverse operator is compact and a system of its eigenvectors is a complete orthogonal
basis of the space Aγ . Properties of Fourier series for this operator have been investigated. Operator
Nd acts in the space Aγ and in subspaces A2k that are Sobolev spaces of order 2k in Aγ .
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The scales of Sobolev spaces are selected. It is proved that operator ∇div+ λI maps them one to
one and continuously at almost all λ. The formulas of basic fields of a gradient of divergence in a ball
are presented.
Keywords: Lebesgue spaces, Sobolev spaces, gradient, divergence, rotor, elliptic matrix, boundary
value problem, spectral problem, Fourier series.
MSC 2010: 35F45, 35G45, 46E35, 46E40

Посвящается Сергею Львовичу Соболеву к его 110-летию.

1. Введение и основные результаты

1.1. Основные пространства и операторы

В статье мы рассматриваем линейные пространства над полем C комплексных
чисел. Через L2(G) обозначаем пространство Лебега вектор-функций, квадратич-
но интегрируемых в G с внутренним произведением (u,v) =

∫
G
u · vdx и нормой

∥u∥ = (u,u)1/2.
Пространство Соболева порядка s ≥ 0, состоящее из вектор-функций, принад-

лежащих L2(G) вместе с обобщенными производными до порядка s ≥ 0, обознача-
ется через Hs(G), ∥f∥s — норма его элемента f ; замыкание в Hs(G) пространства
C∞
0 (G) обозначается через Hs

0(G). Пространство Соболева отрицательного поряд-
ка H−s(G) двойственно к Hs

0(G) (см. W (l)
p (Ω) при p = 2 в §3 гл.4 [22], Hk(Q) в §4

гл.3 [10] и гл.1 в [1]). В области G с гладкой границей Γ в каждой точке y ∈ Γ
определена нормаль n(y) к Γ. Вектор-функция u из Hs+1(G) имеет след γ(n · u)
на Γ ее нормальной компоненты, который принадлежит пространству Соболева-
Слободецкого Hs+1/2(G), |γ(n · u)|s+1/2 — его норма.

Операторы ротор, градиент, дивергенция и их свойства. Операторы
градиент, ротор и дивергенция определяются в трехмерном векторном анализе [6].
Им соответствует оператор d внешнего дифференцирования на формах ωk степени
k = 0, 1, 2. Соотношения ddωk = 0 при k = 0, 1 имеют вид rot∇h = 0 и div rotu = 0.

Формулы u · ∇h + hdivu = div(hu), u · rotv − rotu · v = div[v,u], где [v,u] —
векторное произведение, и интегрирование по области G используются при опре-
делении операторов divu и rotu в L2(G) и в D′(G).

Пусть функция h ∈ H1(G), а u = ∇h — ее градиент. Через A(G) обозначим
пространство A(G) = {∇h, h ∈ H1(G)}, оно содержится в L2(G) и содержит под-
пространство

Aγ = {∇h, h ∈ H2(G), γ(n · ∇)h = 0}, (1.1)

Aγ плотно в A(G) и содержит подпространство

A2
γ = {u ∈ Aγ(G) : ∇divu ∈ Aγ(G)}. (1.2)

Мы доказывам, что оператор Nd : Aγ(G) → Aγ(G) с областью определения A2
γ, сов-

падающий с ∇div на A2
γ ⊂ H2(G), самосопряжен. Обратный оператор N−1

d : Aγ →
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A2
γ вполне непрерывен. Следовательно, этот оператор имеет полную систему соб-

ственных функций, отвечающих ненулевым собственным значениям:

−∇divqj = µjqj, µj ∈M ⊂ R,

a(x) =
∑
µj∈M

(a,qj)qj(x), если a(x) ∈ Aγ(G), ∥qj∥ = 1.

Ортогональное дополнение A(G) в L2(G) обозначим через B(G). Z.Yoshida и
Y.Giga в [34] обозначают пространство B(G) через L2

σ(G), А.Фурсиков в [30] —
как V(G). В обобщенном смысле оно формулируется так:

B(G) = {u ∈ L2(G) : divu = 0, n · u|Γ = 0}.

Если граница области G имеет положительный род ρ, то B(G) содержит конечно-
мерное подпространство

BH = {u ∈ L2(G) : rotu = 0, divu = 0, n · u|Γ = 0}. (1.3)

Его размерность равна ρ [26], а базисные поля hj ∈ C∞(G) [33].
Ортогональное дополнение BH в B(G) обозначим через V0(G). Итак,

L2(G) = A(G)⊕ B(G), B(G) = V0(G)⊕ BH(G). (1.4)

Отметим, что разложение L2(Ω) на ортогональные подпространства изуча-
ли Г.Вейль [33], С.Л.Соболев [23], О.А.Ладыженская [9], К.Фридрихс [29],
Н. Е.Кочин, И.А.Кибель, Н.В. Розе [8], Э. Быховский и Н.Смирнов [2], Z.Yoshida
и Y. Giga [34]. Мы воспользовались разложением, предложенном в [34].

Пространство V0(G) содержит подпространство

W1 = {u ∈ V0(G) : rotu ∈ V0(G)}.

Z.Yoshida и Y.Giga показали в [34], что оператор S : V0 → V0 с областью опреде-
ления W1, совпадающий с rotu на W1 ⊂ H1(G) — самосопряжен, а его обратный
оператор — вполне непрерывен. Его собственные поля, отвечающие ненулевым
собственным значениям, образуют в V0(G) полный ортогональный базис.

В гидродинамической интерпретации [8] им соответствуют потоки, имеющие
ненулевую завихренность, а собственным функциям градиента дивергенции соот-
ветствуют потенциальные (безвихревые) потоки.

Приложения смотрите в работах [7, 32, 31, 28], а также [14]-[18].
В шаре B радиуса R собственные поля u±

κ ротора, отвечающие ненулевым
собственным значениям ±λκ = ±ρn,m/R и собственные поля qκ градиента ди-
вергенции с собственными значениями −ν2κ, νκ = αn,m/R, выражаются явными
формулами [18], причем

rot u±
κ = ±λκ u±

κ , ∇ div u±
κ = 0, γn · u±

κ = 0; κ = (n,m, k),
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rot qκ = 0, −∇ div qκ = ν2κqκ, γn · qκ = 0, |k| ≤ n,

где числа ±ρn,m и αn,m — нули функций ψn и их производных ψ′
n, а

ψn(z) = (−z)n
(

d

zdz

)n
sin z

z
, n ≥ 0, m ∈ N. (1.5)

Они составляют полные базисы в A и B ⊂ L2(B) [18].
Доказано, что условие v ∈ A2s

γ (G) необходимо и достаточно для сходимости
ряда Фурье поля v из Aγ(G) по собственным функциям оператора ∇ div в норме
пространства Соболева H2s(G) порядка s > 0 (Теорема 3).

1.2. Структура работы

В §2 мы изучаем в ограниченной области G с гладкой границей Γ разрешимость
краевой задачи γn ·u = g для системы ∇divu+λu = f в G в пространствах Hs(G)
при s ≥ 2.

Эта система не является эллиптической [11]. При λ ̸= 0 ее расширение по
Б.Вайбергу и В. Грушину [3] является эллиптической переопределенной системой,
а краевая задача удовлетворяет условиям эллиптичности Солонникова ([24] Тео-
ремы 1.1).

Следовательно, оператор B задачи в пространствах (2.8) имеет левый регуля-
ризатор, конечномерное ядро и выполняются априорная оценка:

Cs∥u∥s+2 ≤ |λ| ∥rot2 u∥s + ∥∇divu∥s + |γ(n · u)|s+3/2 + ∥u∥s (1.6)

Разрешимость этой задачи зависит от пространств, к которым принадлежат f
и g. Пространство B(G) принадлежит ядру оператора градиента дивергенции в
L2(G), а A(G) — ядру ротора, поэтому уравнение ∇divu + λu = f на B(G) сво-
дится к уравнению λu = f , а на A(G) — к уравнению ∆u + λu = f . На подпро-
странство Aγ оператор ∇div + λ I продолжается как самосопряженный оператор
Nd + λ I : Aγ → Aγ. Необходимые и достаточные условия обратимости этого опе-
ратора Фредгольма см. в Теореме 2.

В §3 спектральная задача для оператора градиент дивергенции в области с
гладкой границей сводится к решению спектральной задачи Неймана для скаляр-
ного оператора Лапласа.

В шаре ее решения вычислены явно [4]. В результате мы получаем форму-
лы (3.4) собственных функций qµ(x) градиента дивергенции.

В § 4 методом Фурье в шаре B решается краевая задача γn·v = 0, ∇divv+λv =
f при любых λ (Теорема 4 ). Вводим пространства H2

γδγ(B) и F0
γ(B) и доказываем,

что если λ∈Sp (−∇div), (λ ̸= 0, ν2n,m), то оператор ∇div+λI осуществляет взаимно
однозначное и непрерывное отображение пространств H2

γδγ(B) и F0
γ(B) (Лемма 3).

Выписаны ряды для операторов Nd и N−1
d и пространства A2p

γ — пространства
Соболева H2p в Aγ, p = 1, 2, . . . , которые они отображают.

Попутно изложены аналогичные результаты для оператора ротор и его сим-
метричного расширения S в V0.
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2. Градиент дивергенции в ограниченной области

2.1. Краевая задача

Пусть G — ограниченная область в R3 с гладкой границей Γ, n — внешняя
нормаль к Γ. В частности, G может быть шаром B, |x| < R, с границей S.

Задача 1. В области G и на ее границе Γ заданы векторная и скалярная функции
f и g, найти вектор-функцию u ∈ Hs+2(G), такую что

∇ divu+ λu = f в G, f ∈ Hs(G), (2.1)

n · u|Γ = g, g ∈ Hs+3/2(Γ), (2.2)

где n · u — скалярное произведение векторов u и n.

Эта задача не эллиптична. Оператор ∇ div + λI второго порядка не является
эллиптическим, так как ранг его символической матрицы ∇ div(iξ) равен единице
при всех ξ ∈ R3\0 и меньше трех [11].

2.2. Классы обобщенно эллиптических систем [REESp]

Б. Вайнберг и В. Грушин [3] в 1967 году определили на гладком многообра-
зии X без края класс равномерно неэллиптических систем (РНС) cингулярных
интегро-дифференциальных уравнений и класс матричных с.и.д.операторов, гло-
бально приводимых к эллиптическим матрицам [REEM]=[REduced to Elliptic
Matrix], и доказали их эквивалентность. Эти определения требуют введения до-
полнительных понятий.

Мы приведем их для систем дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами, который обозначим как [REESp].

Система дифференциальных уравнений, S(D)u = f порядкаm, из этого класса
обладает свойствами:

а) ее символическая матрица S0(iξ) имеет постоянный ранг при всех ξ ∈
R3\0. Это позволяет построить аннулятор C(D) оператора S0(D) такой, что
(CS0)(D)u ≡ 0 на X и определить

б) расширенную систему Su = f, //CSu = Cf порядка m//l.
Ее символическая матрица S0(iξ), //(CS)0(iξ) определяется младшей частью

оператора S(D) и дополняет матрицу S0(iξ).
в) Если ранг расширенной матрицы максимален, то исходная система Su = f

принадлежит классу [REES1] и степень ее приводимости равна единице.
г) Если система Su = f такова, что ранг расширенной матрицы не макси-

мален, но постоянный, то процесс повторяется и при определенных условиях
система принадлежит классу [REES2]. И так далее.

Б. Вайнберг и В. Грушин [3] доказали, что на замкнутом многообразии X си-
стема Su = f класса [REESp] являются разрешимой по Фредгольму или Нетеру в
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пространствах Соболева Hs(X), если f ∈ Hs−m+p(X), где s ≥ m целое. В качестве
примера оператора из класса [REESp] приводится оператор d+ ∗ на дифференци-
альных формах степени k на 2k + 1-мерном многообразии X.

Покажем, что система (2.1) принадлежит классу [REES1] при λ ̸= 0. Действи-
тельно, оператор ∇ div + λI таков, что

а) ранг его символической матрицы ∇ div(iξ) равен единице при любых ξ ̸= 0,
б) оператор ∇ div имеет левый аннулятор rot, так как rot∇ divu = 0 для любой

u ∈ C3(G),
в) (6× 3)-оператор ∇ div// λrot порядка 2//1 эллиптичен.
Его символическая матрица имеет максимальный ранг (=3) при выборе опре-

деленных порядков sk и tj для его строк и столбцов, а именно при sk = 0 для
k = 1, 2, 3 и sk = −1 для k = 4, 5, 6; и при tj = 2 для j = 1, 2, 3 [11]. Ранг матрицы
∇ div(iξ)// λrot(iξ равен трем при всех ξ ̸= 0, поэтому расширенная система:

∇ divu+ λu = f , λrotu = rot f (2.3)

является эллиптической по Даглису-Ниренбергу. В общем случае (при F вместо
rot f)эта система переопределена.

Оказывается, что формально переопределенная краевая задача (2.2), (2.3), эл-
липтична по определению В. А.Солонникова [24]. Это означает что

1) система (2.3) эллиптична,
2) граничный оператор γn · u “накрывает” оператор системы (2.3).
Первое утверждение выполняется, если
10) однородная система линейных алгебраических уравнений:

λ rot(iξ)w = 0, (∇ div)(iξ)w = 0, ∀ξ ̸= 0 (2.4)

c параметром ξ ̸= 0 имеет только тривиальное решение w(ξ) = 0;
Пусть τ и n- касательный и нормальный векторы к Γ в точке y ∈ Γ и |n| = 1.

Второе утверждение выполняется, если
20) однородная система линейных дифференциальных уравнений (на полуоси

z ≥ 0 с параметром |τ | > 0):

λrot(iτ + nd/dz)v = 0, (∇div)(iτ + nd/dz)v = 0 (2.5)

с условиями: n ·v|z=0 = 0 и v → 0 при z → +∞ имеет только тривиальное решение
v(y, τ ; z).

Для доказательства 10), 20) воспользуемся соотношением

rot rotv = −∆v +∇divv. (2.6)

10). Из уравнений (2.4) вытекает уравнение −∆(iξ)w = 0, которое распадается на
три скалярных уравнения |ξ|2wj(ξ) = 0. Значит, w = 0 ибо |ξ| ̸= 0, и система (2.3)
— эллиптична.
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20). Из уравнений (2.5) вытекает уравнение (−|τ |2+(d/dz)2)v = 0 с параметром
|τ | > 0. Следовательно, v = we−|τ |z. Эта вектор-функция удовлетворяет уравне-
ниям (2.5), если вектор w таков, что ω×w = 0 ω(ω′ ·w) = 0, где ω = iτ − |τ |n
— вектор-столбец. Так как ω′ · ω = |τ |2 ̸= 0, то ω′ ·w = 0.

Уравнения ω × ω = 0, ω′ · ω = 0, имеют решение w = c ω, где c — постоянная.
Граничное условие приводит нас к равенству |τ |c = 0. Следовательно, c = 0 ибо
|τ | > 0 и v = 0.

Итак, задача (2.2), (2.3) эллиптична по Солонникову. Мы скажем в этом случае,
что краевая задача (2.1), (2.2) при λ ̸= 0 является обобщенно эллиптической класса
[REES1].

2.3. Оператор задачи 1 в пространствах Соболева

Пусть u принадлежит пространству Hs+2(G), то есть каждая компонента uj ∈
Hs+2(G). Тогда ∇divu принадлежит Hs(G) и rot2u принадлежит Hs(G). Поэтому
вектор-функция f := ∇divu+ λu принадлежит пространству

Fs(G) = {f ∈ Hs(G) : rot2 f ∈ Hs(G)}, (2.7)

которое снабдим нормой ∥v∥Fs = (∥v∥2s + ∥rot2v∥2s)1/2. Функция g := γ(n · u) ≡
n · u|Γ принадлежит пространству Hs+3/2(Γ). Следовательно, при λ ̸= 0 задаче
соответствует ограниченный оператор

Bu ≡
(
∇div + λ I

γn·

)
u : Hs+2(G) →

(
Fs(G)

Hs+3/2(Γ)

)
. (2.8)

Согласно Теореме 1.1 из работы Солонникова [24], о переопределенных эллипти-
ческих краевых задачах, в ограниченной области G с гладкой границей Γ ∈ Cs+2,
обобщенно эллиптический оператор (2.8) имеет левый регуляризатор, то есть огра-
ниченный оператор BL такой, что BLB = I + T, где I - единичный, а T — вполне
непрерывный операторы, область значений замкнута, и существует постоянная
Cs > 0 такая, что выполняется оценка:

Cs∥u∥s+2 ≤ |λ| ∥rot2 u∥s + ∥∇divu∥s + |γ(n · u)|s+3/2 + ∥u∥s (2.9)

где ∥u∥s+2 норма u в Hs+2(G), |γ(n·u)|s+3/2 — норма следа нормальной компоненты
u на Γ в Hs+3/2(Γ), s ≥ 0 [24, 11]. Итак, имеет место

Теорема 1. Оператор B в пространствах (2.8) имеет левый регуляризатор. Его
ядро M конечномерно, область значений замкнута и выполняется априорная
оценка (2.9).

Из этой теоремы и оценки следует, что при λ ̸= 0
a) число линейно независимых решений однородной задачи 1 конечно,
b) любое ее обобщенное решение бесконечно дифференцируемо вплоть до гра-

ницы, если граница области бесконечно дифференцируема.
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Из этой теоремы и оценки вытекают полезные свойства решений
спектральной задачи оператора градиента дивергенции:
а) каждое ненулевое собстенное значение µ имеет конечную кратность,
б) любая соответствующая ему обобщенная собственная функция бесконечно

дифференцируема вплоть до границы области, то-есть, поле vµ(x) ∈ C∞(G).
Замечание. Оценку (2.9) я не видел у других авторов. Известна [34] другая

оценка: существует постоянная Cs > 0 такая, что

Cs∥u∥s+1 ≤ ∥rotu∥s + ∥divu∥s + |γ(n · u)|s+1/2 + ∥u∥s (2.10)

2.4. Оператор ∇div + λI в подпространствах

На подпространстве B в L2(G), ортогональном A = {u = ∇h : h ∈ H1(G)}
оператор ∇ divu+ λu является алгебраическим оператором вида: λu.

Пространство Aγ = {u = ∇h : h ∈ H2(G), (n · u)|Γ = 0} плотно в A, так как
функции из C∞

0 ∩ Aγ плотны в L2(G). Пространство

A2
γ(G) = {v ∈ Aγ : ∇divv ∈ Aγ}.

плотно в Aγ и содержится в H2(G) согласно оценке (2.9).
Рассмотрим оператор Nd : Aγ → Aγ с областью определения A2

γ(G), который
при u ∈ A2

γ(G) совпадает с ∇divu.
Оператор Nd + λI, где I — единичный оператор, является эрмитовым [4]. Дей-

ствительно, по формуле Гаусса-Остроградского∫
G

(∇divu+ λu) · vdx =

∫
G

u · (∇divv + λv)dx+ (2.11)∫
Γ

[(n · v)divu+ (n · u)divv] dS.

Если вектор-функции u и v принадлежат A2
γ(G), то граничные интегралы про-

падают, остальные интегралы сходятся. Следовательно,

((∇divu+ λu),v) = (u, (∇divv + λv)) в A2
γ(G). (2.12)

Покажем, что

2.5. Оператор Nd — самосопряжен.

Сопряженный оператор N ∗
d определяется равенством

(Nd u,v) = (u,N ∗
d v) для любого u ∈ A2

γ ≡ D(Nd).

Его левая часть существует, если v ∈ Aγ. Значит, N ∗
d v ∈ Aγ.

При v ∈ D(N ∗
d ) линейная форма u → (Nd u,v) непрерывна на D(Nd) в топо-

логии Aγ и (Nd u,vj) → 0 при vj → 0 в Aγ.
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В частности, если u ∈ C∞
0 (G) ∩ D(Nd), то

(Nd u,v) = (u,∇div v).

Итак, мы видим, что ∇div v ∈ L2(G), если v ∈ D(N ∗
d ).

Учитывая оценку (2.9), получаем, что D(N ∗
d ) ⊂ H2(G).

Следовательно, D(N ∗
d ) = D(Nd) и N ∗

d = Nd.

2.6. Оператор N−1
d .

Так как Aγ ортогонально KerNd, оператор Nd имеет единственный обратный
N−1

d определенный на Aγ. Оператор N−1
d : Aγ → A2

γ(G) имеет точечный спектр,
который не содержит точек накопления кроме нуля.

Их множество счетно и каждое из собственных значений µ имеет конечную
кратность. Перенумеруем их в порядке возрастания: 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . . , повторяя
µk столько раз, какова его кратность. Соответствующие собственные функции
обозначим через q1,q2, . . . , так чтобы каждому собственному значению µk соот-
ветствовала только одна собственная функция qk: −Nd qk = µk qk, k = 1, 2, . . .

Собственные функции, соответствующие одному и тому же собственному зна-
чению, выберем ортонормальными, используя процесс ортогонализации Шмид-
та [4]. Собственные функции, соответствующие различным собственным значени-
ям, ортогональны. Их нормируем.

Таким образом, в подпространстве Aγ ⊂ L2(G) строится ортонормальный ба-
зис, состоящий из собственных функций {qj(x)} оператора −Nd.

2.7. Ряды Фурье по собстенным векторам оператора −Nd и
пространство Aγ

Проекция вектор-функции f ∈ L2(G) на Aγ имеет вид:

fA(x) =
∞∑
j=1

(f ,qj)qj(x). (2.13)

Действительно, частичные суммы fnA этого ряда состоят из элементов, для которых
0 < µj ≤ n:

fnA =
n∑

j=1

(f ,qj)qj(x) и ∥fnA∥2 =
n∑

j=1

(f ,qj)
2 ≤ ∥f∥2,

проекции (f − fnA,qj) = 0, если −∇div qj = µjqj, 0 < µj ≤ n, и

∥fA − fnA∥2 = ∥fA∥2 − ∥fnA∥2 → 0 при n→ ∞.

Отметим, что fnA ∈ C∞(G), rot fnA = 0, γnfnA = 0 и при любом n вектор fnA⊥B в
L2(G). Значит, вектор fA ∈ Aγ(G).
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Согласно определению, Ndw = ∇divw, если w ∈ D(Nd) = A2
γ. Следовательно,

NdfA = lim
n→∞

∇div (fnA) = −
∞∑
j=1

µj(f ,qj)qj, (2.14)

если ряд сходится и принадлежит Aγ. Это так, если f ∈ H2(G). Действительно,
∇div f ∈ L2(G), (∇div f ,qj) = −µj(f ,qj),

(∇div f)nA = −
n∑

j=1

µj(f ,qj)qj,

∥(∇div f)nA∥2 =
n∑

j=1

µ2
j(f ,qj)

2 ≤ ∥∇div f∥2 и ∇div(fA)⊥B

Оператор Nd замкнут. Действительно, если wi - последовательность из D(Nd)

(i = 1, 2, . . . ) такая, что wi → w и Ndwi → v в Aγ , то w ∈ D(Nd), так как по условию
w = limi→∞ wi ∈ Aγ и Ndv = limi→∞Ndwi = limi→∞ ∇divwi ∈ Aγ . Значит, v = Ndw.

Следствие. Оператор Nd не зависит не зависит от порядка выбора частичных
сумм wn ∈ A2

γ(G) ряда fA.
Введем пространства

A2k
γ (G) = {f ∈ Aγ(G), . . . , (∇div)k f ∈ Aγ(G)} при k ≥ 1. (2.15)

Согласно оценкам (2.9) A2
γ ⊂ H2(G) и по индукции A2k

γ ⊂ H2k(G).
С другой стороны, Aγ ∩H2k ⊂ A2k

γ (G)
Поля fnA при фиксированном n принадлежат любому из этих пространств. Опе-

ратор Nd отображает пространство A2k
γ на A

2(k−1)
γ при k > 1, а A2

γ на Aγ.
Пространство Aγ ортогонально ядру оператора Nd в L2(G), поэтому Nd имеет

единственный обратный оператор N−1
d на Aγ:

N−1
d fA = lim

n→∞
N−1

d (fnA) = −
∞∑
j=1

µ−1
j (f ,qj)qj, (2.16)

Оператор N−1
d - компактен. Доказательство. Пусть {vi}i=1,2,...-ограниченная после-

довательность в Aγ . Тогда последовательность wi = N−1
d vi -ограничена в H2(G) ввиду

оценки c∥u∥2 ≤ ∥∇divu∥. По теореме Кондрашева-Reellich последовательность {vi} силь-
но сходится в топологии Aγ , т.е., N−1

d компактен.
Следствие. Спектр оператора N−1

d точечный с единственной точкой накоп-
ления в нуле, µ−1

j → 0 при j → ∞.
Пространство N−1

d Aγ = A2
γ , и так далее, N−1

d A
2(k−1)
γ = A2k

γ .
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2.8. Полнота пространства Aγ(G)

В базисе из собственных функ-ций ∇div скалярное произведение векторов
f ,g ∈ Aγ имеет вид:

(f ,g) = lim
n→∞

(fnA,g
n
A) =

∞∑
j=1

(f ,qj)(g,qj). (2.17)

Согласно книге [4] §1.9, ортонормальная система {qj}j=1,2,... полна в Aγ, если
для любой f ∈ Aγ ее ряд Фурье (2.13) сходится к f в L2(G). По Теореме 1 из [4]
эта система полна в Aγ, тогда и только тогда, когда для любой функции f ∈ Aγ

выполняется равенство Парсеваля-Стеклова, то-есть уравнение замкнутости:

∞∑
j=1

(f ,qj)
2 = ∥f∥2. (2.18)

Пространство A2
γ(G) плотно в Aγ(G), так как плотное в нем множество C∞

0 ∩Aγ(G)
содержится в Aγ(G). Если f ∈ C∞

0 ∩ Aγ(G), то

∥f∥2A2
γ
= ∥f∥2 + ∥∇divf∥2 =

∞∑
j=1

(1 + µ2
j)(f ,qj)

2 <∞ и

lim
n→∞

∥fnA∥2 =
∞∑
j=1

(f ,qj)
2 = ∥f∥2.

2.9. Оператор Nd самосопряжен (эрмитов) в пространстве Aγ(G)

Действительно, если f и g принадлежат A2
γ(G), то имеют место равенства

(∇div f ,g) = (f ,∇divg) = −
∞∑
j=1

µj(f ,qj)(g,qj). (2.19)

Отметим, что равенство∫
G

(∇divu) · v dx =

∫
G

u · (∇div v) dx (2.20)

для любых функций u и v из D(Nd) = A2
γ(G) доказано в п.2.4.
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2.10. Оператор Nd + λ I фредгольмов в Aγ(G)

Оператор Nd + λ I совпадает с ∇div + λ I на A2
γ и по определению

(Nd + λ I)f = lim
n→∞

(∇div + λ I) (fnA) =
∞∑
j=1

(λ− µj)(f ,qj)qj(x), (2.21)

если ряд сходится в L2(G). Это так для всех f ∈ A2
γ(G). Причем, если λ = µj0 при

j = j0, то соответствующее слагаемое исчезает.
Если элемент (Nd + λ I)−1f ∈ Aγ(G), то (Nd + λ I)−1f =

lim
n→∞

n∑
j=1

(λ− µj)
−1(f ,qj)qj(x) =

∞∑
j=1

(λ− µj)
−1(f ,qj)qj (2.22)

и ни одно из слагаемых этого ряда не обращается в бесконечность. Это означает,
что (f ,qj) = 0 при λ = µj = µj0 , то-есть функция f ортогональна всем собственным
функциям qj(x) градиента дивергенции, отвечающим собственному значению µj0 .
Итак, имеет место

Теорема 2. a). Оператор Nd : Aγ → Aγ является самосопряженным. Его спектр
σ(Nd) точечный и действительный. Семейство собственных функций qj(x) опе-
ратора Nd образует полный ортонормированный базис в пространстве Aγ; раз-
ложение f ∈ Aγ(G) имеет вид (2.13). b). Если λ не совпадает ни с одним из
собственных значений оператора Nd, то оператор Nd + λ I : Aγ → Aγ одно-
значно обратим, и его обратный задается формулой (2.22). Если λ = µj0, то он
обратим тогда и только тогда,когда∫

G

f · qj dx = 0 для ∀qj : µj = µj0 . (2.23)

Ядро оператора Nd + µj0 I определяется собственными функциями qj(x), соб-
ственные значения которых равны µj0:

Ker(Nd + µj0 I) =
∑

µj=µj0

cj qj(x), для ∀cj ∈ R. (2.24)

3. Построение собственных функций оператора ∇div

3.1. Связь между собственными функциями операторов ∇div и
Лапласа-Неймана

Задача 2. Найти все ненулевые собственные значения µ и собственные вектор-
функции u(x) в L2(G) оператора минус градиент дивергенции такие, что

−∇divu = µu в G, n · u|Γ = 0, (3.1)

где n · u - проекция вектора u на нормальный вектор n.
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К области определения оператора задачи 2 мы отнесли все вектор-функции u(x) ∈
A2

γ(G). Согласно п.2.5, оператор имеет самосопряженное расширение −Nd в простран-
ство Aγ . Решения задачи 2 принадлежат классу C∞(G), так как Γ ∈ C∞ (см. следствие
теоремы 1).

Эта задача связана со спектральной задачей Неймана для скалярного опера-
тора Лапласа.

Задача 3. Найти все собственные значения ν и собственные функции g(x) опера-
тора Лапласа −∆ такие, что

−∆g = νg в G, n · ∇ g|Γ = 0. (3.2)

К области определения оператора задачи 3 относят все функции g(x) класса C2(G)∩
C1(G), такие что n · ∇ g|Γ = 0 , ∆ g ∈ L2(G).

Эта задача является самосопряженной [4, 10]. Решения задачи 3 принадлежат
классу C∞(G), так как Γ ∈ C∞. Легко видеть, что

Лемма 1. Любому решению (µ,u) задачи 2 в области G соответствует решение
(ν, g) = (µ, div u) задачи 3. Обратно, любому решению (ν, g) задачи 3 соответ-
ствует решение (µ,u) = (ν,∇g) задачи 2.

3.2. Явные решения спектральной задачи Лапласа-Неймана в шаре

Согласно книге [4] В.С.Владимирова
собственные значения оператора Лапласа-Неймана 3 в шаре B равны ν2n,m, где

νn,m = αn,mR
−1, n ≥ 0, m ∈ N , а числа αn,m > 0 суть нули функций ψ′

n(z), произ-
водных ψn(z), т.е. ψn

′(αn,m) = 0. Соответствующие ν2n,m собственные функции
gκ имеют вид:

gκ(r, θ, φ) = cκψn(αn,mr/R)Y
k
n (θ, φ), (3.3)

где κ = (n,m, k) — мультииндекс, cκ — произвольные действительные постоян-
ные, Y k

n (θ, φ) — действительные сферические функции, n ≥ 0, |k| ≤ n, m ∈ N .
Функции gκ(x) принадлежат классу C∞(B) и при различных κ ортогональ-

ны в L2(B). Система функций {gκ} полна в L2(B) [10]. Нормируя их, получим
ортонормированный в L2(B) базис.

3.3. Решение спектральной задачи 2 для ∇div в шаре

Согласно лемме 1 вектор-функции qκ(x) = ∇gκ(x) являются решениями задачи
3 при νn,m = α2

n,mR
−2 в L2(B). Их компоненты (qr, qθ, qφ) имеют вид

qr,κ(r, θ, φ) = cκ(αn,m/R)ψ
′
n(αn,mr/R)Y

k
n (θ, φ),

(qφ + iqθ)κ = cκ(1/r)ψn(αn,mr/R)HY k
n (θ, φ).

(3.4)

При κ = (0,m, 0) функция Y 0
0 (θ, φ) = 1, HY 0

0 = 0. Поэтому

qr,(0,m,0)(r) = c(0,m,0)(α0,m/R)ψ
′
0(α0,mr/R),

(qφ + iqθ)(0,m,0) = 0.
(3.5)
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Из этих формул легко выписать величины нормирующих множителей cκ, при ко-
торых ∥qκ(x)∥ = 1.

Отметим, что qκ и qκ′ ортогональны при κ′ ̸= κ.
Действительно, используя формулу Гаусса-Остроградского легко убедиться,

что ∫
B

qκ′ · qκdx=
α2
n,m

R2

∫
B

gκ′gκdx. (3.6)

Но функции gκ(x) и gκ′(x) , согласно (3.3), взаимно ортогональны в L2(B) при
κ′ ̸= κ. Значит, последний интеграл в (3.6) равен нулю и вектор - функции qκ и
qκ′ взаимно ортогональны в L2(B); при этом ∥qκ(x)∥ = (αn,m/R) ∥gκ(x)∥.

3.4. Сходимость ряда Фурье по собственным функциям оператора
Лапласа-Неймана в норме пространства Соболева

В § 2.5 главы 4 книги В.П.Михайлова [10] для областей G с границей Γ ∈ Cs

определены подпространства Hs
N (G) в Hs(G):

Hs
N (G) = {f ∈ Hs(B) : γ(n · ∇) f = 0, . . . , γ(n · ∇)△σf = 0}, (3.7)

где σ равна целой части [s/2− 1] числа s/2− 1, s ≥ 2, и H0
N (G) = L2(G), H1

N (G) =
H1(G) по определению. Доказано, что принадлежность f пространству Hs

N (G)
необходима и достаточна для сходимости ее ряда Фурье по системе собственных
функций gκ оператора Лапласа-Неймана в Hs(G)(см. теоремы 8 и 9 § 2.5 гл. 4).

3.5. Полнота системы собственных вектор-функций оператора
градиент дивергенции в пространстве Aγ

Действительно, каждый элемент qκ(x) = ∇ gκ принадлежит пространству Aγ,
так как gκ ∈ H1(B) и γn · ∇gκ = 0. С другой стороны, функция h из H1(B)
разлагается в сходящийся в среднем ряд

h =
∑
κ

(h, ĝκ)ĝκ, ĝκ = (αn,m/R)gκ, (ĝκ, ĝκ′) = δκ,κ′ . (3.8)

Следовательно,
∇h =

∑
κ

(h, ĝκ)∇ĝκ =
∑
κ

(h, ĝκ)qκ. (3.9)

3.6. Сходимость ряда Фурье оператора ∇DIV в норме пространства
H2k(G)

Напомним, что скалярное произведение в Hk(G) С.Л.Соболев определяет так:

(f ,g)k = (f ,g) +

∫
G

∑
|α|=k

k!

α!
∂αf · ∂αg dx, k ≥ 1. (3.10)
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В п.2.5 мы определили пространства

A2k
γ (G) = {f ∈ Aγ(G), . . . , (∇div)k f ∈ Aγ(G)} при k ≥ 1. (3.11)

Согласно оценкам (2.9) A2k
γ ⊂ H2k(G). Имеет место

Теорема 3. Для того, чтобы f ∈ Aγ разлагалась в ряд Фурье

f(x) =
∞∑
j=1

(f ,qj)qj(x) (3.12)

по системе собственных вектор-функций qj(x) оператора градиента дивергенции
в G, сходящийся в норме пространства Соболева H2k(G), необходимо и доста-
точно, чтобы f принадлежала A2k

γ (G).
Если f ∈ A2k

γ (G), то сходится ряд

∞∑
j=1

µ2k
j |(f ,qj)|2 (3.13)

и существует такая постоянная C > 0, не зависящая от f , что
∞∑
j=1

µ2k
j |(f ,qj)|2 ≤ C∥f∥2H2k(G). (3.14)

Кроме того, если k > 1, то любая вектор-функция f из A2k
γ (G) разлагается в ряд

Фурье, сходящийся в пространстве C2k−2(G).

Действительно, по определению область G имеет границу Γ ∈ C∞.
Следовательно, собственные функции qj(x) оператора градиент дивергенции
:−∇divqj(x) = µj qj(x) в G γn · qj(x) = 0, принадлежат классу C∞(G) . Значит,
они и их конечные линейные комбинации принадлежат любому из пространств
A2l

γ (G) ⊂ L2(G). Поэтому, если ряд Фурье (3.12) вектор-функции f ∈ H2k(G) схо-
дится в норме H2k(G), то f ,∇div f , . . . , (∇div)k f ∈ Aγ ⊂ L2(G) и, значит,
f ∈ A2k

γ (G). Необходимость доказана.
Пусть f ∈ A2k

γ (G). Установим справедливость неравенства (3.14).
Согласно формуле Грина (2.12)

−(∇div f ,qj) = −(f ,∇divqj) = µj(f ,qj). (3.15)

Обозначим через βk,j коэффициенты Фурье функции (−∇div)kf . Следовательно,

βk,j = ((−∇div)k f ,qj) = µj((−∇div)k−1 f ,qj) = · · · = µk
j (f ,qj). (3.16)

Поскольку (−∇div)kf ∈ L2(G), то
∞∑
j=1

β2
k,j =

∞∑
j=1

µ2k
j (f ,qj)

2 = ∥(−∇div)kf∥2 ≤ C∥f∥2H2k(G); (3.17)
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Последнее неравенство вытекает из определения нормы в H2k(G) Неравенство
(3.14) доказано.

Докажем сходимость ряда (3.12) к f в H2k(G). Пусть Sl(x) - частичная сумма
ряда (3.12).

Как мы уже отмечали Sl(x) ∈ A2k
γ (G) при всех l > 0. В частности, имеем

rotSl(x) = 0 и γn · ∇divSl = 0.
Поэтому оценка (2.9) при s = 0 принимает вид

C1∥Sl∥H2(G) ≤ ∥∇divSl∥L2(G) + ∥Sl∥L2(G). (3.18)

Легко видеть, что ∥Sl∥2L2(G) ≤ c∥∇divSl∥2L2(G), где c = maxjµ
−2
j . Поэтому

∥Sl∥2H2(G) ≤ a1∥∇divSl∥2.Следовательно, по индукции при s = 2p > 2

∥Sl∥2Hs(B) ≤ ap∥(∇div)p Sl∥2. (3.19)

Пусть f ∈ A2k
γ (G), где k > 0. Согласно неравенству (3.14), ряды в правой части

(3.19) сходятся и если l > m ≥ 1, то ∥Sl − Sm∥2Hs(B) ≤

ap(∥(∇div)p(Sl − Sm)∥2 = ap

l∑
m+1

ν2pκ |f ,qκ)|2 → 0

при l,m→ ∞. Это означает, что ряд (3.12) сходится к f в H2k(G).
Далее, при s ≥ 2 в трехмерной области G имеется вложение пространств

Hs(G) ⊂ Cs−2(G) и оценка:

∥f∥Cs−2(G) ≤ Cs∥f∥Hs(G) (3.20)

для любой функции f ∈ Hs(G), в которой постоянная Cs > 0 не зависит от f (см.,
например, Теорему 3 § 6.2 в [10])). В частности,

∥Sl − Sm∥Cs−2(G) ≤ Cs∥Sl − Sm∥Hs(G). (3.21)

Если ∥Sl−Sm∥Hs(G) → 0 при l,m→ ∞, то ∥Sl−Sm∥Cs−2(G) → 0. Это означает, что
ряд (3.12) сходится к f в Cs−2(G). Теорема доказана.

Замечание. Итак, A2k
γ (G)–это пространство Соболева порядка 2k в подпро-

странстве Aγ. Оно определяется степенями оператора ∇ div. Соответственно,
Wk(G) = {f ∈ V0(G), . . . , (rot)k f ∈ V0(G)–это пространство Соболева порядка
k в подпространстве B в L2(G) (см.п.1.1). Оно определяется степенями оператора
rot.

Следствие. Вектор-функция f из A∩C∞
0 (G) разлагается в ряд Фурье (3.12),

сходящийся в пространстве Ck(G) для любого k > 0.

4. Решение краевой задачи в шаре

4.1.

Методом Фурье легко решается краевая задача.
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Задача 4. Задана вектор-функция f(x) ∈ L2(B). Найти вектор-функцию v(x) в
H2(B) такую, что

∇div v + λv = f в B, γnv = 0, (4.1)

Определение. Вектор-функция v из L2(B) есть обобщенное решение задачи
при f ∈ F0

γ(B), если она удовлетворяет тождеству

(v, (∇ div + λ)w) = (f ,w) для любой w ∈ H2
0(B). (4.2)

Отметим,что F0
γ(B) = {f ∈ L2(B), rot2f ∈ L2(B), γnf = 0}. Если f = fB ∈ B и

λ ̸= 0, то v = λ−1fB есть решение уравнения (4.2).
Далее, будем полагать, что f ̸= fB.

4.2. Решение краевой задачи 4 при λ∈Sp (−∇div)

Имеет место

Теорема 4. Если λ ̸= 0, ν2n,m (n ≥ 0, m > 0), f(x) ∈ F0
γ(B), то единственное

решение v задачи 4 есть сумма v1 + v2 рядов

v1 =
∑
κ,n≥0

(f ,qκ)

λ− ν2n,m
qκ(x), κ = (n,m, k), (4.3)

v2 =
fB
λ

≡ 1

λ

∑
κ,n≥1

[(f ,q+
κ )q

+
κ + (f ,q−

κ )q
−
κ (x)]. (4.4)

Решение задачи принадлежит пространству Соболева H2
γ(B).

Если f ∈ A ⊂ L2(B), то v2 = 0, а v1 принадлежит A2
γ ⊂ H2

γ.
Если f ∈ D(B), то ряды (4.3) и (4.4) Сходятся в любом из пространств

Hs(B), s ≥ 1, и их сумма есть решение задачи класса C∞(B).

Замечание. При суммировании рядов вначале складываются элементы, для
которых 0 < νm,n < N (соотв. 0 < λm,n < N), а затем N → ∞.

Из соотношений (4.2) имеем:

(λ− ν2n,m) (v,qκ) = (f ,qκ), λ (v,q±
κ ) = (f ,q±

κ ). (4.5)

Формулы (4.3) и (4.4) получают из равенств (4.5).
Ряды (4.3), (4.4) сходятся в L2(B), так как f ∈ L2(B) и числа |λ − ν2n,m)|−1

стремятся к нулю, при νn,m → ∞.
Функция v2 = λ−1fB есть решение уравнения

(λ−1fB, (∇divw + λw)) = (fB,w) = (fB,wB) ∀w ∈ D(B).

При w = wA

∇divw + λw =
∑
κ,n≥0

(w,qκ)(λ− ν2n,m)qκ(x),
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(v1, (∇divw + λw)) =
∑
κ,n≥0

[(f ,qκ)(w,qκ) = (fA,wA).

Следовательно, ((v1+v2), (∇divw+λw)) = (f ,w). Существование обобщенного
решения доказано.

Единственность решения задачи 4 вытекает из полноты семейства собственных
функций ротора и градиента дивергенции в L2(B).

Далее обосновываем сходимость рядов.

4.3. Свойство операторов задачи

Введем пространство
H2

γδγ(B) = {g ∈ H2(B) : γng = 0, γn∇divg = 0}. Обозначим через Qλ f ряд (4.3),
а через λ−1PB f –ряд (4.4).

Спектр оператора −∇div не имеет конечных предельных точек, поэтому чис-
ла |λ|−1, |λ− ν2n,m|−1 ограничены при λ ̸= 0, ν2n,m и

∥λ−1PB f∥ ≤ |λ|−1∥f∥, ∥Qλ f∥ ≤ Λ∥f∥, (4.6)

причем постоянные |λ|−1 и Λ = maxn,m |λ− ν2n,m|−1 зависят только от расстояния
точки λ до этих точек спектра.

Пусть f ∈ F0
γ(B), то-есть {f ∈ L2(B), rot2f ∈ L2(B), γnf = 0}. Так как f =

fA + fB, v2 = λ−1fB и rot fA = 0, то v2 и rot2 v2 = λ−1rot2 f принадлежат L2(B).
Далее, divfB = 0 и γnf = 0, поэтому div v2 = 0 в B и γn v2 = 0. Согласно оценкам
(4.6) и (2.9)(при s = 0):

∥λ−1PB f∥2 ≤ (C0|λ|)−1(∥f∥+ ∥rot2 f∥). (4.7)

Значит, λ−1PB f ∈ B ∩H2
γ(B), которое содержится в H2

γδγ(B)
Далее, ряд v1(x) = Qλ f принадлежит пространству Aγ(B)

∇divv1 = −
∑
κ,n≥0

ν2n,m
λ− ν2n,m

(f ,qκ)qκ(x), κ = (n,m, k), (4.8)

∥∇divv1∥2 =≤ Π2 ∥f∥2, Π2 = max
n,m

ν4n,m
|λ− ν2n,m|2

(4.9)

Значит, v1 ∈ A2
γ(B). Из оценок (4.6) и (4.9) вытекает, что

∥Qλ f∥2 ≤ C−1
0 (Λ + Π)∥f∥. (4.10)

Значит, Qλ f ∈ H2
γδγ(B). Поэтому v(x) = λ−1PB f + Qλ f , решение задачи 6, при-

надлежит пространству H2
γδγ(B) и выполняется оценка:

∥v∥H2
γδγ(B) ≤ C2

0∥f∥F0
γ(B). (4.11)
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Обратно. Пусть v ∈ H2
γδγ(B) = {v ∈ H2, γn v = 0, γn∇div v = 0}, тогда f =

∇ divv+λv ∈ L2(B), rot2f = λrot2v ∈ L2(B) и γnf = γn∇divv+λγnv = 0. Значит,
f ∈ F0

γ(B) и
∥f∥F0

γ(B) ≤ C0
1∥v∥H2

γδγ(B). (4.12)

Таким образом, доказана следующая

Лемма 2. Если λ∈Sp (−∇div), то-есть если λ ̸= 0, ν2n,m, то оператор ∇div+ λI
осуществляет взаимно однозначное и непрерывное отображение пространств
H2

γδγ(B) и F0
γ(B).

Не трудно доказать более общее утверждение.

Лемма 3. Если λ∈Sp (−∇div), то оператор ∇div+λI осуществляет гомеомор-
физм пространств Hk+2

γδγ (B) и Fk
γ(B) при любом k ≥ 0.

4.4. Разрешимость краевой задачи 4 при λ ∈ Sp (−∇div)

Из соотношений (4.5) видим, что
при λ = 0 однородная задача имеет счетное линейно независимых решений

q±
κ (x), а неоднородная задача 5 разрешима тогда и только тогда, когда (f ,q±

κ ) =
0 ∀κ, то-есть fB = 0 или rot f = 0,

при λ = ν2n,m (n,m-фиксированы) однородная задача имеет 2n+1 линейно неза-
висимых решений qκ(x), где κ = (n,m, k), k = −n, . . . , n, а неоднородная задача
5 разрешима тогда и только тогда, когда (f ,qκ) = 0; значит, задача разрешима
по Фредгольму.

4.5. Оператор Nd + λ I в пространстве Aγ

Согласно п.2.8 оператор ∇div + λ I и его расширение Nd + λ I в Aγ задаются
рядом

(Nd + λ)w =
∑
κ,n≥0

(w,qκ)(λ− ν2n,m)qκ(x), w ∈ Aγ,

если он сходится в L2(B). Обратный оператор имеет вид:

(Nd + λ)−1 v =
∑
κ,n≥0

(v,qκ)

(λ− ν2n,m)
qκ(x), v ∈ Aγ,

если λ ̸= ν2n,m, где νn,m = (αn,m)/R, n ≥ 0, m ∈ N , а числа αn,m > 0 суть нули
функций ψ′

n(z),- производных функций ψn(z) (см. (1.5)).
При λ = 0 оператор N−1

d определен и отображает пространство Aγ на A2
γ =

{v ∈ Aγ : ∇divv ∈ Aγ}, причем A2
γ ⊂ H2

γ(B).
Если λ = ν2n,m при фиксированных n и m, то однородное уравнение

(Nd + λ)w = 0 имеет 2n+1 линейно независимых решений qκ(x), где κ = (n,m, k),
k = −n, . . . , n, которые являются собственными функциями оператора −∇div и
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вычислены явно в п.3.3. Неоднородное уравнение (Nd +λ)w = v разрешимо тогда
и только тогда, когда (v,qκ) = 0 при κ = (n,m, k), k = −n, . . . , n (см. Теорема 2).

Значит оператор Nd + λ I : Aγ → Aγ является фредгольмовым, а оператор
Nd : A

2
γ → Aγ – однозначно обратимым.

Определены степени оператора −Nd, это ряды:

(−Nd)
p v =

∑
κ,n≥0

ν2pn,m (v,qκ)qκ(x), p = 2, 3, . . . .

Согласно Теореме 3 они сходятся в L2(B) тогда и только тогда, когда

v ∈ A2p
γ (B) = {f ∈ Aγ, . . . , (−∇div)pf ∈ Aγ} ⊂ H2p

γ (B).

Степени обратного оператора:

(−Nd)
−p w =

∑
κ,n≥0

(w,qκ)

ν2pn,m
qκ(x), p = 1, 2, 3, . . . ,

отображают пространство Aγ(B) на пространства A2p
γ (B), так как

(−Nd)
p (−Nd)

−pwA = lim
n→∞

∑
κ,n

(wn
A,qκ)qκ(x) = wA, w ∈ Aγ(B),

и ряд сходится. Значит, wA = w.
Таким образом, A2p

γ (B)–это пространства Соболева четного порядка 2p в под-
просранстве A в L2(B). Чтобы определить эти пространства для нечетного поряд-
ка p введем операторы (−Nd)

±1/2 по формулам

(−Nd)
±1/2 v =

∑
κ,n≥0

(νn,m)
±1 (v,qκ)qκ(x), v ∈ H1

γ(B).

Тогда A1
γ(B) = {g ∈ Aγ, (−∇div)1/2g ∈ Aγ} это пространство Соболева по-

рядка 1 в Aγ, A1
0(B) — замыкание множества C∞

0 (B) в норме A1
γ, а A−1(B)–

пространство, двойственное A1
0(B).

Детальнее мы рассмотрим эти вопросы в другой работе.
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