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Аннотация. Рассматривается смешанная краевая задача для нелинейного параболического
уравнения с преобразованием отражения пространственной переменной в круге. Доказывается
теорема о существовании, форме и устойчивости пространственно неоднородного стационарного
решения поставленной задачи.
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Abstract. The paper considers a mixed boundary value problem for a nonlinear parabolic equation
with a transformation of the spatial variable on a sphere. It seems the proof of the existence, shape
and stability of spatially inhomogeneous stationary solution of the problem.
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Введение

В данной работе продолжается исследование функционально-
дифференциального параболического уравнения с преобразованием простран-
ственной переменной. Ранее были изучены случаи возникновения и дальнейшая
динамика решений параболической задачи с преобразованием отражения про-
странственной переменной на окружности [1, 3, 4, 8] и на прямой [2, 7], а также с
преобразованием поворота пространственной переменной на окружности [5, 6].

Исследование выполнено при поддержке Программы развития федерального
государственного автономного образовательного учреждения высшего образова-
ния «Крымский федеральный университет имени В.И. Вернадского» на 2015-2024
годы по проекту “Сеть академической мобильности «Академическая мобильность
молодых ученых России»” в 2017 году на базе ФГБУН Институт математики име-
ни С.Л. Соболева СО РАН, лаборатория дифференциальных и разностных урав-
нений.
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1. Постановка задачи

Рассматривается параболическое уравнение в круге

vt + Lv = −Kγ cosw
2!

Qv2 +Kγ
sinw

3!
Qv3,

Lv = v −D△v +Kγ sinwQv.
(1.1)

где v = v(r, φ, t) — искомая функция, 0 < r < r1, 0 ≤ φ ≤ 2π, t > 0,
△v = 1

r
∂
∂r

(
r ∂v
∂r

)
+ 1

r2
∂2v
∂φ2 — оператор Лапласа в полярной системе координат.

На уравнение (1.1) накладываются следующие условия: условие Неймана на
границе при r = r1

∂v(r1, φ, t)

∂r
= 0; (1.2)

условие периодичности
v(r, φ, t) = v(r, φ+ 2π, t); (1.3)

условие ограниченности в начале координат

|v(0, φ, t)| ≤ c <∞ (1.4)

и начальное условие
v(r, φ, 0) = q0(r, φ)− w = v0. (1.5)

Лемма. Линейные оператор L уравнения (1.1) имеет собственные функции
вида

{Jk(λckmr) cos kφ, Jk(λskmr) sin kφ},

которым соответствуют собственные значения

λckm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)kKγ sinω + 1,

λskm = D

(
µkm

r1

)2

+ (−1)k+1Kγ sinω + 1,

k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . ,

(1.6)

где Jk(x) — функция Бесселя, µkm — корни уравнения

J ′
k(µkm) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . . (1.7)

Доказательство проводится методом разделения переменных.
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2. Формулировка и доказательство теоремы

Теорема. Существует δ0 > 0 такое, что если 0 < D − D1 < δ0, где

D1 =
Kγ sinw − 1

(µc
1m/r1)

2 — первое бифуркационное значение параметра D, то уравне-

ние (1.1) имеет два асимптотически устойчивых решения вида

v±(r, φ,D) ≈ ±
(
D −D1

c1(D1)

)1/2

J1(λ
c
11r) cosφ+

+
1

2!

(
D −D1

c1(D1)

)
Λ

2
ctg ω((λc10 − 2λc11)

−1 + (λc12 − 2λc11)
−1 cos 2φ)J2

1 (λ
c
11r)±

± 1

3!

(
D −D1

c1(D1)

)3/2

(λc13 − 3λc11)
−1

(
Λ

4
− 3

4
Λ2 ctg2 ω(λc12 − 2λc11)

−1

)
×

× J2
1 (λ

c
11r)J3(λ

c
11r) cos 3φ,

здесь Λ = −Kγ sinw,

c1(D) =

[
Λ

8
− 1

4
(Λ ctg ω)2

(
(λc10 − 2λc11)

−1 +
1

2
(λc12 − 2λc11)

−1

)]
J2
1 (λ

c
11r) < 0.

Доказательство. Будем искать решения уравнения (1.1) при помощи метода цен-
тральных многообразий. В рассматриваемом случае центральное многообразие
представимо в виде

v = zJ1(λ
c
11r) cosφ+

1

2!
Ω2(z, r, φ,D) +

1

3!
Ω3(z, r, φ,D), (2.1)

где Ω2(z, r, φ,D), Ω3(z, r, φ,D), . . . формы второй, третьей степени относительно
z = z(t).

На центральном многообразии исходное уравнение принимает вид

ż = −λc11(D)z + c1(D)z3 + . . . (2.2)

Найдем коэффициенты разложений (2.1), (2.2). С этой целью подста-
вим (2.1), (2.2) в уравнение (1.1) и приравняем коэффициенты при одинаковых
степенях z. Положим Ω2 = q2(r, φ)z

2. Тогда уравнение для определения q2(r, φ)
примет вид

(L− 2!λc11)q2 = ΛctgωJ2
1 (λ

c
11r) cos

2 φ.

Опираясь на лемму однозначно находим выражение для q2(r, φ)

q2(r, φ) =
Λ

2
ctgωJ2

1 (λ
c
11r)[(λ

c
10 − 2λc11)

−1 + (λc12 − 2λc11)
−1 cos 2φ]. (2.3)

Полагая Ω3 = q3(r, φ)z
3, приходим к заключению, что q3 удовлетворяет урав-

нению

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2018, том 8(36), №3



278 Ю.А. ХАЗОВА, О.В. ШИЯН

1

3!
(L− 3λc11)q3 + c1(D)J1(λ

c
11r) cosφ = −Λ

2
ctgωJ1(λ

c
11r) cosφQq2+

+J3
1 (λ

c
11r)

[
Λ

8
cosφ+

Λ

24
cos 3φ

]
, (2.4)

где q2(r, φ) определен выше.
Для разрешимости уравнения (2.4) необходима и достаточна ортогональность

правой части уравнения (2.4) решениям соответствующей однородной задачи.
Условие разрешимости этого уравнения приводит к однозначному определению
коэффициента c1(D)

c1(D) =

[
Λ

8
− 1

4
(Λ ctg ω)2

(
(λc10 − 2λc11)

−1 +
1

2
(λc12 − 2λc11)

−1

)]
J2
1 (λ

c
11r) < 0. (2.5)

Уравнение (2.4), при указанном выборе c1(D), имеет решение того же вида, что
и его неоднородность

q3(r, φ) = (λc13 − 3λc11)
−1

(
Λ

4
− 3

4
Λ2 ctg2 ω(λc12 − 2λc11)

−1

)
J2
1 (λ

c
11r)J3(λ

c
11r) cos 3φ.

(2.6)
Решая уравнение (2.2) с точностью до кубического слагаемого, получаем

z ≈ ±

√
λc11(D)

c1(D) + exp(2λc11(D)(t− c))
.

Разложим λc11 в окрестности точки D1: λc11(D) ≈ (D −D1).
Из условий c1(D1) < 0, λc11(D1) = 0 следует, что имеет место суперкритическая

бифуркация типа «вилка» и из нулевого решения уравнения ответвляются два
асимптотически устойчивых решения

z± = ±
(
D −D1

c1(D1)

)1/2

+O((D −D1)
1/2). (2.7)

Следовательно, имеет место суперкритическая бифуркация рождения
асимптотически устойчивых неоднородных стационарных решений. В си-
лу (2.3), (2.6), (2.7) получаем

v±(r, φ,D) ≈ ±
(
D −D1

c1(D1)

)1/2

J1(λ
c
11r) cosφ+

+
1

2!

(
D −D1

c1(D1)

)
Λ

2
ctgω((λc10 − 2λc11)

−1 + (λc12 − 2λc11)
−1 cos 2φ)J2

1 (λ
c
11r)±

± 1

3!

(
D −D1

c1(D1)

)3/2

(λc13 − 3λc11)
−1

(
Λ

4
−
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−3

4
Λ2 ctg2 ω(λc12 − 2λc11)

−1

)
J2
1 (λ

c
11r)J3(λ

c
11r) cos 3φ, (2.8)

где Λ = −Kγ sinw,

c1(D) =

[
Λ

8
− 1

4
(Λ ctgω)2

(
(λc10 − 2λc11)

−1 +
1

2
(λc12 − 2λc11)

−1

)]
J2
1 (λ

c
11r) < 0.

Заключение

Авторами была доказана теорема о существовании, форме и устойчивости про-
странственно неоднородного стационарного решения смешанной краевой парабо-
лической задачи с преобразованием отражения пространственной переменной с
условиями на круге. Доказательство опирается на метод центральных многооб-
разий. Показан принцип построения асимптотической формы рождающихся про-
странственно неоднородных стационарных решений и определена устойчивость
рожденных решений. Теорема носит локальный характер, поэтому для дальней-
шего исследования динамики неоднородных решений необходимо использовать
другие методы, например метод Галеркина.
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