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Фредгольмова разрешимость задачи
линейного сопряжения для эллиптической
системы первого порядка с комплексными
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Аннотация. В открытом множестве комплексной плоскости, представляющем собой объеди-
нение конечной и бесконечной областей, для эллиптической системы первого порядка с посто-
янными комплексными старшими коэффициентами рассматривается задача линейного сопря-
жения. Посредством специальной обратимой линейной замены, задача сводится к задаче ли-
нейного сопряжения для эллиптической системы, записанной в каноническом виде. При этом
краевое условие выражается через элементы вспомогательных матриц. Предполагая, что выпол-
нены определенные условия на коэффициенты, правые части системы и правую часть краевого
условия, используя интегральное представление решений этой системы и опираясь на резуль-
таты классической теории сингулярных операторов, установливается критерий фредгольмовой
разрешимости этой задачи и формула индекса.
Ключевые слова: эллиптическая система, задача линейного сопряжения, фредгольмов опера-
тор, индекс, весовое пространство Гельдера.
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Abstract. The general first order elliptic system LAU(z)+a(z)U(z)+ b(z)U(z) = F (z) is considered
in the domain D of complex plane C, where differential operator LA = ∂/∂y −A · ∂/∂x is defined by
a matrix A, the constant matrix A ∈ Cl×l has no real eigenvalues, complex l × l matrix coefficients
a(z),b(z) belong to C(D), and F (z) is a complex-valued l-vector-function. The solution of system
is a l-vector-function U = (U1, . . . , Ul) ∈ C1(D). We show the reduction of the initial system to a
canonical form with respect to another l-vector-function with triangular matrix with eigenvalues from
upper half-plane. Let D = D1 ∪D2 be an open set where D1 is a finite domain, and D2 is an infinite
domain. For an elliptic system the general linear conjugation problem is considered. We assume that
l × l-matrix coefficients of the problem belong to the Hölder class of the order ν, 0 < ν < 1. The
class Cµ

δ (D̂,∞), −1 < δ < 0, consists of Hölder functions from Cµ(D1) and weighted Hölder functions
from Cµ

δ (D2,∞), −1 < δ < 0. Assuming certain conditions are met fulfilled, we seek the solution U

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект №1.7311.2017/8.9.).
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in the class Cµ
A,δ(D̂,∞). This class is defined by U ∈ Cµ

δ (D̂,∞), LAU ∈ Cµ
δ−1(D̂,∞). The problem is

reduced to a linear conjugation problem for an elliptic system with a triangular matrix. The boundary
condition is expressed in terms of l× l matrix B and items of 2l× 2l matrix G. Finally, using special
representation for the function ϕ(z) ∈ Cµ

J,δ(D̂,∞) we obtain some system of one-dimensional and
two-dimensional singular integral equations. The latter system is studied by classical methods.
Keywords: elliptic system, linear conjugation problem, Fredholm operator, index, Hölder weight
space.
MSC 2010: 35J56

Введение

Задача линейного сопряжения для обычных аналитических функций была
предметом многочисленных исследований и детально изучена в скалярном слу-
чае для общей кусочно-гладкой линии L [6] и в матричном случае [4], [2]. В работе
А.П.Солдатова [8] рассмотрена задача линейного сопряжения теории аналити-
ческих функций в матричном случае для произвольной кусочно-гладкой линии,
доказана ее фредгольмовость, построено семейство канонических функций и опи-
сано поведение этих решений в узлах линии.

Данная работа имеет своей целью исследование задачи линейного сопряжения
для общей эллиптической системы с комплексными коэффициентами в случае
простого контура Γ в открытом множестве, представляющем собой объединение
конечной и бесконечной областей. Задача линейного сопряжения и теория син-
гулярных интегральных уравнений с ядром Коши тесно связаны между собой.
По существу, это две эквивалентные теории, связь между ними осуществляет-
ся с помощью представлений аналитических функций интегралами типа Коши и
формулами скачка для последних. В первом параграфе работы рассматриваются
эллиптические системы первого порядка с постоянными старшими коэффициен-
тами, здесь показана редукция этой системы к матричному аналогу систем типа
Бельтрами [3]. Во втором параграфе с учетом выполнимости определенных усло-
вий на коэффициенты, правые части системы и на правую часть краевого условия,
установлен критерий фредгольмовой разрешимости задачи линейного сопряжения
и найдена формула ее индекса.

1. Эллиптические системы

Рассмотрим в области D комплексной плоскости C переменной z = x + iy
систему l линейных дифференциальных уравнений первого порядка

A1
∂U(z)

∂x
+ A2

∂U(z)

∂y
+ a(z)U(z) + b(z)U(z) = F (z), z ∈ D,

где коэффициенты при старших членах — постоянные матрицы A1, A2 ∈ Cl×l, а
l × l-матричные коэффициенты a(z), b(z) ∈ C(D). Под ее регулярным решением
понимается комплексная l-вектор-функция U = (U1, . . . , Ul) ∈ C1(D), удовлетво-
ряющая этой системе тождественно. Очевидно, эта система R-линейна и является
C-линейной при b = 0.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2018, том 8(36), №4



ФРЕДГОЛЬМОВА РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО СОПРЯЖЕНИЯ 359

Определение. Систему называем эллиптической, если det(ξ1A1 + ξ2A2) ̸= 0 для
каждого ненулевого вектора (ξ1, ξ2) ∈ R2.

В частности, это условие означает, что матрицы A1, A2 не вырождены и мат-
рица A = −A−1

2 A1 не имеет вещественных собственных значений. Таким образом,
умножая рассматриваемую систему слева на −A−1

2 и переходя к соответствующим
переобозначениям a = −A−1

2 a, b = −A−1
2 b, F = −A−1

2 F , ее всегда можно предста-
вить в виде

∂U

∂y
− A

∂U

∂x
+ aU + bU = F. (1)

В этой общей эллиптической системе старшие коэффициенты при производных
постоянны, а матрица A ∈ Cl×l не имеет вещественных собственных значений.

Обозначим l1 и l2 число собственных значений матрицы A системы (1) (с учетом
кратности, l1+l2 = l), лежащих в верхней и нижней полуплоскостях, соответствен-
но. Множество всех собственных значений можно записать в виде

σ̃ = σ1 ∪ σ2, σj ⊆ {λ, Imλ > 0}, (2)

где черта означает комплексное сопряжение.
Напомним, что жордановой формой матрицы называют блочно-диагональную

матрицу
J = diag(J1(λ1), . . . , Jl(λl)), (3)

где, в свою очередь, каждая матрица Ji, 1 ≤ i ≤ l также блочно-диагональна и
составлена из клеток Жордана

Ji,k(λi) =


λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . λi

 ∈ Ck×k (4)

различных порядков k.
С помощью подходящей обратимой линейной подстановки систему (1) всегда

можно преобразовать к аналогичной системе, в которой l2 = 0, т. е. когда все
собственные значения матрицы A лежат в верхней полуплоскости. В основе этого
преобразования лежит следующее предложение.

Теорема 1. Существуют обратимые l × l матрицы B, J блочной структуры

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
= (B1, B2), J =

(
J1 0
0 J2

)
, (5)

где прямоугольные матрицы Bj ∈ Cl×lj и квадратные матрицы Ji ∈ Cli×li, i, j =
1, 2, удовлетворяют соотношениям

B−1AB = J̃ , J̃ =

(
J1 0
0 J2

)
. (6)
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Матрицы Ji записаны в жордановой форме (3), при этом их диагональные эле-
менты составляют множество σi.

Доказательство. Пусть X1 ⊆ Cl есть собственное подпространство матрицы A,
отвечающее собственным значениям из σ1. По определению оно состоит из всех
векторов ξ ∈ Cl, для которых (A − λI)nξ = 0 для некоторых λ ∈ σ1 и натураль-
ного n. Пусть X2 имеет аналогичный смысл по отношению к σ2. Напомним, [5]
что вектор x называется присоединенным вектором матрицы A, отвечающим
собственному значению λ, если для некоторого натурального числа n ≥ 1 выпол-
нены соотношения

(A− λI)n−1x ̸= 0, (A− λI)nx = 0.

Рассмотрим последовательность векторов x1, x2, . . . , xn, для которых выполнено

Ax1 = λx1, Ax2 = λx2 + x1,

Ax3 = λx3 + x2, . . . Axn = λxn + xn−1,

что в свою очередь эквивалентно

(A− λI)x1 = 0, (A− λI)2x2 = 0, . . . , (A− λI)nxn = 0.

Таким образом, цепочка x1, x2, . . . , xn есть цепочка собственных и присоединенных
векторов, отвечающих собственному значению λ.

Согласно [5] в X1 и X2 можно выбрать базисы, составленные из этих цепочек.
Если первые l1 столбцов матрицы B составлены из элементов базиса X1, а после-
дующие l2 столбцов —элементов базиса X2, то матрица B приводит матрицу A к
жордановой форме, т.е. B−1AB = J̃ . Остается эти матрицы записать в блочной
форме (5), (6).

Свяжем с l−вектор–функцией ϕ = (ϕ1, ϕ2), где ϕ1 означают первые l1 компо-
нент, а ϕ2 следующие l2 компонент, l−вектор-функцию ϕ̃ = (ϕ1, ϕ2). Аналогично
положим F̃0 = B−1F = (F1, F 2), F0 = (F1, F2) и введем блочные матрицы(

c̃11 c̃12
c̃21 c̃22

)
= B−1aB,

(
d̃11 d̃12
d̃21 d̃22

)
= B−1bB. (7)

Сформулируем теперь теорему о приведении общей эллиптической системы (1) к
каноническому виду.

Теорема 2. В обозначениях (5) подстановка B−1U = (ϕ1, ϕ2), или в блочной
записи, подстановка

Ui = Bi1ϕ1 +Bi2ϕ2, i = 1, 2, (8)

преобразует систему (1) к эквивалентной системе

∂ϕ(z)

∂y
− J

∂ϕ(z)

∂x
+ cϕ(z) + dϕ(z) = F0(z), (9)
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где l × l−матричные коэффициенты имеют вид

c =

(
c̃11 d̃12

d̃21 c̃22

)
, d =

(
d̃11 c̃12

c̃21 d̃22

)
. (10)

Доказательство. Подстановка (8) приводит систему (1) к виду

B
∂ϕ̃

∂y
− AB

∂ϕ̃

∂x
+ aBϕ̃+ bBϕ̃ = F.

Умножая это равенство слева на B−1, в соответствии с теоремой 1, получим си-
стему

∂ϕ̃

∂y
− J̃

∂ϕ̃

∂x
+ (B−1aB)ϕ̃+ (B−1bB)ϕ̃ = B−1F,

С учетом (7), в соответствующей блочной записи она выглядит следующим обра-
зом:

∂ϕ1

∂y
− J1

∂ϕ1

∂x
+ c̃11ϕ1 + c̃12ϕ2 + d̃11ϕ1 + d̃12ϕ2 = F1,

∂ϕ2

∂y
− J2

∂ϕ2

∂x
+ c̃21ϕ1 + c̃22ϕ2 + d̃21ϕ1 + d̃22ϕ2 = F 2.

Заменяя второе уравнение этой системы комплексно сопряженным, получим но-
вую систему

∂ϕ1

∂y
− J1

∂ϕ1

∂x
+ c̃11ϕ1 + c̃12ϕ2 + d̃11ϕ1 + d̃12ϕ2 = F1,

∂ϕ2

∂y
− J2

∂ϕ2

∂x
+ c̃21ϕ1 + c̃22ϕ2 + d̃21ϕ1 + d̃22ϕ2 = F2,

которая имеет вид (9) с коэффициентами (10).

Отметим, что матрица J системы (9) составлена из клеток Жордана вида (4)
с диагональными элементами из множеств σ1 и σ2, лежащих в верхней полуплос-
кости и фигурирующих в (2).

2. Задача линейного сопряжения

Пусть Γ ∈ C1,ν простой гладкий ориентируемый контур и открытое множество
D = C\Γ есть объединение двух областей—конечной D1 и бесконечной D2. Удобно
обозначить дифференциальный оператор, который действует в классе l−вектор-

функций и определяется матрицей A следующим образом LA =
∂

∂y
− A

∂

∂x
. Ана-

логичный смысл имеет оператор LJ , определяемый матрицей J из (3).
В этих обозначениях эллиптическая система (1) примет вид

LAU(z) + a(z)U(z) + b(z)U(z) = F (z), z ∈ D. (11)
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Рассмотрим в D для системы (11) задачу линейного сопряжения, определяемую
краевым условием

C11U
+(t)− C12U

−(t) + C21U+(t)− C22U−(t) = f(t), t ∈ Γ, (12)

где l × l−матричные коэффициенты Cij(t) ∈ Cν(Γ), f(t) есть комплексная
l−вектор-функция и черта означает комплексное сопряжение.

Введем в рассмотрение класс Cµ
δ (D̂,∞), −1 < δ < 0, заданных в D функ-

ций, который определяется условием принадлежности их пространству Cµ(D1) и
весовому пространству Гельдера Cµ

δ (D2,∞), −1 < δ < 0 введенному в [11]. Напом-
ним кратко его определение. Класс Cµ

δ (D2,∞)—класс функций φ(z), для которых
функция ψ(z) = (1+|z|)−δ+µφ(z) ∈ Cµ

µ(D2,∞), то есть ψ(z) удовлетворяет условию
Гельдера с показателем µ на всем множестве D2.

Для матричных коэффициентов и правой части системы (12) предполагаем
выполненными условия

a, b ∈ Cµ
δ0
(D̂,∞), δ0 < −1, (13)

f(t) ∈ Cµ(Γ), F ∈ Cµ
δ−1(D̂,∞), −1 < δ < 0. (14)

В соответствии с этим решения U = (U1, . . . , Ul) задачи (11)–(12) будем искать в
классе Cµ

A,δ(D̂,∞), который явно определяется условиями

U ∈ Cµ
δ (D̂,∞), LAU ∈ Cµ

δ−1(D̂,∞). (15)

Нетрудно показать, что пространство Cµ
A,δ(D̂,∞) банахово относительно нормы

|U | = |U |Cµ
δ (D̂,∞) + |LAU |Cµ

δ−1(D̂,∞).

Фредгольмовость задачи (11)—(12) понимается в смысле фредгольвости опера-
тора ее краевого условия, который действует Cµ

A,δ(D̂,∞) в прямое произведение
Cµ

δ−1(D̂,∞)× Cµ(Γ).
Рассмотрим блочную 2l × 2l матрицу

G =

(
G11 G22

G21 G12

)
, (16)

где l × l−матрицы-функции Gij(t), i, j = 1, 2 с учетом (5) имеют явный вид

G11 = (C11B1, C21B2), G12 = (C12B1, C22B2),

G21 = (C21B1, C11B2), G22 = (C22B1, C12B2).

Теорема 3. Пусть Γ ∈ C1,ν, открытое множество D = C \ Γ есть объединение
конечной области D1 и бесконечной области D2 , l×l−матрицы-функции Cij(t) ∈
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Cν(Γ), i, j = 1, 2, f(t) ∈ Cµ(Γ) и для матричных коэффициентов a, b и правых
частей f(t), F (z) выполнены, соответственно, условия (13), (14). Тогда условие

det G(t) ̸= 0, t ∈ Γ, (17)

необходимо и достаточно для фредгольмовости задачи (11)–(12) в классе (15) и
ее индекс дается формулой

æ = − 1

π
[arg detG]Γ, (18)

где приращение [ ]Γ вдоль Γ берется в направлении, оставляющем область D1

слева.

Доказательство. С учетом (5) линейную подстановку теоремы 2 можно записать
следующим образом

U = B1ϕ1 +B2ϕ2. (19)

Заметим, что согласно той же теореме такая подстановка позволяет редуцировать
систему (11) к эквивалентной системе

LJϕ(z) + c(z)ϕ(z) + d(z)ϕ(z) = F0(z), z ∈ D, (20)

относительно l−вектор-функции ϕ, где оператор LJ определен выше, l× l матрич-
ные коэффициенты c, d удовлетворяют условиям (13), а правая часть F0 условию
(14).

Подставляя (19) в краевое условие (12) получим

C11(B1ϕ
+
1 +B2ϕ

+
2 )−C12(B1ϕ

−
1 +B2ϕ

−
2 )+C21(B1ϕ

+
1 +B2ϕ

+
2 )−C22(B1ϕ

−
1 +B2ϕ

−
2 ) = f,

или, перегруппировав слагаемые, по отношению к l−вектор-функции ϕ имеем ра-
венство

(C11B1, C21B2)ϕ
+ − (C12B1, C22B2)ϕ

− + (C21B1, C11B2)ϕ+ − (C22B1, C12B2)ϕ− = f,

которое в обозначениях (16) представляет собой краевое условие, эквивалентное
краевому условию (12):

G11ϕ
+(t)−G12ϕ

−(t) +G21ϕ+(t)−G22ϕ−(t) = f0(t), t ∈ Γ. (21)

Заметим, что подстановка (19) преобразует пространство Cµ
A,δ(D̂,∞) в простран-

ство Cµ
J,δ(D̂,∞), которое явно характеризуется условиями

ϕ ∈ Cµ
δ (D̂,∞), LJϕ ∈ Cµ

δ−1(D̂,∞). (22)

Таким образом, исходная задача (11)—(12) в классе Cµ
A,δ(D̂,∞) эквивалентна за-

даче (20)—(21) в классе Cµ
J,δ(D̂,∞), которую, как обычно, считаем фредгольмовой

если фредгольмов ее оператор, действующий Cµ
J,δ(D̂,∞) → Cµ

δ−1(D̂,∞)× Cµ(Γ).
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Исходя из матричного обозначения zJ = x · 1 + y · J для z = x+ iy ∈ C введем
обобщенный интеграл типа Коши

(I1Jφ)(z) =
1

2πi

∫
Γ

(t− z)−1
J dtJφ(t), z ∈ D,

где контур Γ ориентирован положительно по отношению к конечной области D1,
(l× l)−матричный дифференциал dtJ = d1 + Jd2 действует на l−вектор-функцию
ϕ(z) обычным образом и потому поставлен впереди. С ним также связан обобщен-
ный сингулярный интеграл

(SJφ)(t0) =
1

πi

∫
Γ

(t− t0)
−1
J dtJφ(t), t0 ∈ Γ,

Согласно [12], обозначим I2J обобщенный оператор Векуа-Помпейю. Тогда анало-
гично [11] можно показать, что любую функцию ϕ ∈ Cµ

J (D̂,∞) единственным
образом можно представить в виде обобщенного интеграла типа Коши I1J и обоб-
щенного оператора Векуа-Помпейю I2J :

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

(t− z)−1
J dtJφ1(t)−

1

2πi

∫
D1

(ζ − z)−1
J ψ(ζ)d2ζ + iξ; ζ, z ∈ D1,

ϕ(z) =
1

2πi

∫
Γ

(t− z)−1
J dtJφ2(t)−

1

2πi

∫
D2

(ζ − z)−1
J ψ(ζ)d2ζ, ζ, z ∈ D2,

(23)

где комплексная l−вектор-функция ψ(z) ∈ Cµ
δ−1(D̂,∞), ξ ∈ Rl−постоянный век-

тор, а l−вектор-функции φ1(t), φ2(t) принадлежат классу Cµ
R(Γ) (здесь нижний

индекс R указывает на то, что элементы соответствующего пространства являют-
ся вещественными вектор-функциями), причем φ2(t) удовлетворяет условию∫

Γ

φ2(t)d1t = 0. (24)

Обозначим операторы (I2Jψ)
+ и (I2Jψ)

−, действующие из областей D1 и D2, соот-
ветственно, на контур Γ, через

(I12j ψ)(t0) = − 1

πi

∫
Dj

(ζ − t0)
−1
J ψ(ζ)d2ζ, t0 ∈ Γ, j = 1, 2, (25)

где верхний индекс указывает на то, что этот оператор переводит функцию ψ(z),
заданную в области D, в функцию (I12ψ)(t0), заданную на Γ. Согласно [10] они
ограничены соответственно Cµ(D1) → C1,µ(Γ), Cµ

δ−1(D2,∞) → C1,µ(Γ).
В этих обозначениях, согласно формулам Сохоцкого-Племеля [9], граничные

значения функции ϕ имеют вид

2ϕ+ = (1 + SJ)φ1 + 2I121 ψ + 2iξ, 2ϕ− = (−1 + SJ)φ2 + 2I122 ψ.
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Подставляя эти равенства в краевое условие (21), приходим к системе l сингуляр-
ных интегральных уравнений

G11(1 + SJ)φ1 +G12(1− SJ)φ2 +G21(1 + SJ)φ1 +G22(1− SJ)φ2+

+2[(G11I
12
1 ψ +G21I121 ψ)− (G12I

12
2 ψ +G22I122 ψ)] + 2i(G11 −G21)ξ = 2f0

(26)

на контуре Γ относительно комплексной l-вектор-функции ψ(z), z ∈ D и двух
вещественных l−вектор-функции φj(t), t ∈ Γ, j = 1, 2, правая часть которой яв-
ляется комплексной l−вектор-функцией. Аналогично (25) удобно ввести оператор

(I21j φ)(z) =
1

2πi

∫
Γ

(t− z)−1
J dtJφ(t), z ∈ Dj,

действующий из контура Γ на область Dj. Здесь верхний индекс указывает на то,
что он переводит функцию φ(t), заданную на Γ в функцию (I21j φ)(z), заданную в
области Dj и оператор

(I22j ψ)(z) =
1

2πi

∫
Dj

(ζ − z)−1
J ψ(ζ)d2ζ, j = 1, 2,

который действует из области Dj в область Dj и верхний индекс понимается ана-
логичным образом. Отметим, что согласно соответствующим теоремам из [12], [11],
[9] эти операторы ограничены соответственно

I211 : Cµ(Γ) → Cµ(D1), I212 : Cµ(Γ) → Cµ
δ (D2,∞),

I221 : Cµ(D1) → C1,µ(D1), I222 : Cµ
δ−1(D2,∞) → C1,µ

δ (D2∞).

Пользуясь представлениями (23) и рассуждениями теоремы 1 из [11], в этих обо-
значениях от системы (20) приходим к системе двумерных интегральных уравне-
ний

ψj + cjI
21
j φj + djI21j φj + cjI

22
j ψj + djI22j ψj + i(c− d)ξj = F0j, j = 1, 2, (27)

где ψj, cj, dj, F0j есть сужения соответствующих функций на область Dj и ξ1 =
ξ, ξ2 = 0.

Отметим, что полученная система (26)—(27) эквивалентна задаче (20)—(21) в
классе Cµ

J,δ(D̂,∞). Оператор этой системы действует Cµ
R(Γ)×C

µ
R(Γ)×C

µ
δ−1(D̂,∞)×

Rl → Cµ(Γ)×Cµ
δ−1(D̂,∞), где под Cµ(Γ) в правой части понимается пространство

комплексных l−вектор-функций.
Если S− классический сингулярный оператор Коши

(Sφ)(t0) =
1

πi

∫
Γ

φ(t)dt

t− t0
, t0 ∈ Γ,
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то согласно [1] операторы SJ − S и SJ + S компактны в пространстве Cµ(Γ). С
учетом этого систему (26) запишем следующим образом

1

2

(
[G11(1 + S) +G21(1− S)]φ1 + [G12(1− S) +G22(1 + S)]φ2

)
+

+K11
1 φ1 +K11

2 φ2 +K12ψ + i(G11 −G21)ξ = f0,

(28)

где операторы K11
j , j = 1, 2, компактны в Cµ

R(Γ) и имеют явный вид

K11
1 φ1 =

1

2
(G11K1φ1 +G21K2φ1), K11

2 φ2 = −1

2
(G12K1φ2 +G22K2φ2),

оператор K12 компактен в Cµ
δ−1(D̂,∞) → Cµ(Γ) и равен

K12ψ = [(G11I
12
1 ψ +G21I121 ψ)− (G12I

12
2 ψ +G22I122 ψ)].

Если A условно означает левую часть (28) и f0 = f1 − if2 с вещественными
функциями fi, то комплексное равенство A = f0 можно заменить на два веще-
ственных Re A = f1 и Re (iA) = f2. Таким образом, систему (28) l комплексных
сингулярных интегральных уравнений запишем в виде системы 2l вещественных
уравнений

1

2
Re
(
[G11(1 + S) +G21(1− S)]φ1 + [G12(1− S) +G22(1 + S)]φ2

)
+

+Re (K11
1 φ1 +K11

2 φ2 +K12ψ)− Im (G11 −G21)ξ = f1,

1

2
Re i

(
[G11(1 + S) +G21(1− S)]φ1 + [G12(1− S) +G22(1 + S)]φ2

)
+

+Re i(K11
1 φ1 +K11

2 φ2 +K12ψ)− Re (G11 −G21)ξ = f2.

Или, полагая φ = (φ1, φ2), f0 = (f1, f2), запишем кратно в операторном виде

(R11φ)(t) + (R0
11φ)(t) + (R12ψ)(t) + L1(t)ξ = f0(t), t ∈ Γ, (29)

где 2× 2 операторные матрицы

R11φ =
1

2
Re

(
[G11(1 + S) +G21(1− S)]φ1 [G22(1 + S) +G12(1− S)]φ2

i[G11(1 + S) +G21(1− S)]φ1 i[G22(1 + S) +G12(1− S))]φ2

)
,

R0
11φ = Re

(
K11

1 φ1 K11
2 φ2

iK11
1 φ1 iK11

2 φ2

)
,

действуют из Cµ
R(Γ) в прямое произведение Cµ

R(Γ) × Cµ
R(Γ), операторная матрица

порядка 2× 1

R12ψ =

(
Re K12ψ
Re iK12ψ

)
,
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действует Cµ
δ−1(D̂,∞) → C1,µ

R (Γ) и матрица-функция L1(t) ∈ Cν
R(Γ) имеют вид

L1(t) =

(
Im (G11 −G21)(t)
−Re (G21 −G11)(t)

)
.

Обратимся к уравнению (27). Заметим, что функции ψ(z) из класса Cµ
J,δ(D̂,∞)

ставятся в соответствие ее сужения ψ1 = ψ|D1 , ψ2 = ψ|D2 , поэтому простран-
ство Cµ

J,δ(D̂,∞) можно отождествить с произведением пространств Cµ(D1) и
Cµ

δ (D2,∞). Таким образом уравнение (27) относительно комплексной l−вектор-
функции ψ(z) и двух вещественных l−вектор–функции φ1(t) и φ2(t), t ∈ Γ можно
записать следующим образом

ψ1 + c1I
21
1 φ1 + d1I211 φ1 + c1I

22
j ψ1 + d1I221 ψ1 + i(c− d)ξ = F01,

ψ2 + c2I
21
2 φ2 + d2I212 φ2 + c2I

22
2 ψ2 + d2I222 ψ2 = F02,

или, полагая F0 = (F01, F02) и, как и выше, φ = (φ1, φ2), в краткой операторной
форме

(R21φ)(z) + (1 +R22)ψ(z) + L2(z)ξ = F0(z), (30)

где 2× 2 операторная матрица

R21φ =

(
c1I

21
1 φ1 + d1I211 φ1 0

0 c2I
21
2 φ2 + d2I212 φ2

)
действует из Cµ

R(Γ) в прямое произведение Cµ
R(Γ) × Cµ

R(Γ), операторная матрица
порядка 2× 1

R22ψ =

(
c1I

22
1 ψ1 + d1I221 ψ1 0

0 c2I
22
2 ψ2 + d2I222 ψ2

)

действует Cµ
δ−1(D̂,∞) → C1,µ

δ (D̂,∞) и соответствующая вектор-функция L2(z) ∈
Cµ

δ0
(D̂,∞), δ0 < −1 имеет вид L2 = (i(c− d), 0).
Объединяя (24), (29) и (30) окончательно получим следующую систему

(R11φ)(t) + (R0
11φ)(t) + (R12ψ)(t) + L1(t)ξ = f0(t),

(R21φ)(z) + (1 +R22)ψ(z) + L2(z)ξ = F0(z),
(31)

∫
Γ

φ2(t)d1t = 0. (32)

Обозначим φ̃ = (φ, ψ), f̃ = (f0, F0), где функции φ̃ и f̃ принадлежат прямому
произведению Cµ(Γ)×Cµ

δ−1(D̂,∞). В этих обозначениях (31) примет краткий опе-
раторный вид

Rφ̃+ Lξ = f̃ , (33)
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где оператор (R,L) действует Cµ
R(Γ) × Cµ

δ−1(D̂,∞) × Rl → Cµ(Γ) × Cµ
δ−1(D̂,∞) и

операторные матрицы имеют вид

R =

(
R11 +R0

11 R12

R21 1 +R22

)
, L =

(
L1

L2

)
. (34)

Рассмотрим подробнее каждый из операторов системы (31). Очевидно операто-
ры R0

11, R12, R22 компактны соответственно в пространствах Cµ
R(Γ), C

µ
δ−1(D̂,∞) →

Cµ(Γ), Cµ
δ−1(D̂,∞), оператор R21 ограничен Cµ

R(Γ)× Cµ
R(Γ) → Cµ

δ (D̂,∞). Поэтому
с точностью до компактного слагаемого оператор R совпадает с оператором

R0 =

(
R11 0
R21 1

)
.

Так как R и R0 отличаются на компактное слагаемое, то они свойством фредголь-
мовости обладают одновременно и их индексы совпадают

ind R = ind R0. (35)

Таким образом, фредгольмовость оператора R0 влечет фредгольмовость операто-
ра R, и, следовательно, фредгольмовость исходной задачи (11)—(12).

Что касается оператора R0, то согласно [10] он будет фредгольмов, если фред-
гольмов оператор R11 причем их индексы совпадают

ind R0 = ind R11. (36)

Запишем этот оператор следующим образом

2(R11φ)(t) = Re [A(1 + S) +B(1− S)]φ(t),

где матрицы A, B имеют вид

A =

(
G11 G22

iG11 iG22

)
, B =

(
G21 G12

iG21 iG12

)
Так как 4R11 = 2Re [A(1 + S) + B(1− S)] то

R11 =
1

4
((A+B)(1 + S) + (A+B)(1− S)) +K0

где K0 =
1

4
(AK1

0 +BK2
0) есть компактный оператор. Последнее равенство можно

продолжить

R11 =
1

4
[C(1 + S) + C(1− S) +K0],

где матрица C имеет вид

C =

(
G11 +G21 G22 +G12

i(G11 −G21) i(G22 −G12)

)
.
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В обозначениях (16) можем записать

C =

(
1 1
i −i

)
·G

Поэтому согласно [1] операторR11 фредгольмов тогда и только тогда, когда выпол-
нено условие (18) обратимости матрицы G(t). Более того, согласно известным тео-
ремам [7], [6] индекс оператора R11 можно выразить через индекс Коши матрицы-
функции G(t)

ind R11 = −2Ind G, (37)

а с учетом [11] это равенство можно продолжить

ind R11 = − 1

π
[arg detG(t)]|Γ.

Пространство Cµ
R(Γ) × Cµ

δ−1(D̂,∞) × Rl есть расширение пространства Cµ
R(Γ) ×

Cµ
δ−1(D̂,∞) на l измерений, поэтому на основании известных свойств фредголь-

мовых операторов [7] операторы (R,H) и R фредгольмово эквивалентны, а их
индексы

ind (R,L) = ind R + l. (38)

С учетом (32) имеем
æ = ind (R,L)− l.

Используя формулы (35)—(38) окончательно получаем формулу индекса (18), ко-
торая завершает доказательство теоремы 3.

Заключение

В работе доказан критерий фредгольмовости задачи линейного сопряжения
для эллиптической системы первого порядка с комплексными коэффициентами и
найдена формула индекса.

Автор выражает признательность своему научному руководителю профессо-
ру А. П.Солдатову за постановку задачи и помощь на всех этапах ее решения и
профессору В.Б.Васильеву за плодотворное обсуждение вопросов, связанных с
написанием и оформлением статьи.
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