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Аннотация. Рассматривается вопрос об устойчивости решений линейных систем уравнений па-
раболического типа. Основное внимание уделено изучению устойчивости решений с медленно
меняющимися почти периодическими коэффициентами и с переменной областью определения.
Выделены критические случаи в задаче об устойчивости и разработан эффективный алгоритм
исследования задач устойчивости решений. Кроме этого рассмотрены подобные задачи для си-
стем параболических уравнений с большими коэффициентами диффузии и для систем с быстро
осциллирующими по пространственной переменной коэффициентами.
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1. Критерий равномерной регулярности

На отрезке 0 ≤ x ≤ 1 рассмотрим краевую задачу

H(ε)u ≡ u̇−D(εt, x)u′′ − A1(εt, x)u
′ − A2(εt, x)u = 0, (1)

(u′ +B1(εt)u)|x=0 = (u′ +B2(εt)u)|x=1 = 0. (2)

Здесь u ∈ Rm, 0 < ε ≪ 1, элементами матриц D(τ, x), Aj(τ, x), Bj(τ, x) (j = 1, 2)
являются тригонометрические по τ многочлены с частотами, не зависящими от x,
матрица D(τ, x) имеет собственные значения с положительными (равномерно по
τ ∈ (−∞,∞), ∈ [0, 1]) вещественными частями, зависимость от x достаточно глад-
кая. При достаточно малых ε изучим вопрос об устойчивости в C(0,1) решений
краевой задачи (1), (2). Для обыкновенных дифференциальных уравнений по-
ставленная задача изучалась в [1]–[5], а для уравнений с запаздыванием — в [3].
В периодическом по τ = εt случае развернутые исследования изложены в моногра-
фиях [6, 7, 8] и в статье [9]. Для параболических уравнений некоторые результаты
приведены в [10].

Для формулировки основного результата понадобится определение равномер-
ной регулярности и некоторые обозначения. Напомним, что оператор H(ε) на-
зывается регулярным, если при каждой f(t, x) ∈ C (C — банахово пространство
непрерывных и ограниченных при t ∈ (−∞,∞), x ∈ [0, 1] функций со стандартной
нормой) неоднородная краевая задача

H(ε)u = f(t, x) (3)

имеет решение uf (t, x) ∈ C. При этом (см. [11]) выполнена оценка

|uf (t, x)|C≤ N |f(t, x)|C
(
|f(t, x)|C= sup

t,x
|f(t, x)|Rm

)
, (4)

где N > 0 не зависит от f(t, x) ∈ C. Оператор H(ε) называют равномерно регуляр-
ным, если найдется такое ε0 > 0, что при всех ε ∈ (0, ε0) он регулярен и выполнена
оценка (4), в которой постоянная N > 0 не зависит от ε.

Введем в рассмотрение семейство эллиптических операторов L(τ), зависящих
от параметра τ ∈ (−∞,∞) :

L(τ)v ≡ D(τ)v′′ + A1(τ, x)v
′ + A2(τ, x)v,

(v′ +B1(τ)v)|x=0= (v′ +B2(τ)v)|x=1= 0.

Будем говорить, что спектр операторов L(τ) отделен от мнимой оси, если при
всех τ ∈ (−∞,∞) собственные значения этого оператора лежат в части комплекс-
ной плоскости, выделяемой неравенством

|Reλ| ≥ λ0 > 0. (5)

Как и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений имеет место сле-
дующий результат.
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Теорема 1. Для того, чтобы оператор H(ε) был равномерно регулярным необ-
ходимо и достаточно, чтобы спектр операторов L(τ) был отделен от мнимой
оси.

Для параболических краевых задач вида (1), (2) справедливы общие утвер-
ждения работы [11] (с помощью простых замен, не меняющих вида уравнения
(1), удается сделать автономными краевые условия). Поэтому при условии от-
деленности от мнимой оси спектров операторов L(τ) и при достаточно малых ε
для краевой задачи (1), (2) имеет место экспоненциальная дихотомия решений.
Пространство C(0,1) начальных условий в произвольный момент времени τ рас-
щепляется в прямую сумму таких подпространств E+(τ, ε) и E−(τ, ε), что реше-
ния u+(t, τ, x, ε) с начальными условиями при t = τ из E+(t, ε) определены при
t ≥ τ, принадлежат подпространству E+(t, ε) и экспоненциально затухают (по
норме C(0,1) ) при t → ∞, а решения u−(t, τ, x, ε) с начальными условиями (при
t = τ) из E−(τ, ε) определены при t ∈ (−∞,∞), принадлежат E−(t, ε) и экспонен-
циально растут при t→∞. Показатели экспоненциального роста и убывания норм
решений u±(t, τ, x, ε) отделены от нуля при ε → 0. Подпространство E−(t, ε) ко-
нечномерно и размерность его совпадает с количеством собственных значений опе-
раторов L(τ), имеющих положительные вещественные части. Проекторы P±(τ, ε),
осуществляющие расщепление C(0,1) на E±(τ, ε), почти периодичны по τ . Как и
для случая обыкновенных дифференциальных уравнений можно показать, что на
каждом элементе φ(x) ∈ C(0,1) выполнено равенство

lim
ε→+0

sup
τ
∥(P±(τ, ε)− P±(τ))φ(x)∥C(0,1)

= 0, (6)

где P+(τ) (P−(τ)) — проектор на корневое подпространство оператора L(τ), от-
вечающее собственным значениям с отрицательными (положительными) веще-
ственными частями. Отсюда, в частности, вытекает, что при условии отделенности
от мнимой оси спектров операторов L(τ) необходимым и достаточным условием
устойчивости решений (1), (2) является требование, чтобы все собственные значе-
ния L(τ) имели отрицательные вещественные части.

Доказательство теоремы 1 и равенства (6) проходит по использованной в [3]
схеме, основанной на теории экспоненциальной дихотомии [11] и на результате
работы [12]. Подробнее на обосновании не останавливаемся.

2. Устойчивость решений в критический случаях “простых
чисто мнимых собственных значений”

Предполагаем здесь, что операторы L(τ) имеют m0 (0 < m0 < ∞) простых
(равномерно относительно τ) собственных значений, лежащих на мнимой оси, а
все остальные собственные значения удовлетворяют неравенству

Reλ(τ) ≤ −λ0 < 0. (7)
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При сделанных предложениях исследуем вопрос об устойчивости решений кра-
евой задачи (1), (2). Отметим, что для случая обыкновенных дифференциальных
уравнений поставленная задача решена в работе [13]. Как оказывается, результаты
из [13] допускают обобщение на рассматриваемый здесь класс задач.

Сначала изложим алгоритмическую часть. Пусть iωj(τ) (j = 1, . . . ,m0,

m0 =
m0

2
, если нет нулевого собственного значения, и m0 =

m0 − 1

2
— в противном

случае) — все те чисто мнимые собственные значения оператора L(τ), для кото-
рых ωj(τ) > 0. Ясно, что все функции ωj(τ) почти периодичны вместе со своими
производными и каждой из них отвечают собственные функции aj(τ, x) и bj(τ, x)
операторов L(τ) и −L∗(τ), соответственно. Здесь

L∗(τ)v ≡ D∗(τ, x)v′′ + [2D∗(τ, x)′ − A∗
1(τ, x)]v

′ + (A∗
2(τ, x)− A∗

1(τ, x)
′ +D∗(τ, x)′′)v,

(D∗(τ, x)v′ + (B∗
1(τ)D

∗(τ, x)− A∗
1(τ, x))−D∗(τ, x)′)v|x=0= 0,

(D∗(τ, x)v′ + (B∗
2(τ)D

∗(τ, x)− A∗
1(τ, x))−D∗(τ, x)′)v|x=1= 0.

Без потери общности можно считать, что max
x
∥aj(τ, x)∥Rm ≥ v0 > 0 и

⟨aj(τ, x), bj(τ, x)⟩ ≡ 1, ⟨aj(τ, x), bj(τ, x)⟩ ≡ 0 (j = 1, . . . ,m0), где

⟨a(τ, x), b(τ, x)⟩ =
1∫

0

(a(τ, x), b(τ, x))dx.

Кроме этого, будем считать, что функции
t∫
0

[ωj(s)−M(ωj(t))]ds почти периодичны.

Здесь принято стандартное обозначение

M(φ(t)) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

φ(s)ds.

Приступим непосредственно к описанию алгоритма. Введем в рассмотрение
формальные ряды

αj(ε) = εαj1 + ε2αj2 + · · · , (8)

vj(τ, x, ε) = γj(τ)aj(τ, x) + εaj1(τ, x) + ε2aj2(τ, x) + · · · , τ = εt, (9)

где αjk — некоторые постоянные, γj(t) — скалярные, а ajk(t) – векторные почти
периодические функции, производные которых почти периодичны по τ . Коэффи-
циенты рядов (8), (9) будем последовательно определять из формальных тождеств

∂vj(τ, x, ε)

∂t
= L(τ)vj(τ, x, ε)− [αj(ε) + iωj(τ)]vj(τ, x, ε), (10)

v′j(τ, 0, ε) +B1(τ)vj(τ, 0, ε) = 0, v′j(τ, 1, ε) +B2(τ)vj(τ, 1, ε) = 0. (11)
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Учитывая в (10) выражения (8) и (9), будем приравнивать коэффициенты при оди-
наковых степенях ε. При ε = 0 краевая задача (10), (11) обращается в тождество,
собирая коэффициенты при первой степени ε, приходим к выражениям

(L(τ)− iωj(τ)I)aj1(τ, x) = γ̇j(τ)aj(τ) + γj(τ)[ȧj(τ, x) + αj1aj(τ, x)], (12)

a′j1(τ, 0) +B1(τ)aj1(τ, 0) = a′j1(τ, 1) +B2(τ)aj1(τ, 1) = 0. (13)

Условием разрешимости краевой задачи (12), (13) относительно aj1(τ, x) явля-
ется ортогональность правой части (13) функции bj(τ, x). Отсюда получаем, что

γ̇j(τ) + [⟨ȧj(τ, x), bj(τ, x)⟩+ αj1]γj(τ) = 0. (14)

Для существования почти периодического решения (14) необходимо, чтобы

αj1 = −M(Re⟨ȧj(t, x), bj(t, x)⟩).

Это условие будет и достаточным, если функция∫ τ

0

[⟨ȧj(τ, x), bj(τ, x)⟩ −M(⟨ȧj(t, x), bj(t, x)⟩)]dx

тоже будет почти периодической. Ниже считаем, что это и другие подобного рода
условия выполнены.

После того, как функция γj(τ) определена, находим из краевой задачи (12),
(13) функцию aj1(τ, x). Ее можно представить в виде

aj1(τ, x) = a0j1(τ, x) + γj1(τ)aj(τ, x),

где a0j1(τ, x) — какое-либо фиксированное почти периодическое решение задачи
(12), (13), а γj1(τ) – произвольная почти периодическая (вместе со своей произ-
водной) скалярная функция.

Собирая на втором шаге коэффициенты в (10), (11) при ε2, получим краевую
задачу для определения aj2(τ, x). Условие ее разрешимости приводит к уравнению
относительно γj1(τ):

γ̇j1(τ) + [⟨ȧj(τ, x), bj(τ, x)⟩+ αj1]γj1(τ) + ⟨ȧ0j1(τ, x), bj(τ, x)⟩+ αj2γj(τ) = 0.

Из условия существования почти периодического решения этого уравнения на-
ходим

αj2 =M(⟨ȧ0j1(τ, x), bj(τ, x)⟩ exp
τ∫

0

[⟨ȧj(s, x), bj(s, x)⟩+ αj1]ds).

Зная αj2, находим сначала γj1(τ), потом aj2(τ, x) = a0j2(τ, x) + γj2(τ)aj(τ) и т. д.
Таким образом, все элементы рядов (8), (9) последовательно определяются. Те
же построения проходят и для случая тождественно нулевого по τ собственного
значения L(τ), поэтому отдельно этот случай не выделяем. Будем считать, что
при наличии нулевого собственного значения L(τ) соответствующим рядам (8),
(9) отвечает индекс j = 0.
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Теорема 2. Предположим, что первые отличные от нуля коэффициенты всех
рядов

εαj1 + ε2Reαj2 + ε3Reαj3 + · · · (15)

отрицательные.
Тогда существует ε0 > 0 такое, что при ε ∈ (0, ε0) решения краевой задачи

(1), (2) экспоненциально устойчивы. Если же первый ненулевой коэффициент
хотя бы одного из рядов положителен, то найдется такое ε0 > 0, что при
ε ∈ (0, ε0) решения (1), (2) неустойчивы.

3. Обоснование теоремы 2

Сформулируем сначала в виде лемм два результата, из которых и будет сле-
довать утверждение теоремы. Положим

αjk(ε) = εαj1 + · · ·+ εkαjk,

vjk(τ, x, ε) = γj(τ)aj(τ, x) + · · ·+ εkajk(τ, x).

Лемма 1. Для каждого номера k найдется такой линейный относительно
u(τ, x) почти периодический по τ и ограниченный равномерно относительно τ, x, ε
оператор Bk(τ, x, ε) : C(0,1) → C(0,1), что функции

ujk(τ, x, ε) = vjk(τ, x, ε) exp[
i

ε

τ∫
0

ωj(s)ds+ αjk(ε)t]

(ujk(τ, x, ε)) являются решениями краевой задачи

K(ε)u ≡ u̇− (L(τ)u+ εkBk(τ, x, ε, u)) = 0, (16)

(u′ +B1(τ)u)|x=0 = (u′ +B2(τ)u)|x=1 = 0. (17)

Предположим затем, что ни один из рядов (15) не состоит из одних нулей.
Пусть Reαjkj — первый отличный от нуля коэффициент этого ряда. Положим
k0 = max kj. Имеет место следующее утверждение.

Лемма 2. Существует такое ε0 > 0, что при ε ∈ (0, ε0) оператор K(ε) регулярен
и для решения uf (t, x) ∈ C краевой задачи K(ε)u = f(t, x) и (17) (f(t, x) ∈ C)
имеет место оценка

|uf (t, x)|C≤ Nε−k0 |f(t, x)|C , (18)

где N > 0 не зависит от f(t, x) ∈ C и от ε.
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Покажем теперь, как с помощью лемм 1 и 2 завершить обоснование теоремы,
а затем докажем эти леммы.

Предположим сначала, что не все коэффициенты каждого из рядов (15) нуле-
вые. Положим k = k0 + 1 и с краевыми условиями (17) рассмотрим выражение

Hk(ε, µ)u ≡ u̇− [L(τ)u+ εkBk(τ, x, ε, u)− µεkBk(τ, x, ε, u)],

где µ ∈ [0, 1]. Из оценки (18) сразу получаем, что при всех µ ∈ [0, 1] оператор
Hk(ε, µ) регулярен при ε ∈ (0, ε0), где ε0 > 0 и не зависит от µ. Так как свой-
ства устойчивости при всех µ ∈ [0, 1] одинаковы, то отсюда получаем обоснование
первой части теоремы 2.

Осталось разобрать тот случай, когда среди рядов (9) есть такие, которые
могут состоять из одних нулей, а первый отличный от нуля коэффициент хотя
бы одного из рассматриваемых рядов положителен. Обозначим его порядковый
номер в соответствующем ряду через k0. Выполним в (1), (2) замену

u = v exp[αεk
0+1t],

где α > 0. Очевидно, что выражения, аналогичные (15) для получающейся крае-
вой задачи отличаются от рядов (15) на слагаемое −αεk0+1. За счет подходящего
выбора α можно сделать так, чтобы (k0 + 1)-ые члены всех этих рядов будут
ненулевые. Остается лишь положить k0 = k0 + 2 и воспользоваться предыдущи-
ми рассуждениями. Отметим, наконец, что из неустойчивости решений краевой
задачи

u̇ = (L(τ)− αεk0+1)u, (u′ +B1(τ)u)|x=0 = (u′ +B2(τ)u)|x=1 = 0

тем более следует неустойчивость решений (1), (2). Теорема 2 доказана.
Осталось обосновать леммы 1 и 2. Для доказательства леммы 1 рассмотрим

систему линейных алгебраических уравнений
m0′∑

j=−m0

ξj⟨vjk(τ, x, ε), br(τ, x)⟩ = ⟨u(t, x), br(τ, x)⟩. (19)

Здесь штрих у знака суммы озачает, что при четком m0 отсутствует слагаемое,
отвечающее j = 0 (т. е. — нулевому собственному значению). Индекс r принимает
те же значения, что и j. Кроме того, vjk(τ, x, ε) = vjk(τ, x, ε), bj(τ, x) = bj(τ, x). Из
определения vjk(τ, x, ε) и bj(τ, x) сразу заключаем, что решения ξjk(τ, x, ε) систе-
мы (19) — линейные почти периодические (по τ) функционалы, ограниченные и
непрерывные по ε равномерно относительно τ , причем

ξjk(τ, vrk(τ, x, ε), ε) = δjr. (20)

Положим, наконец,

Bk+1(τ, x, ε, u) =

m0′∑
j=−m0

ξjk(τ, u, ε)ȧjk(τ, x) (ȧ−jk(τ, x) = ȧjk(τ, x)).
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Учитывая в этой формуле равенства (19), заключаем, что Bk+1(τ, x, ε, u) удовле-
творяет всем сформулированным в лемме 1 требованиям.

Перейдем к доказательству леммы 2. Рассмотрим краевую задачу

u̇ = L(τ)u+ εkBk(τ, x, ε, u), (21)

(u′ +B1(τ)u)|x=0 = (u′ +B2(τ)u)|x=1 = 0. (22)

Из результатов, приведенных в предыдущем пункте, вытекает, что простран-
ство начальных условий этой краевой задачи расщепляется при каждом t и доста-
точно малых ε в прямую сумму двух инвариантных относительно решений (21),
(22) подпространств E+(t, ε) и E−(t, ε), причем E−(t, ε) — m0-мерно, а для решений
u(t, x) с начальными условиями из E+(s, ε) справедливо неравенство

∥u(t, x, ε)∥C(0,1)
≤M+ exp[−γ+(t− s)]∥u(s, x)∥C(0,1)

−∞ < s ≤ t <∞. (23)

Проекторы P+(t, ε) и P−(t, ε), осуществляющие расщепление, почти периодичны
по t. Ясно, что решения Re ujk(τ, x, ε) и Im ujk(τ, x, ε) при каждом τ принадлежат
подпространству E−(εt, ε). Используя затем явный вид таких решений, приходим
к выводу, что E−(t, ε) расщепляется в прямую сумму двух подпространств E1(t, ε)
и E2(t, ε), обладающих следующими свойствами: во-первых, проекторы P1(t, ε) и
P2(t, ε), осуществляющие это расщепление, почти периодичны по t и равномерно
ограничены при ε → 0; во-вторых Ej(t, ε)(j = 1, 2) инвариантны относительно
решений краевой задачи (21), (22); в-третьих, найдутся такие универсальные по-
стоянные M1,M2, γ1, γ2 > 0, что

∥P1(t, ε)u(t, x)∥C(0,1)
≤ ∥P1(s, ε)u(s, ε)∥C(0,1)

M1 exp[−γ1εk0(t− s)],
−∞ < s ≤ t <∞,

(24)

∥P2(t, ε)u(t, x)∥C(0,1)
≤ ∥P2(s, ε)u(s, ε)∥C(0,1)

M2 exp[−γ2εk0(t− s)],
−∞ < s ≤ t <∞.

(25)

Определим затем функцию Грина G(t, s, ε), положив

G(t, s, ε) =

{
(P+(t, ε) + P1(t, ε))U(t, x, ε), при t > s

−U(t, s, ε)P2(s, ε), при t < s

где U(t, s, ε) разрешающий оператор краевой задачи (21), (22), обращающийся в
тождественный при t = s. Регулярность оператора K(ε) (при малых ε) и оценка
(18) вытекают из оценок (23)-(25) и из формулы

uf (t, x) =

∞∫
−∞

G(t, s, ε)f(s, x)ds (f(s, x) ∈ C).
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4. Об устойчивости в более сложных критических случаях

Предположим сначала, что операторы L(τ) имеют равномерно (по τ) двукрат-
ное нулевое собственное значение, которому отвечает однопараметрическая груп-
па решений. В этом случае найдутся такие гладкие почти периодические по τ
вектор-функции a0(τ, x), b0(τ, x), c0(τ, x), d0(τ, x), что

L(τ)a0(τ, x) ≡ 0, L(τ)b0(τ, x) ≡ a0(τ, x),

L∗(τ)c0(τ, x) ≡ 0, L∗(τ)d0(τ, x) ≡ c0(τ, x),

1 ≡ ⟨a0(τ, x), d0(τ, x)⟩ ≡ ⟨b0(τ, x), c0(τ, x)⟩,

0 ≡ ⟨d0(τ, x), c0(τ, x)⟩ ≡ ⟨b0(τ, x), d0(τ, x)⟩ ≡ ⟨a0(τ, x), c0(τ, x)⟩.

Считаем, что все остальные собственные значения L(τ) удовлетворяют неравен-
ству (7). Вместо краевой задачи (1), (2) рассмотрим более общую

u̇ = L(τ)u+ εD1(τ, x)u
′′ + εA11(τ, x)u

′ + εA21(τ, x)u, (26)

(u′ + [B1(τ) + εB11(τ)]u)|x=0 = (u′ + [B2(τ) + εB21(τ)]u)|x=1 = 0, (27)

где элементы всех матриц являются тригонометрическими по τ многочленами,
частоты которых не зависят от x, а зависимость коэффициентов от x — гладкая.

При исследовании устойчивости решений краевой задачи (26), (27) восполь-
зуемся сначала выводами, сформулированными в первом пункте этого парагра-
фа. Из них вытекает, что фазовое пространство рассматриваемой краевой задачи
расщепляется в прямую сумму двух подпространств E+(t, ε) и E−(t, ε), второе
из которых двумерно, а решения из E+(t, ε) экспоненциально убывают по норме
при t→∞. Таким образом задача сводится к изучению устойчивости решений из
двумерного подпространства E−(t, ε). Далее, проекторы P±(t, ε), осуществляющие
указанное расщепление, имеют (сильный) предел при ε→ 0. В двумерной области
значений проектора P−(t, 0) имеется почти периодический базис a0(τ, x), b0(τ, x).
Тем самым получаем, что в E−(t, ε) существует гладкий по ε почти периодиче-
ский вместе с производной по t базис (“близкий” при ε → 0 к a0(τ, x), b0(τ, x)).
Теперь уже легко выписать систему из двух обыкновенных дифференциальных
уравнений для решений в E−(t, ε):

dα1

dt
= ε[a11(τ) + εQ1(t, ε)]α1 + α2[1 + εQ2(t, ε)],

dα2

dt
= ε[a21(τ) + εQ3(t, ε)]α1 + ε[a22(τ) + εQ4(t, ε)]α2. (28)

Здесь через Qj(t, ε) обозначены почти периодические по t и ограниченные вместе
с производными по t функции, а для функций ajk(τ) имеют место формулы

a11(τ) = −⟨ȧ0(τ, x), d0(τ, x)⟩+ ⟨a0(τ, x), L1(τ)d0(τ, x)⟩+ ((D1(τ, 0)B1(τ)+
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+D(τ, 0)B11(τ)+D
′
1(τ, 0)−C1D1(τ, 0)−A1(τ, 0))a0(τ, 0), d0(τ, 0))− ((D1(τ, 1)B2(τ)+

+D(τ, 1)B21(τ) +D′
1(τ, 1)− C2D1(τ, 1) + A1(τ, 1))a0(τ, 1), d0(τ, 1)),

a21(τ) = −⟨ȧ0(τ, x), c0(τ, x)⟩+ ⟨a0(τ, x), L1(τ)c0(τ, x)⟩+ ((D1(τ, 0)B1(τ)+

+D(τ, 0)B11(τ) +D′
1(τ, 0)− C1D1(τ, 0)− A1(τ, 0))a0(τ, 0), c0(τ, 0))−

−((D1(τ, 1)B2(τ) +D(τ, 1)B21(τ) +D′
1(τ, 1)− C2D1(τ, 1) + A1(τ, 1))a0(τ, 1), c0(τ, 1)),

a22(τ) = −⟨ḃ0(τ, x), c0(τ, x)⟩+ ⟨b0(τ, x), L1(τ)c0(τ, x)⟩+ ((D1(τ, 0)B1(τ)+

+D(τ, 0)B11(τ) +D′
1(τ, 0)− C1D1(τ, 0)− A1(τ, 0))b0(τ, 0), c0(τ, 0))−

−((D1(τ, 1)B2(τ) +D(τ, 1)B21(τ) +D′
1(τ, 1)− C2D1(τ, 1) + A1(τ, 1))b0(τ, 1), c0(τ, 1)),

где

L1(τ)u = D∗
1(τ, x)u

′′+(2εD∗′
1 (τ, x)−A∗

11(τ, x))u
′+(A∗

21(τ, x)−A∗′
11(τ, x)+D

∗′′
1 (τ, x))u,

C1 = (D(τ, 0)B1(τ)− A1(τ, 0))D
−1(τ, 0),

C2 = (D(τ, 1)B2(τ)− A1(τ, 1))D
−1(τ, 1).

Сформулируем результаты.

Теорема 3. Пусть для произвольного δ > 0 выполнены условия α = M(a11(τ) +
a22(τ)) < 0 и a21(τ) ≤ −δ(τ ∈ (−∞,∞)). Тогда найдется такое ε0 > 0, что при
ε ∈ (0, ε0) решения краевой задачи (26), (27) устойчивы. Если же α > 0 или
a21(τ) ≥ δ, то найдется такое ε0 > 0, что при ε ∈ (0, ε0) решения (26), (27)
неустойчивы.

В следующем утверждении предполагается, что коэффициенты краевой задачи
(26), (27) периодические.

Теорема 4. Пусть α < 0, а функция a21(τ) — знакопеременная. Тогда при ε→ 0
устойчивость и неустойчивость решений краевой задачи (26), (27) бесконечно
чередуются.

Эти две теоремы следуют из анализа устойчивости решений системы уравне-
ний (28). Доказательство последней теоремы основано на результатах из [14].

Пусть теперь нулевое собственное значение L(τ) имеет кратность
k ≥ 3 и ему отвечает однопараметрическая группа собственных векторов. В
этом случае (в предположении типа общности положения) при малых ε решения
(1), (2) неустойчивы. Этот же вывод справедлив и тогда, когда L(τ) имеет чисто
мнимое собственное значение кратности больше 1 с однопараметрической группой
решений.
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5. Устойчивость решений краевых задач с “большим”
коэффициентом диффузии

Рассмотрим краевую задачу

u̇ = λD(t)u′′ + A1(t, x)u
′ + A2(t, x)u, (29)

u′|x=0 = u′|x=1 = 0, (30)

где u ∈ Rm, D(t) — положительно определенная равномерно относительно t ∈
(−∞,∞) матрица, элементы матриц D(t) и Aj(t, x), j = 1, 2, являются тригоно-
метрическими по t многочленами с частотами, не зависящими от x. Элементы
матриц Aj(t, x) достаточно гладкие относительно x. Исследуем вопрос об устой-
чивости решений краевой задачи (29), (30) при больших λ≫ 1.

Введем в рассмотрение обыкновенное дифференциальное уравнение

v̇ = A20(t)v, где A20(t) =

1∫
0

A2(t, x)dx. (31)

Теорема 5. Пусть для уравнения (31) имеет место экспоненциальная дихото-
мия решений. Тогда найдется такое λ0, что при λ ≥ λ0 для краевой задачи (29),
(30) имеет место экспоненциальная дихотомия решений, причем размерности
подпространств экспоненциально растущих (по соответствующим нормам Rm

и C(0,1)(R
m)) при t→∞ решений уравнения (31) и краевой задачи (29), (30) сов-

падают.

Для обоснования этой теоремы достаточно воспользоваться приведенной в раз-
деле 6 схемой, считая при этом фигурирующий там номер равным 1. Отметим, что
теорема 5 остается верной и в том случае, когда вместо матрицы D(t) стоит более
сложная матрица γ(t, x)D(t) с теми же, что и выше свойствами, а почти периоди-
ческая по t и гладкая по t и x скалярная функция γ(t, x) положительна и отделена
от нуля. Для случая еще более общей матрицы D(t, x) теорема 5 перестает, вообще
говоря, быть верной.

5.1. Изучение критического случая

При исследовании устойчивости в ситуации, когда для уравнения (31) не имеет
место экспоненциальная дихотомия, применимы построения из §§1 − 5. В каче-
стве модельного рассмотрим здесь случай, когда матрица A20(t) автономна, т.е.
A20(t) ≡ A20, и A20 имеет пару чисто мнимых собственных значений ±iδ0(δ0 > 0),
а все остальные ее собственные значения имеют отрицательные вещественные ча-
сти. Обозначим через a0 и b0 собственные векторы A20 и −A∗

20 соответственно,
отвечающие собственному значению iδ0, причем

(a0, b0) = 1, (a0, b0) = 0.
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Введем в рассмотрение формальный ряд

u0(t, x, ε) = a(t, x, ε) exp(iδ0 + α(ε))t, (32)

где
α(ε) = λ−1α1 + λ−2α2 + · · · , (33)

a(t, x, ε) = a0 + λ−1a1(t, x) + λ−2a2(t, x) + · · · . (34)

Здесь αj – скалярные величины, а aj(t, x) – векторные тригонометрические по t
многочлены. Покажем, что все элементы из (33), (34) определяются из формаль-
ного тождества

u̇0(t, x, ε) = λD(t)u′′0(t, x, ε) + A1(t, x)u
′
0(t, x, ε) + A2(t, x)u0(t, x, ε), (35)

u′0(t, 0, ε) = u′0(t, 1, ε) = 0. (36)

Коэффициент при первой степени λ в (35) нулевой. Собирая слагаемые, стоящие
множителем при λ0, приходим к равенствам

D(t)a′′1 = −A2(t, x)a0 + iδ0a, a
′
1(t, 0) = a′1(t, 1) = 0. (37)

Отсюда вытекает, что a1(t, x) = ã1(t, x) + a10(t), где

ã1(t, x) = D−1(t)

x∫
0

(x− s)(iδ0I − A2(t, s))a0ds,

а a10(t) – произвольный почти периодический тригонометрический многочлен. На
следующем шаге, собирая коэффициенты при λ−1, получим равенства

D(t)a′′2 = ˙̃a1(t, x) + ȧ10(t) + iδ0(ã1(t, x) + a10(t)) + α1a0−

−A1(t, x)ã
′
1(t, x)− A2(t, x)ã1(t, x)− A2(t, x)a10(t), (38)

a′2(t, 0) = a′2(t, 1) = 0. (39)

Из условия разрешимости краевой задачи (38), (39) получаем соотношение

ȧ10(t) + (iδ0I − A20)a10(t) = −α1a0 + f(t), (40)

в котором

f(t) =

1∫
0

[A1(t, x)ã
′
1(t, x)ã1(t, x)− ȧ1(t, x)− iδ0ã1(t, x)]dx.

Значение α1 определяется из условия разрешимости (40) в классе тригонометри-
ческих многочленов:

α1 =M((f(t), b0)).

После того, как α1 найдено, из (40) определяем a10(t), а из (8.10), (8.11) – a2(t, x)(≡
ã2(t, x) + a20(t)) и т.д.
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Теорема 6. Предположим, что формальный ряд

λ−1Reα1 + λ−2Reα2 + · · ·

не состоит из одних нулей. Обозначим через Reαk первый ненулевой коэффици-
ент этого ряда. Найдется такое λ0, что при λ ≥ λ0 решения краевой задачи
(29), (30) экспоненциально устойчивы (неустойчивы), если Reαk < 0 (Reαk > 0).

Схема обоснования этого результата полностью повторяет схему доказатель-
ства теоремы 2 (и 1).

6. Исследование устойчивости параболических краевых
задач с быстро осциллирующими по пространственной
переменной коэффициентами

Результаты этого раздела тесно примыкают к утверждениям, сформулирован-
ным в предыдущем параграфе.

Рассмотрим краевую задачу

u̇ = D(t)u′′ + A1(t, ωx)u
′ + A2(t, ωx)u, (41)

u′|x=0 = u′|x=1 = 0, (42)

где u ∈ Rm, матрица D(t) та же, что и в разделе 4,

Aj(t, ξ) =
m∑

k=−m

Ajk(t) exp iσkξ

(j = 1, 2, σ0 = 0, σ−k = −σk, A−jk(t) = Ajk(t)),

элементами матриц Ajk(t)(j = 1, 2, k = −n, · · · , n) являются тригонометрические
по t многочлены. Поставим вопрос об устойчивости решений краевой задачи (41),
(42) при условии, когда коэффициенты быстро осциллируют по пространственной
переменной, т.е. ω ≫ 1.

Введем в рассмотрение усредненную краевую задачу

v̇ = D(t)v′′ + A10(t)v
′ + A20(t)v, (43)

v′|x=0 = v′|x=1 = 0. (44)

Сформулируем основной результат, простое обоснование которого получается
на том же пути, что и обоснование теоремы 5.

Теорема 7. Пусть для решения краевой задачи (43), (44) имеет место экспо-
ненциальная дихотомия решений. Тогда найдется такое ω0, что при всех ω ≥ ω0

имеет место экспоненциальная дихотомия решений краевой задачи (41), (42), и
размерности подпространств экспоненциально растущих при t → ∞ решений
обеих краевых задач совпадают.
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6.1. Устойчивость в критическом случае

Пусть коэффициенты (43) от t не зависят, т.е. D(t) ≡ D, A10(t) ≡ A10, A20(t) ≡
A20 и пусть оператор

Hv ≡ Dv′′ + A10v
′ + A20, v

′(0) = v′(1) = 0

имеет пару чисто мнимых значений ±iδ0, δ0 > 0, а все остальные его собственные
значения имеют отрицательные вещественные части. Через a0(x) и b0(x) обозна-
чим собственные функции оператора H и сопряженного к нему оператора H∗,
отвечающие собственным значениям iδ0 и −iδ0, соответственно. Удобно считать,
что

⟨a0(x), b0(x)⟩ = 1, ⟨a0(x), b0(x)⟩ = 0

⟨a(x, t), b(x, t)⟩ = 1∫
0

(a(x, t), b(x, t))dt

 .

Подобно формулам (32)-(34) составим формальный ряд

u(t, x, ω) = a(t, x, ω) exp(iδ0 + α(ω))t, (45)

где
a(t, x, ω) = a0(x) + ω−1a1(t, x) + ω−2a2(t, x, ξ) + · · · , ξ = ωx, (46)

α(ω) = ω−1α1(ω) + ω−2α2(ω) + · · · . (47)

Вектор-функция aj(t, x, ξ) является тригонометрическим многочленом по t и ξ, а
скалярная функция αj(ω) почти периодически зависит от параметра ω. Для опре-
деления всех фигурирующих в (46), (47) величин подставим выражение (45) в
(41), (42) и в получившемся формальное тождестве будем приравнивать коэффи-
циенты при одинаковых степенях ω−1. На первом шаге, собирая коэффициенты
при ω0, получим выражения

D(
∂2a2
∂ξ2

+ a′′0(x)) + A1(t, ξ)a
′
0(x) + A2(t, ξ)a0(x) = iδ0a0(x), (48)

a′0(0) = a′0(1) = 0,
∂a2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
∂a2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ω

= 0. (49)

Усредняя в (48) по ξ, для определения a0(x) получим равенства Ha0(x) = iδ0a0(x),
a′0(0) = a′0(1), которые выполняются в силу выбора a0(x). После этого для нахож-
дения a2 = a2(t, x, ξ) из (48), (49) получим краевую задачу

D
∂2a2
∂ξ2

= f1(t, x, ξ),
∂a2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

=
∂a2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ω

= 0, (50)

в которой

f1(t, x, ξ) = (A10 − A1(t, ξ))a
′
0(x) + (A20 − A2(t, ξ))a0(x).
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Эта краевая задача, вообще говоря, не имеет решения, поэтому рассмотрим дру-
гую краевую задачу

D
∂2a2
∂ξ2

= f1(t, x, ξ)−
1

ω

ω∫
0

f1(t, x, η)dη,
∂a2
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0
ξ=ω

= 0, (51)

которая отличается от (50) слагаемым порядка ω−1. Из (51) сразу получаем, что
a2(t, x, ξ) = ã2(t, x, ξ) + a20(t, x), где

ã2(t, x, ξ) =

ξ∫
0

(f1(t, x, η)−
1

ω

ω∫
0

f1(t, x, s)ds)(ξ − η)dη,

а тригонометрический по t многочлен a20(t, x) — произволен. Собирая на втором
шаге коэффициенты при ω−1 в введенном выше формальном тождестве, получим
соотношения

ȧ1(t, x) + iδ0a1(t, x) + α1(ω)a0(x) = D(
∂2a3
∂ξ2

+ a′′1(t, x))+

+ A1(t, ξ)(a
′
1(t, x) +

∂ã2(t, x, ξ)

∂ξ
) + A2(t, ξ)a1(t, x) +

ω∫
0

f1(t, x, η)dη, (52)

a′1(t, 0) = a′1(t, 1) = 0,
∂a3
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0
ξ=ω

= 0. (53)

Усредняя в (52) по ξ, приходим к краевой задаче относительно

ȧ1 + iδ0a1 −Ha1 = −α1(ω)a0(x) +

ω∫
0

f1(t, x, η)dη+

+ lim
T→∞

1

T

T∫
0

A1(t, η)
∂ã2(t, x, η)

∂η
dη, a′1|x=0 = a′1|x=1 = 0. (54)

Осталось воспользоваться условием разрешимости (54) в классе тригонометриче-
ских многочленов. Отсюда сразу получаем выражение для почти периодической
функции α1(ω):

α1(ω) = ⟨
ω∫

0

f1(t, x, η)dη + lim
T→∞

1

T

T∫
0

A1(t, η)
∂ã2(t, x, η)

∂η
dη, a0(x)⟩.

После этого из (54) определяем a1(t, x), потом из (52), (53) находим a3(t, x, ξ) =
ã3(t, x, ξ) + a30(t, x) и т. д.

Обозначим через γ(ω) наибольший характеристический показатель (экспонен-
циального роста) решений краевой задачи (41), (42).
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Теорема 8. Для каждого номера k имеет место асимптотическое равенство

γ(ω)− (ω−1Reα1(ω) + · · ·+ ω−kReαk(ω)) = o(ω−k).

Отличие рассмотренного здесь случая от соответствующих результатов преды-
дущего параграфа (теорема 7) состоит в том, что при ω →∞ здесь возможен (да-
же в предположениях типа общности положения) неограниченный процесс смены
устойчивости решений краевой задачи (41), (42). Путь обоснования теоремы 8 тот
же, что и теоремы 7.

Выводы

Рассмотрены вопросы устойчивости важных для приложений решений линей-
ных сингулярно возмущенных систем параболического типа. В первой части изу-
чается система с медленно меняющимися почти периодическими коэффициента-
ми. Сформулирован ответ на вопрос об устойчивости решений в так называемом
регулярном случае. При рассмотрении критических случаев разработан эффек-
тивный алгоритм исследования устойчивости. Особо отметим, что рассмотрены
критические случаи для изолированных и для кратных корней характеристиче-
ского уравнения.

Во втором разделе рассматриваются параболические системы с большим ко-
эффициентом диффузии. Показано, что ответ на вопрос об устойчивости решений
сводится к исследованию специальных систем обыкновенных дифференциальных
уравнений.

В третьем разделе исследованы системы с быстро осциллирующими по про-
странственной переменной коэффициентами. Выделены критические случаи и
разработан алгоритм последовательного вычисления показателей, отвечающих за
устойчивость решений.
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