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Аннотация. В работе представлена физическая и математическая постановка новой линейной
начально-краевой задачи, моделирующей малые движения гидросистемы, состоящей из трёх со-
членённых маятников с полостями, заполненными однородными несжимаемыми жидкостями.
Задача состоит из трёх линеаризованных уравнений изменения кинетического момента (отно-
сительно точек подвеса маятников), линеаризованных уравнений Эйлера и Навье-Стокса для
идеальных и вязких жидкостей соответственно, динамических и кинематических условий на
границе раздела жидкостей, вспомогательных краевых условий и начальных условий. Доказан
закон баланса полной энергии и описаны основные ожидаемые свойства решений.
Ключевые слова: физический маятник, уравнение изменения кинетического момента, одно-
родная несжимаемая жидкость, граничное условие, формула Грина, закон баланса полной энер-
гии.
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1. Введение

В работе приводится вывод новой начально-краевой задачи о малых движениях
системы трёх сочленённых маятников с полостями, заполненными однородными
несмешивающимися несжимаемыми жидкостями. Данная задача попадает в класс
наиболее интересных и распространенных частично-диссипативных гидромехани-
ческих систем, и моделирует случай общего положения, когда часть жидкостей
являются идеальными, часть — вязкими.

Задачи для одного маятника с жидкостью исследовались ранее многими ав-
торами, начиная с работы Н.Е. Жуковского [5]. Отметим вклад Н.Н. Моисеева,
Г.С. Нариманова, Д.Е. Охоцимского, Б.И. Рабиновича, Л.Н. Сретенского, Ф.Л.
Черноусько, С.Ф. Фещенко, И.А. Луковского, С.Г. Крейна, Н.Д. Копачевского (см.
[6]) и др.

С помощью использования операторных методов математической физики
подобные линейные динамические системы с жидкостями изучаются в по-
следнее время Н.Д.Копачевским и соавторами (Э.Батыром, В.И. Войтицким,
З. З. Ситшаевой), см. работы [2]–[4], [7]–[10]. Отметим, что ранее рассматрива-
лись преимущественно более простые задачи для консервативных и диссипатив-
ных систем. При этом в последних работах был предложен универсальный опе-
раторный подход, позволяющий сводить различные постановки задач к задачи
Коши для дифференциального уравнения первого порядка в гильбертовом про-
странстве с операторными коэффициентами, имеющими определённых физиче-
ский смысл. Далее предполагается провести полное исследование задачи с дока-
зательством теоремы существования и единственности, а также описанием спек-
тральных свойств. В данной работе сделан первый шаг — проведён формальный
вывод уравнений движения маятников и жидкостей и сопутствующих краевых
условий, а также доказан закон баланса полной энергии, соответствующий физи-
ческому смыслу задачи.

2. Постановка задачи. Вывод уравнений изменения
кинетических моментов

Пусть имеется система из трёх сочленённых маятников Gk, k = 1, 3, имеющих
массы mk. В каждом теле имеется точка подвеса, относительно который соверша-
ются малые свободные колебания. Пусть тело G1 имеет неподвижную точку O1, а
тела Gk (k = 2, 3) — соответственно точки Ok, соединяющие Gk c Gk−1, в которых
расположены сферические шарниры.

Предположим, что внутри каждого тела имеется по одной полости, причём в
теле G1 полость целиком занята системой двух однородных идеальных несжима-
емых жидкостей с плотностями ρ11 > ρ12, занимающих в состоянии равновесия
области Ω11 и Ω12, разделённых движущейся поверхностью Γ11(t); в теле G2 по-
лость целиком занята системой трёх однородных вязких несжимаемых жидкостей
с плотностями ρ21 > ρ22 > ρ23, занимающих в состоянии равновесия области Ω21,
Ω22 и Ω23, с движущимися границами раздела Γ21(t), Γ22(t), а полость Ω31 тела

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2018, том 8(36), №4



К ПРОБЛЕМЕ МАЛЫХ ДВИЖЕНИЙ СИСТЕМЫ СОЧЛЕНЁННЫХ МАЯТНИКОВ 339

G3 целиком заполнена однородной идеальной несжимаемой жидкостью с плот-
ностью ρ31 > 0. Пусть кроме движущихся поверхностей жидкости Ωij (i = 1, 2)
контактируют с твердыми стенками Sij.

Будем считать, что на данную систему тел в состоянии покоя действует од-
нородное гравитационное поле g⃗, а в процессе малых движений — силовое поле
F⃗ := g⃗ + f⃗(t, x), где f⃗(t, x) — малая динамическая добавка к гравитационному
полю. Предполагаем также, что в шарнире Ok сила трения пропорциональна раз-
ности угловых скоростей примыкающих тел Gk и Gk−1, причем коэффициент про-
порциональности αk > 0, k = 1, 3.

Для описания малых движений системы введем неподвижную систему коор-
динат O1x

1x2x3 c ортами e⃗ j, j = 1, 2, 3, так, чтобы g⃗ = −ge⃗ 3. Кроме того, введем
подвижные системы координат Okx

1
kx

2
kx

3
k, жестко связанные с телами Gk, k = 1, 3.

Единичные векторы вдоль осей Okx
j
k обозначим через e⃗ jk , j = 1, 3. Кроме того,

будем считать, что в состоянии покоя центры масс Ck тел Gk, а также точки Ok

находятся на одной оси O1x
3
1 = O2x

3
2 = O3x

3
3.

Положение подвижной системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k относительно неподвиж-

ной системы O1x
1x2x3 в процессе малых движений гидромеханической системы

будем задавать малым вектором углового перемещения

δ⃗k(t) =
3∑

j=1

δjk(t)e⃗
j
k , k = 1, 3.

Тогда угловая скорость ω⃗k(t) тела Gk будет равна dδ⃗k/dt, а угловое ускорение этого
тела – величине d2δ⃗k/dt2 = dω⃗k/dt.

Обозначим через R⃗k — радиус-вектор, идущий из полюса O1 в любую точку
тела Gk, r⃗k — радиус-вектор, идущий из полюса Ok в любую точку тела Gk. Введем
также векторы h⃗k =

−−−−−→
OkOk+1, k = 1, 2. Тогда, очевидно, что R⃗1 = r⃗1, R⃗2 = h⃗1 + r⃗2,

R⃗k =
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k.

Как известно из курса теоретической механики (см., например [6], с. 123),
скорость изменения переменного вектора a⃗(t) в неподвижной системе координат
d′a⃗/dt и скорость его изменения в подвижной системе координат da⃗/dt связаны
соотношением

d′a⃗

dt
=
da⃗

dt
+ ω⃗(t)× a⃗(t), (2.1)

где ω⃗(t) — мгновенная угловая скорость подвижной системы координат. Отсю-
да следует, что векторы абсолютных скоростей v⃗k произвольной точки тела Gk

связаны с малыми векторами относительных скоростей u⃗k по формулам:

v⃗k =
d′R⃗k

dt
=
d′

dt

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k

)
=

k−1∑
l=1

ω⃗l × h⃗l + ω⃗k × r⃗k + u⃗k. (2.2)
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Аналогично получаем формулы для абсолютного ускорения:

w⃗k =
d′

dt
(
k−1∑
l=1

ω⃗l × h⃗l + ω⃗k × r⃗k + u⃗k) =

=
k−1∑
l=1

(
dω⃗l

dt
× h⃗l+ ω⃗l×(ω⃗l× h⃗l))+

dω⃗k

dt
× r⃗k+ ω⃗k×

dr⃗k
dt

+ ω⃗k×(ω⃗k× r⃗k)+
du⃗k
dt

+ ω⃗k× u⃗k =

=
k−1∑
l=1

(
dω⃗l

dt
× h⃗l + ω⃗l × (ω⃗l × h⃗i)) +

dω⃗k

dt
× r⃗k + ω⃗k × (ω⃗k × r⃗k) + 2ω⃗k × u⃗k +

du⃗k
dt

.

(2.3)

Введем обозначения∫
G1

(. . .)dm1 :=

∫
Ω10

(. . .)ρ10dΩ01 +

∫
Ω11

(. . .)ρ11dΩ11 +

∫
Ω12

(. . .)ρ12dΩ12, (2.4)

∫
G2

(. . .)dm2 :=

∫
Ω20

(. . .)ρ20dΩ02 +
3∑

j=1

∫
Ω2j

(. . .)ρ2jdΩ2j, (2.5)

∫
G3

(. . .)dm3 :=

∫
Ω30

(. . .)ρ30dΩ30 +

∫
Ω31

(. . .)ρ31dΩ31, (2.6)

где Ω0k ⊂ Gk — область, занятая твердым телом плотности ρk0 > 0, k = 1, 3.

2.1. Уравнения изменения кинетического момента относительно
полюса O1 системы тел {G1;G2;G3}.

Уравнение изменения кинетического момента системы сочлёненных тел отно-
сительно точки O1 в движущейся системе координат O1x

1
1x

2
1x

3
1 имеет вид:

d′K⃗1

dt
= M⃗1 + M⃗ tr

1 + M⃗ e
1 + M⃗ cor

1 , (2.7)

где K⃗1 — кинетический момент системы в ее движении относительно неподвижной
системы координат; M⃗1 — главный момент всех внешних сил (силы тяжести и
других малых сил), действующих на систему тел; M⃗ tr

1 — момент сил трения; M⃗ e
1

— момент переносных сил инерции; M⃗ cor
1 — момент кориолисовых сил.

Имеем,

K⃗1 =

∫
G1

r⃗1 × v⃗1 dm1 +

∫
G2

(⃗h1 + r⃗2)× v⃗2 dm2 +

∫
G3

(⃗h1 + h⃗2 + r⃗3)× v⃗3 dm3 =

=

∫
G1

r⃗1 × (ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1) dm1 +

∫
G2

(⃗h1 + r⃗2)× (ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2) dm2+

+

∫
G3

(⃗h1 + h⃗2 + r⃗3)× (ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3; (2.8)
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M⃗ tr
1 = −α1ω⃗1. (2.9)

С точностью до малых второго порядка имеет место формула (см. [6], с. 132)

g⃗ = −ge⃗ 3k + gδ2ke⃗
1
k − gδ1ke⃗

2
k . (2.10)

Пусть ζ11(x, t) (x ∈ Γ11) — функция, описывающая малые отклонения свобод-
ной границы раздела Γ11(t) от плоской равновесной поверхности Γ11 вдоль нор-
мали. Пусть аналогично функции ζ21(x, t) (x ∈ Γ21), ζ22(x, t) (x ∈ Γ22) описыва-
ют отклонения Γ21(t) и Γ22(t) вдоль нормалей относительно плоских равновесных
поверхностей Γ21 и Γ22. Из условия сохранения объёмов жидкостей во время ко-
лебаний следует, что

∫
Γjk

ζjk dΓjk = 0, тогда с точностью до малых более высоких
порядков справедливы соотношения∫

G1

r⃗1 × g⃗ dm1 = m1r⃗1,c × g⃗ +

∫
Γ11

(r⃗1 × g⃗)ζ11∆ρ11 dΓ11 =

= m1[−l1e⃗ 31 ]× [−g(e⃗ 31 − δ 2
1 e⃗

1
1 + δ 1

1 e⃗
2
1 )]−∆ρ11g

∫
Γ11

(r⃗1 × e⃗ 31 )ζ11 dΓ11 =

= −gm1l1P2δ⃗1 +∆ρ11g

∫
Γ11

(e⃗ 31 × r⃗1)ζ11 dΓ11, (2.11)

∫
G2

r⃗2 × g⃗ dm2 = m2r⃗2,c × g⃗ +

∫
Γ21

(r⃗2 × g⃗)ζ21∆ρ21 dΓ21 +

∫
Γ22

(r⃗2 × g⃗)ζ22∆ρ22 dΓ22 =

= m2[−l2e⃗ 32 ]× [−g(e⃗ 32 − δ 2
2 e⃗

1
2 + δ 1

2 e⃗
2
2 )]−

2∑
l=1

∆ρ2lg

∫
Γ2l

(r⃗2 × e⃗ 32 )ζ2l dΓ2l =

= −gm2l2P2δ⃗2 +∆ρ21g

∫
Γ21

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ21 dΓ21 +∆ρ22g

∫
Γ22

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ22 dΓ22, (2.12)

∫
G3

r⃗3 × g⃗ dm3 = m3r⃗3,c × g⃗ = −gm3l3P2δ⃗3, (2.13)

где ∆ρij = ρij−ρi(j+1), r⃗k,c :=
−−−→
OkCk, mk — масса тела Gk, lk := |

−−−→
OkCk| — расстояние

от точки подвеса до центра масс тела Gk в состоянии равновесия, P2δ⃗k :=
2∑

j=1

δ j
k e⃗

j
k .

Также имеем∫
G2

(⃗h1× g⃗) dm2 = m2(⃗h1× g⃗)+∆ρ21

∫
Γ21

(⃗h1× g⃗)ζ21 dΓ21+∆ρ22

∫
Γ22

(⃗h1× g⃗)ζ22 dΓ22 =

= m2[−h1e⃗ 31 ]× [−g(e⃗ 31 − δ 2
1 e⃗

1
1 + δ 1

1 e⃗
2
1 )] = −gm2h1P2δ⃗1, (2.14)∫

G3

(⃗h1 + h⃗2)× g⃗ dm2 = m3((⃗h1 + h⃗2)× g⃗) = −gm3(h1P2δ⃗1 + h2P2δ⃗2). (2.15)
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В последних соотношениях предполагается, что h⃗l = −hle⃗ 3l (с точностью до ма-
лых более высокого порядка), где hl := |

−−−−→
OlOl+1| — расстояние между шарнирами.

Отсюда следует, что

M⃗1 =

∫
G1

r⃗1×(g⃗+f⃗1) dm1+

∫
G2

(⃗h1+r⃗2)×(g⃗+f⃗2) dm2+

∫
G3

(⃗h1+h⃗2+r⃗3)×(g⃗+f⃗3) dm3 =

= −gm1l1P2δ⃗1+∆ρ11g

∫
Γ11

(e⃗ 31 × r⃗1)ζ11 dΓ11+

∫
G1

r⃗1× f⃗1 dm1−gm2(h1P2δ⃗1+ l2P2δ⃗2)+

+∆ρ21g

∫
Γ21

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ21 dΓ21 +∆ρ22g

∫
Γ22

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ22 dΓ22 +

∫
G2

(⃗h1 + r⃗2)× f⃗2 dm2−

−−gm3(h1P2δ⃗1 + h2P2δ⃗2 + l3P2δ⃗3) +

∫
G3

(⃗h1 + h⃗2 + r⃗3)× f⃗3 dm3, (2.16)

где f⃗k(t, x) := f⃗(t, x)|Gk
.

Очевидно, M⃗ e
1 = 0, при этом

M⃗ cor
1 = −

∫
G1

r⃗1 × (2ω⃗1 × u⃗1) dm1 −
3∑

k=2

∫
Gk

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× (2ω⃗k × u⃗k) dmk (2.17)

является величиной второго порядка малости, поэтому мы ею пренебрегаем.
Вычислим теперь производную по времени от кинетического момента K⃗1:

d′K⃗1

dt
=

∫
G1

dr⃗1
dt

× (ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1) dm1 +

∫
G1

r⃗1 × (
dω⃗1

dt
× r⃗1 + ω⃗1 ×

dr⃗1
dt

+
du⃗1
dt

) dm1+

+ ω⃗1 ×
∫
G1

r⃗1 × (ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1) dm1+

+
3∑

k=2

∫
Gk

d

dt
(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× (
k−1∑
j=1

ω⃗j × h⃗j + ω⃗k × r⃗k + u⃗k) dmk+

+
3∑

k=2

∫
Gk

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× (
k−1∑
j=1

[
dω⃗j

dt
× h⃗j + ω⃗j ×

dh⃗j
dt

] +
dω⃗k

dt
× r⃗k + ω⃗k ×

dr⃗k
dt

+
du⃗k
dt

) dmk+

+
3∑

k=2

ω⃗k ×
∫
Gk

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× (
k−1∑
j=1

ω⃗j × h⃗j + ω⃗k × r⃗k + u⃗k) dmk. (2.18)

Поскольку мы предполагаем, что поля dr⃗k/dt = u⃗k (в Ωk) и ω⃗k являются бесконечно
малыми, то в формуле

du⃗k
dt

=
∂u⃗k
∂t

+ (u⃗k · ∇)u⃗k, k = 1, 2,

можно пренебречь вторым слагаемым. Отсюда после линеаризации (2.18) получа-
ем уравнение изменения кинетического момента относительно точки O1 системы
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тел в подвижной системе координат O1x
1
1x

2
1x

3
1:

d′K⃗1

dt
=

∫
G1

r⃗1 × (
dω⃗1

dt
× r⃗1) dm1 + ρ11

∫
Ω11

r⃗1 ×
∂u⃗11
∂t

dΩ11 + ρ12

∫
Ω12

r⃗1 ×
∂u⃗12
∂t

dΩ12+

+
3∑

k=2

∫
Gk

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× (
k−1∑
j=1

dω⃗j

dt
× h⃗j +

dω⃗k

dt
× r⃗k) dmk+

+

3∑
l=1

ρ2l

∫
Ω2l

(⃗h1 + r⃗2)×
∂u⃗2l
∂t

dΩ2l + ρ3

∫
Ω31

(⃗h1 + h⃗2 + r⃗3)×
∂u⃗3
∂t

dΩ31 =

= −α1ω⃗1 − gm1l1P2δ⃗1 − g

3∑
k=2

mk(
k−1∑
l=1

hlP2δ⃗l + lkP2δ⃗k) + g∆ρ11

∫
Γ11

(e⃗ 31 × r⃗1)ζ11 dΓ11+

+ g
2∑

l=1

∆ρ2l

∫
Γ2l

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ2l dΓ2l +

∫
G1

r⃗1 × f⃗1 dm1 +
n∑

k=2

∫
Gk

(
k−1∑
l=1

h⃗l + r⃗k)× f⃗k dmk.

(2.19)

2.2. Уравнения изменения кинетического момента относительно
полюса O2 системы тел {G2;G3}.

Вывод уравнения производится аналогично предыдущему подпункту. В по-
движной системе координат O2x

1
2x

2
2x

3
2 имеем

K⃗2 =

∫
G2

r⃗2 × (ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2) dm2 +

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3) × (ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3;

(2.20)

M⃗ tr
2 = −α2(ω⃗2 − ω⃗1), α2 > 0; (2.21)

M⃗2 =

∫
G2

r⃗2 × (g⃗ + f⃗2) dm2 +

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (g⃗ + f⃗3) dm3 =

= −gm2l2P2δ⃗2 +

∫
G2

r⃗2 × f⃗2 dm2 − gm3(h2P2δ⃗2 + l3P2δ⃗3)+

+ g∆ρ21

∫
Γ21

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ21 dΓ21 + g∆ρ22

∫
Γ22

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ22 dΓ22 +

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× f⃗3 dm3;

(2.22)

M⃗ e
2 = −

∫
G2

r⃗2 × a⃗e2 dm2 −
∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× a⃗e2 dm3, (2.23)
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где a⃗ e
2 =

dω⃗1

dt
× h⃗1 + ω⃗1 × (ω⃗1 × h⃗1) ≈ dω⃗1

dt
× h⃗1 — ускорение точки O2. Момент

кориолисовых сил является бесконечно малой величиной, порядка выше единицы:

M⃗ cor
2 = −

∫
G2

r⃗2 × (2ω⃗2 × u⃗2) dm2 −
∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (2ω⃗3 × u⃗3) dm3. (2.24)

Вычислим производную по времени от величины K⃗2 (см. (2.20)):

d′K⃗2

dt
=

∫
G2

dr⃗2
dt

× (ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2) dm2 +

∫
G2

r⃗2 × (
dω⃗2

dt
× r⃗2 + ω⃗2 ×

dr⃗i
dt

+
∂u⃗2
∂t

) dm2+

+ ω⃗2 ×
∫
G2

r⃗2 × (ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2) dm2 +

∫
G3

d

dt
(⃗h2 + r⃗3)× (ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3+

+

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (
dω⃗2

dt
× h⃗2 + ω⃗2 ×

dh⃗2
dt

+
dω⃗3

dt
× r⃗3 + ω⃗3 ×

dr⃗3
dt

+
∂u⃗3
∂t

) dm3+

+ ω⃗3 ×
∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3. (2.25)

После линеаризации (2.25) получаем искомое уравнение изменения кинетиче-
ского момента системы тел {G2;G3} относительно точки O2:

d′K⃗2

dt
=

∫
G2

r⃗2 × (
dω⃗2

dt
× r⃗2) dm2 +

3∑
l=1

ρ2l

∫
Ω2l

r⃗2 ×
∂u⃗2l
∂t

dΩ2l+

+

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (
dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3) dm3 + ρ31

∫
Ω31

(⃗h2 + r⃗3)×
∂u⃗3
∂t

dΩ31 =

= −α2(ω⃗2 − ω⃗1)− gm2l2P2δ⃗2 − gm3(h2P2δ⃗2 + l3P2δ⃗3)+

+ g
2∑

l=1

∆ρ2l

∫
Γ2l

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ2l dΓ2l +

∫
G2

r⃗2 × f⃗2 dm2 +

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× f⃗3 dm3−

−
∫
G2

r⃗2 × (
dω⃗1

dt
× h⃗1) dm2 −

∫
G3

(⃗h2 + r⃗3)× (
dω⃗1

dt
× h⃗1) dm3. (2.26)

2.3. Уравнения изменения кинетического момента относительно
полюса O3 тела G3.

В этом случае получаем

K⃗3 =

∫
G3

r⃗3 × (ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3; (2.27)

M⃗ tr
3 = −α3(ω⃗3 − ω⃗2), α3 > 0; (2.28)

M⃗3 =

∫
G3

r⃗3 × (g⃗ + f⃗3) dm3 = −gm3l3P2δ⃗3 +

∫
G3

r⃗3 × f⃗3 dm3; (2.29)
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M⃗ e
3 = −

∫
G3

r⃗3 × a⃗ e
3 dm3, (2.30)

где a⃗ e
3 =

2∑
j=1

(
dω⃗j

dt
× h⃗j + ω⃗j × (ω⃗j × h⃗j)) ≈

dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 — ускорение точки

O3. Моментом кориолисовых сил пренебрегаем.
Вычислим производную по времени от величины K⃗3:

d′K⃗3

dt
=

∫
G3

dr⃗3
dt

× (ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3 +

∫
G3

r⃗3 × (
dω⃗3

dt
× r⃗3 + ω⃗3 ×

dr⃗3
dt

+
∂u⃗3
∂t

) dm3+

+ ω⃗3 ×
∫
G3

r⃗3 × (ω⃗3 × r⃗3 + u⃗3) dm3. (2.31)

После линеаризации уравнение изменения кинетического момента относительно
точки O3 тела G3 в подвижной системе O3x

1
3x

2
3x

3
3 координат принимает вид:∫

G3

r⃗3 × (
dω⃗3

dt
× r⃗3) dm3 + ρ31

∫
Ω31

r⃗3 ×
∂u⃗3
∂t

dΩ31 = −α3(ω⃗3 − ω⃗2)−

− gm3l3P2δ⃗3 +

∫
G3

r⃗3 × f⃗3 dm3 −
∫
G3

r⃗3 × (
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2) dm3. (2.32)

2.4. Преобразование уравнений изменения кинетического момента
системы тел.

Из уравнений (2.19), (2.26) и (2.32) следует, что левые и правые части после-
дующего уравнения целиком входят в левые и правые части предыдущего. Вычи-
тая соответствующие левые и правые части, получаем упрощенную форму записи
уравнений движения системы тел. Уравнение изменения кинетического момента
относительно точки O3 переписываем без изменений.

∫
G1

r⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× r⃗1

)
dm1 + ρ11

∫
Ω11

r⃗1 ×
∂u⃗11
∂t

dΩ11 + ρ12

∫
Ω12

r⃗1 ×
∂u⃗12
∂t

dΩ21+

+

∫
G2

h⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dm2+

+

∫
G3

h⃗1 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dm3 +

3∑
l=1

ρ2l

∫
Ω2l

h⃗1 ×
∂u⃗2l
∂t

dΩ2l+

+ ρ31

∫
Ω31

h⃗1 ×
∂u⃗3
∂t

dΩ31 + α1ω⃗1 − α2(ω⃗2 − ω⃗1) + g(m1l1 + h1m2 + h1m3)P2δ⃗1−

− g∆ρ11

∫
Γ11

(e⃗ 31 × r⃗1)ζ11 dΓ11 =

∫
G1

r⃗1 × f⃗1 dm1 +
3∑

k=2

∫
Gk

h⃗1 × f⃗k dmk =: M⃗1(t);

(2.33)
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∫
G2

r⃗2 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dm2 +

3∑
l=1

ρ2l

∫
Ω2l

r⃗2 ×
∂u⃗2l
∂t

dΩ2l+

+

∫
G3

h⃗2 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dm3 + ρ31

∫
Ω31

h⃗2 ×
∂u⃗3
∂t

dΩ31+

+ α2(ω⃗2 − ω⃗1)− α3(ω⃗3 − ω⃗2) + g(m2l2 + h2m3)P2δ⃗2 − g

2∑
l=1

∆ρ2l

∫
Γ2l

(e⃗ 32 × r⃗2)ζ2l dΓ2l =

=

∫
G2

r⃗2 × f⃗2 dm2 +

∫
G3

h⃗2 × f⃗3 dm3 =: M⃗2(t), (2.34)

∫
G3

r⃗3 ×
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dm3 + ρ31

∫
Ω31

r⃗3 ×
∂u⃗3
∂t

dΩ31+

+ α3(ω⃗3 − ω⃗2) + gm3l3P2δ⃗3 =

∫
G3

r⃗3 × f⃗3 dm3 =: M⃗3(t). (2.35)

3. Уравнения движения жидкостей в полостях

Первый маятник заполнен двумя идеальными жидкостями Ω11,Ω12, для кото-
рых выполнены линеаризованные уравнения Эйлера:

∂u⃗11
∂t

+
dω⃗1

dt
× r⃗1 = −ρ−1

11 ∇p11 + f⃗11, div u⃗11 = 0 (в Ω11), (3.1)

∂u⃗12
∂t

+
dω⃗1

dt
× r⃗1 = −ρ−1

12 ∇p12 + f⃗12, div u⃗12 = 0 (в Ω12), (3.2)

с граничными условиями непротекания

u⃗11 · n⃗11 = 0 (на S11) , u⃗12 · n⃗12 = 0 (на S12) , (3.3)

На свободной границе раздела Γ11 выполнены кинематические условия

∂ζ11
∂t

= u⃗11 · n⃗11 = u⃗12 · n⃗11, ( на Γ11) ,

∫
Γ11

ζ11 dΓ11 = 0, (3.4)

а также линеаризованное динамическое условие

p11 − p12 = ∆ρ11g(ζ11 + θ11(P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 ) (на Γ11) . (3.5)

Отметим, что с учётом условия сохранения объемов жидкостей Ω1j, т.е. равен-
ства

∫
Γ11

ζ11 dΓ11 = 0, следует, что ζ11 ∈ L2,Γ11 := L2(Γ11) ⊖ sp {1Γ11}. В си-
лу того, что давления определяются с точностью до константы, считаем, что
p1j ∈ L2,Γ11 , отсюда в краевом условии (3.5) целесообразно использовать орто-
проектор θ11 : L2(Γ11) → L2,Γ11 .
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Будем предполагать, что однородные вязкие жидкости Ω2l имеют кинемати-
ческие вязкости ν2l > 0. Малые движения этой системы описывается линеаризо-
ванными уравнениями Навье–Стокса в подвижных системах координат Okx

1
kx

2
kx

3
k

(см. [6], c. 124):

∂u⃗21
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 = −ρ−1

21 ∇p21 + ν21∆u⃗21 + f⃗21, div u⃗21 = 0 (в Ω21),

(3.6)
∂u⃗22
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 = −ρ−1

22 ∇p22 + ν22∆u⃗22 + f⃗22, div u⃗22 = 0 (в Ω22),

(3.7)
∂u⃗23
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 = −ρ−1

23 ∇p23 + ν23∆u⃗23 + f⃗23, div u⃗23 = 0 (в Ω23).

(3.8)

На твёрдых стенках выполнены условия прилипания

u⃗2l = 0⃗ (на S2l ) , l = 1, 2, 3. (3.9)

Предполагаем, что капиллярными силами можно пренебречь, тогда в состоянии
равновесия свободные поверхности Γ2l(t) являются неподвижными плоскостями,
ортогональными вектору e⃗ 3. Они могут быть заданы уравнениями x′3 = −b2l < 0,
где b2l = const.

Приравнивая напряжения в жидкостях на границах раздела после линеариза-
ции получаем касательные динамические условия

µ21τj3(u⃗21) = µ22τj3(u⃗22) (на Γ21) , (3.10)
µ22τj3(u⃗22) = µ23τj3(u⃗23) (на Γ22) , j = 1, 2, (3.11)

где µ2l := ρ2lν2l — динамические вязкости в жидкости Ω2l,

τjk(u⃗2l) :=
∂uk2l
∂xj2l

+
∂uj2l
∂xk2l

. (3.12)

Из условия x32l = b2l + ζ2l(t, x
1
2l, x

2
2l), после линеаризации приходим к динамиче-

ским краевым условиям для нормального напряжения[
p21 − 2µ21

∂u321
∂x321

]
−
[
p22 − 2µ22

∂u322
∂x322

]
= ∆ρ21g(ζ21 + θ21(P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 ) (на Γ21) ,

(3.13)[
p22 − 2µ22

∂u322
∂x322

]
−
[
p23 − 2µ23

∂u323
∂x323

]
= ∆ρ22g(ζ22 + θ22(P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 ) (на Γ22) ,

(3.14)
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а также к кинематическим условиям

∂ζ21
∂t

= u⃗21 · n⃗21 = u⃗22 · n⃗21, (на Γ21) , (3.15)

∂ζ22
∂t

= u⃗22 · n⃗22 = u⃗23 · n⃗22, (на Γ22) , (3.16)

с условиями сохранения объемов
∫
Γ2l
ζ2l dΓ2l = 0, l = 1, 2. В силу последних со-

отношений в краевых условиях (3.13), (3.14) используются ортопроекторы θ2l :
L2(Γ2l) → L2,Γ2l

:= L2(Γ2l)⊖ sp {1Γ2l
}, l = 1, 2.

По условию полость Ω31 целиком заполнена однородной несжимаемой идеаль-
ной жидкостью. Ее малые движения описываются линеаризованными уравнения-
ми Эйлера:

∂u⃗31
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1+

dω⃗2

dt
× h⃗2+

dω⃗3

dt
× r⃗3 = −ρ−1

31 ∇p31+ f⃗31, div u⃗31 = 0 (в Ω31), (3.17)

с граничным условием непротекания

u⃗31 · n⃗31 = 0 (на S31) , (3.18)

где n⃗31 — внешняя единичная нормаль к S31.
Для полной постановки задачи необходимо также задать очевидные условия

связи
d

dt
P2δ⃗k = P2ω⃗k,

d

dt
δ⃗ 3
k = ω⃗ 3

k , k = 1, 3, (3.19)

и начальные данные

u⃗jk(0, x) = u⃗ 0
jk(x), x ∈ Ωjk, ζjk(0, x) = ζ0jk(x), x ∈ Γjk, (3.20)

ω⃗k(0) = ω⃗ 0
k , δ⃗k(0) = δ⃗ 0

k , k = 1, 3. (3.21)

4. Закон баланса полной энергии

Будем считать, что задача (2.33)–(3.21) имеет классическое решение, т.е. в
уравнениях, начальных и граничных условиях все слагаемые являются непрерыв-
ными функциями по своим переменным. Будем также для простоты обозначений
скалярные произведения в C3 и L2(Ωij) обозначать без комплексного сопряжения
второго сомножителя. Тогда, умножая обе части уравнения (2.33) скалярно на ω⃗1,
используя свойства смешанного произведения векторов, а также очевидное тож-
дество

1

2

d

dt

∫
Ω

|ω⃗ × r⃗|2 dΩ =

∫
Ω

(ω⃗ × r⃗) · (dω⃗
dt

× r⃗) dΩ, (4.1)
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получим

ρ10
2

d

dt

∫
Ω10

|ω⃗1 × r⃗1|2 dΩ10 +

[
2∑

j=1

ρ1j

∫
Ω1j

(ω⃗1 × r⃗1) ·
(
dω⃗1

dt
× r⃗1 +

∂u⃗1j
∂t

)
dΩ1j

]
1

+

+

[
ρ20

∫
Ω20

(ω⃗1 × h⃗1) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dΩ20

]
2

+

+

[
3∑

j=1

ρ2j

∫
Ω2j

(ω⃗1 × h⃗1) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 +

∂u⃗2j
∂t

)
dΩ2j

]
3

+

+

[
ρ30

∫
Ω30

(ω⃗1 × h⃗1) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dΩ30

]
4

+

+

[
ρ31

∫
Ω31

(ω⃗1 × h⃗1) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3 +

∂u⃗3
∂t

)
dΩ31

]
5

+

+ (α1 + α2)|ω⃗1|2 − α2ω⃗2 · ω⃗1 +
g

2
(m1l1 + h1(m2 +m3))

d

dt
|P2δ⃗1|2+

+

{
g∆ρ11

∫
Γ11

(
(
d

dt
P2δ⃗1)× r⃗1

)
e⃗ 31 ζ11 dΓ11

}
1

= M⃗1(t) · ω⃗1. (4.2)

Аналогично, умножая обе части уравнений (2.34), (2.35) соответственно ска-
лярно на ω⃗2 и ω⃗3, после преобразований получаем

[
ρ20

∫
Ω20

(ω⃗2 × r⃗2) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dΩ20

]
2

+

+

[
3∑

j=1

ρ2j

∫
Ω2j

(ω⃗2 × r⃗2) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2 +

∂u⃗2j
∂t

)
dΩ2j

]
3

+

+

[
ρ30

∫
Ω30

(ω⃗2 × h⃗2) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dΩ30

]
4

+

+

[
ρ31

∫
Ω31

(ω⃗2 × h⃗2) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3 +

∂u⃗3
∂t

)
dΩ31

]
5

+

+ (α2 + α3)|ω⃗2|2 − α2ω⃗1 · ω⃗2 − α3ω⃗3 · ω⃗2 +
g

2
(m2l2 + h2m3)

d

dt
|P2δ⃗2|2+

+

{
g

2∑
l=1

∆ρ2l

∫
Γ2l

(
(
d

dt
P2δ⃗2)× r⃗2

)
e⃗ 32 ζ2l dΓ2l

}
2

= M⃗1(t) · ω⃗2; (4.3)
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[
ρ30

∫
Ω30

(ω⃗3 × r⃗3) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dΩ30

]
4

+

+

[
ρ31

∫
Ω31

(ω⃗3 × r⃗3) ·
(
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3 +

∂u⃗3
∂t

)
dΩ31

]
5

+

+ α3|ω⃗3|2 − α3ω⃗2 · ω⃗3 +
g

2
m3l3

d

dt
|P2δ⃗3|2 = M⃗3(t) · ω⃗3. (4.4)

Умножая обе части уравнений (3.1), (3.2) соответственно скалярно на u⃗11 и u⃗12
и интегрируя полученные равенства по областям Ω11 и Ω12 с учётом соленоидаль-
ности полей u⃗1j, условий непротекания (3.18) и формулы Гаусса-Остроградского,
которая имеет вид

∫
Ω1j

div (p1ju⃗1j) dΩ1j =
∫
Ω1j

∇p1j ·u⃗1j dΩ1j =
∫
Γ11

p1j(u⃗1j ·n⃗) dΓ11 (n⃗
— внешняя нормаль к области Ω1j), после суммирования и использования краевых
условий (3.4), (3.5) получаем[

2∑
j=1

ρ1j

∫
Ω1j

u⃗1j ·
(
∂u⃗1j
∂t

+
dω⃗1

dt
× r⃗1

)
dΩ1j

]
1

+
2∑

j=1

∫
Ω1j

∇p1j · u⃗1j dΩ1j =

=
[
. . .
]
1
+

∫
Γ11

(p11 − p12)
∂ζ11
∂t

dΓ11 =
[
. . .
]
1
+

+

{
g

2
∆ρ11

∫
Γ11

[|ζ11|2 + 2θ11((P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 )
∂ζ11
∂t

] dΓ11

}
1

=
2∑

j=1

ρ1j

∫
Ω1j

f⃗1j · u⃗1j dΩ1j.

(4.5)

Считая, что решения уравнений движения вязких жидкостей (3.6)–(3.8) явля-
ются непрерывными функциями по всем своим переменным, выполнены класси-
ческие формулы Грина для соленоидальных векторных полей в областях Ω2j(j =
1, 2, 3) (см. [1], с. 14):∫

Ω21

(−µ21∆u⃗21 +∇p21) · v⃗21 dΩ21 =

= µ21E21(u⃗21, v⃗21)−
∫
Γ21

3∑
j,k=1

(µ21τjk(u⃗21)− p21δjk)(v21)j cos(n⃗21, e⃗
k
2 ) dΓ21;

∫
Ω22

(−µ22∆u⃗22 +∇p22) · v⃗22 dΩ22 = µ22E22(u⃗22, v⃗22)−

−
∫
Γ22

3∑
j,k=1

(µ22τjk(u⃗22)− p22δjk)(v22)j cos(n⃗22, e⃗
k
2 ) dΓ22+

+

∫
Γ21

3∑
j,k=1

(µ22τjk(u⃗22)− p22δjk)(v22)j cos(n⃗21, e⃗
k
2 ) dΓ21;
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∫
Ω23

(−µ23∆u⃗23 +∇p23) · v⃗23 dΩ23 =

= µ23E23(u⃗23, v⃗23) +

∫
Γ22

3∑
j,k=1

(µ23τjk(u⃗23)− p23δjk)(v23)j cos(n⃗22, e⃗
k
2 ) dΓ22,

где n⃗21 = n⃗22 = e⃗ 32 , E2l(u⃗2l, v⃗2l) :=
1

2

∫
Ω2l

[
3∑

j,k=1

τjk(u⃗2l)τjk(v⃗2l)

]
dΩ2l, l = 1, 2, 3.

Умножая скалярно обе части уравнений (3.6)–(3.8) соответственно на u⃗2j, ин-
тегрируя их по областям Ω2j, после суммирования, использования приведенных
формул Грина и краевых условий (3.10)–(3.16) получим[

3∑
j=1

ρ2j

∫
Ω2j

u⃗2j ·
(
∂u⃗2j
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× r⃗2

)
dΩ2j

]
3

+

+
3∑

j=1

∫
Ω2j

(−µ2j∆u⃗2j −∇p1j) · u⃗2j dΩ2j =
[
. . .
]
3
+

3∑
j=1

µ2jE2j(u⃗2j, u⃗2j)+

+

∫
Γ21

(p21 − p22 − 2µ21
∂u321
∂x321

+ 2µ22
∂u322
∂x322

)
∂ζ21
∂t

dΓ21+

+

∫
Γ22

(p22 − p23 − 2µ22
∂u322
∂x322

+ 2µ23
∂u323
∂x323

)
∂ζ22
∂t

dΓ22 =
[
. . .
]
3
+

3∑
j=1

µ2jE2j(u⃗2j, u⃗2j)+

+

{
2∑

l=1

∆ρ2lg

∫
Γ2l

(ζ2l + θ2l((P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 ))
∂ζ2l
∂t

dΓ2l

}
2

=
3∑

j=1

ρ2j

∫
Ω2j

f⃗2j · u⃗2j dΩ2j.

(4.6)

Аналогично выводу тождества (4.5) уравнение для третьей жидкости (3.17)
приводит к соотношению[

ρ31

∫
Ω31

u⃗31 ·
(
∂u⃗31
∂t

+
dω⃗1

dt
× h⃗1 +

dω⃗2

dt
× h⃗2 +

dω⃗3

dt
× r⃗3

)
dΩ31

]
5

+

+

∫
Ω31

∇p31 · u⃗31 dΩ31 =
[
. . .
]
5
= ρ31

∫
Ω31

f⃗31 · u⃗31 dΩ31. (4.7)

Складывая теперь полученные тождества (4.2)–(4.7), можно заметить, что с
учётом соотношения (4.1) группы слагаемых в скобках с одинаковыми индексами
можно объединить в одну формулу, а именно∑[

. . .
]
1
=

2∑
j=1

ρ1j
2

d

dt

∫
Ω1j

|ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1j|2 dΩ1j;
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∑[
. . .
]
2
=
ρ20
2

d

dt

∫
Ω20

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2|2 dΩ20;

∑[
. . .
]
3
=

3∑
j=1

ρ2j
2

d

dt

∫
Ω2j

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2j|2 dΩ2j;

∑[
. . .
]
4
=
ρ30
2

d

dt

∫
Ω30

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3|2 dΩ30;

∑[
. . .
]
5
=
ρ31
2

d

dt

∫
Ω31

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × h⃗2 + ω⃗3 × r⃗3 + u⃗31|2 dΩ31;

∑{
. . .
}

1
=
g∆ρ11

2

d

dt

∫
Γ11

[
|ζ11 + θ11((P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 )|2 − |θ11((P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 )|2

]
dΓ11;

∑{
. . .
}

2
=

2∑
l=1

g∆ρ2l
2

d

dt

∫
Γ2l

[
|ζ2l + θ2l((P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 )|2 − |θ2l((P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 )|2

]
dΓ2l.

При этом несложно заметить, что слагаемые для моментов трения в шарнирах
сворачиваются в сумму

α1|ω⃗1|2 + α2|ω⃗2 − ω⃗1|2 + α3|ω⃗3 − ω⃗2|2.

Отсюда общая сумма приводит к закону баланса полной энергии в дифференци-
альной форме:

1

2

d

dt

{
ρ10

∫
Ω10

|ω⃗1 × r⃗1|2 dΩ10 +
2∑

j=1

ρ1j

∫
Ω1j

|ω⃗1 × r⃗1 + u⃗1j|2 dΩ1j+

+ ρ20

∫
Ω20

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2|2 dΩ20 +
3∑

j=1

ρ2j

∫
Ω2j

|ω⃗1 × h⃗1 + ω⃗2 × r⃗2 + u⃗2j|2 dΩ2j+

+ρ30

∫
Ω30

|ω⃗1×h⃗1+ω⃗2×h⃗2+ω⃗3×r⃗3|2 dΩ30+ρ31

∫
Ω31

|ω⃗1×h⃗1+ω⃗2×h⃗2+ω⃗3×r⃗3+u⃗31|2 dΩ31

}
+

+
g

2

d

dt

{
∆ρ11

∫
Γ11

[
|ζ11 + θ11((P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 )|2 − |θ11((P2δ⃗1 × r⃗1) · e⃗ 31 )|2

]
dΓ11+

+
2∑

l=1

∆ρ2l

∫
Γ2l

[
|ζ2l + θ2l((P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 )|2 − |θ2l((P2δ⃗2 × r⃗2) · e⃗ 32 )|2

]
dΓ2l+

+ (m1l1 + (m2 +m3)h1)|P2δ⃗1|2 + (m2l2 +m3h2)|P2δ⃗2|2 +m3l3|P2δ⃗3|2
}

=
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= −
{ 3∑

j=1

µ2jE2j(u⃗2j, u⃗2j) + α1|ω⃗1|2 + α2|ω⃗2 − ω⃗1|2 + α3|ω⃗3 − ω⃗2|2
}
+

+
2∑

j=1

ρ1j

∫
Ω1j

f⃗1j · u⃗1j dΩ1j +
3∑

j=1

ρ2j

∫
Ω2j

f⃗2j · u⃗2j dΩ2j+

+ ρ31

∫
Ω31

f⃗31 · u⃗31 dΩ31 +
3∑

j=1

M⃗j · ω⃗j. (4.8)

Поясним смысл групп слагаемых, стоящих в формуле (4.8). Первое выражение,
стоящее слева в фигурных скобках, есть удвоенная кинетическая энергия гидро-
механической системы, соответственно второе выражение в фигурных скобках —
удвоенная потенциальная энергия. Изменение потенциальной энергии обусловли-
вается поворотами маятников и смещением свободных границ раздела жидкостей,
отвечающих отклонениям ζ11, ζ21 и ζ22. Справа в (4.8) имеем мощность внутрен-
них и внешних сил, состоящая из мощности сил вязкости (второй маятник) и сил
трения в шарнирах, а также мощности малых внешних сил, наложенных на гра-
витационное поле.

5. Предварительные свойства решений начально-краевой
задачи

Далее предполагается изучать задачу (2.33)–(3.21), используя методы ортого-
нального проектирования на подпространства потенциальных и соленоидальных
векторных полей и свойства слабых решений вспомогательных начально-краевых
задач. Предполагается, что в операторной форме в соответственно подобранном
гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2 исходная начально-краевая задача све-
дётся к задаче Коши вида

C1
dz1
dt

+ A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 ;

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 ,
(5.1)

где z1 ∈ H1 — набор динамических переменных, z2 ∈ H2 — набор кинематических
переменных, 0 ≪ C1 ∈ L(H1) — оператор кинетической энергии, C2 = C∗

2 ∈ L(H2)
— оператор потенциальной энергии, 0 ≤ A1 — оператор диссипации энергии, а B12

и B21 = −B∗
12 — ограниченные операторы, связанные с обменом между кинетиче-

ской и потенциальной энергиями системы. В частности, к такой форме сводятся
задачи для одного маятника с тремя видами рассмотренных видов заполнений
полости жидкостями, см. [9], [10]. В [7] доказана теорема о существовании един-
ственного сильного решения задачи (5.1) на заданном отрезке времени [0;T ] в
предположении статической устойчивости по линейному приближению (C2 ≫ 0),
либо в ее отсутствие. Основываясь на данной теореме предполагается доказать
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сильную разрешимость исходной задачи, а также изучить свойства соответству-
ющей спектральной задачи, которые существенно зависят от свойств операторов
C2 и A1.

Автор выражает благодарность Н.Д.Копачевскому за постановку задачи и ру-
ководство работой.
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