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Аннотация. Составление уравнений динамики систем со связями приводит к необходимости
определения выражений множителей Лагранжа, для чего непосредственно используются про-
изводные от уравнений связей. При этом подразумевается, что уравнения связей составляют
первые интегралы уравнений динамики, что приводит к нарушению уравнений связей, вызван-
ных погрешностями численного решения и задания начальных условий. Для обеспечения стаби-
лизации связей используются методы построения дифференциальных уравнений с заданными
частными интегралами. Составление уравнений возмущений связей с асимптотически устойчи-
вым тривиальным решением позволяет обеспечить стабилизацию связей при численном решении
уравнений динамики.
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Abstract. Constructing dynamical equations of constrained systems can lead to the determining of
the Lagrange multipliers. Derivatives of the constraints have to be used to determine their values.
But, it is assumed that the constraint equations are first integrals of the dynamical equations. This
fact can lead to the multiple deviations from the constraint equations caused by some errors of a
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1. Введение

Дифференциальные уравнения динамических систем следуют из принципов
динамики с учетом ограничений, вызванных действием связей. Если уравнения
связей позволяют представить состояние системы через обобщенные координа-
ты и скорости, то точность определения решений уравнений динамики зависит

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-08-00558).
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только от выбора численного метода. В случае, когда не удается ввести обобщен-
ные координаты и скорости, для учета влияния связей используются множители
Лагранжа. При этом связи составляют цели управления, а соответствующие ре-
акции являются управляющими силами.

Задача определения дополнительных управляющих сил, обеспечивающих необ-
ходимые свойства решений уравнений динамики, относится к обратным задачам
динамики [1], первые постановки которых состояли в определении сил, под дей-
ствием которых механическая система совершает известные движения или реше-
ния уравнений динамики обладают известными свойствами. Так Исааком Ньюто-
ном по законам Кеплера была определена сила притяжения [3], далее было уста-
новлено [19], что движение материальной точки по коническому сечению обеспе-
чивается центральной силой, зависящей от положения точки [2],[20]. В [16] иссле-
дована задача определения силовой функции, соответствующей голономной си-
стеме с заданными интегралами, в [5],[6] предложен метод определения силовой
функции по данному семейству траекторий точки на криволинейной поверхности
и получено решение задачи о прочности движения изображающей точки по траек-
тории. Общая теория устойчивости движения А. М.Ляпунова [8] позволила сфор-
мулировать критерии устойчивости множества траекторий и разработать методы
построения систем дифференциальных уравнений, имеющих заданное устойчивое
интегральное многообразие [7].

Для обеспечения стабилизации связей в [12] предлагается использовать линей-
ную комбинацию уравнений связей и их производных. Различные модификации
метода стабилизации связей, предложенные в [18]-[4], сводятся к анализу и под-
бору коэффициентов линейной комбинации. В общей постановке проблема ста-
билизации связей приводит к построению системы дифференциальных уравнений
движения, допускающих уравнения связей в качестве частных интегралов [11], за-
дающих асимптотически устойчивое инвариантное множество [13] или интеграль-
ное многообразие [14] этой системы. Используя общий подход к решению обратных
задач динамики, удается построить дифференциальные уравнения динамических
систем, численное решение которых удовлетворяют уравнениям связей с требуе-
мой точностью [17]. Современные динамические аналогии позволяют использовать
методы и уравнения классической механики для решения задач моделирования и
управления динамикой систем различной природы [15].

2. Постановка задачи

Рассматривается динамическая система, состояние которой определяется на-
бором обобщенных координат q = (q1, . . . , qn), dqi/dt = vi, v = (v1, . . . , vn),
i = 1, . . . , n. Пусть L = L (q,v, t) — лагранжиан системы, непотенциальные обоб-
щенные силы, действующие на нее, обозначим вектором Q = (Q1, . . . , Qn). Будем
считать, что на систему наложены связи, заданные уравнениями

f (q, t) = 0, f =
(
f 1, . . . , fm

)
, (2.1)
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f ′ (q,v, t) = 0, f ′ =
(
fm+1, . . . , f s

)
, s ≤ n (2.2)

Требуется построить систему уравнений динамики, которые обеспечивали бы
при численном решении выполнение уравнений связей (2.1), (2.2) с заданной точ-
ностью.

3. Уравнения динамики расширенной системы

Для оценки отклонений от уравнений связей введем новые переменные
q̆ = (qn+1, . . . , qn+m), q̂ = (qn+m+1, . . . , qn+s), v̆ = (vn+1, . . . , vn+m), v̂ =
(vn+m+1, . . . , vn+s), ṽ = (vn+1, . . . , vn+s), определив их равенствами:

q̆− f (q, t) = 0, (3.1)

ṽ − g (q,v, t) = 0, (3.2)

g = (ğ, ĝ) , ğ =
∂f

∂q
v +

∂f

∂t
, ĝ = f ′.

С учетом выражений (3.2) составим систему уравнений для определения вир-
туальных скоростей системы

Gδv = δṽ, G =
∂g

∂v
. (3.3)

Полагая вектор δṽ произвольным, определим множество виртуальных скоро-
стей δv системы решением уравнения (3.3). Если строки матрицы G линейно неза-
висимы, то решение уравнения (3.3) складывается δv = (δv)τ+(δv)n из общего ре-
шения (δv)τ = δc [GC] однородного уравнения и частного решения (δv)n = G+δṽ
неоднородного уравнения:

δv = δc [GC] +G+δṽ. (3.4)

Здесь δc — произвольная скалярная величина, [GC] — векторное произведе-
ние векторов gσ = (gσ1 , . . . , g

σ
n), σ = 1, . . . , s, составляющих строки матрицы G, и

произвольных векторов cγ = (cγ1 , . . . , c
γ
n), γ = s+ 1, . . . , n− 1, G+ = GT

(
GGT

)−1.
С учетом возможных отклонений от уравнений связей, составим новую функ-

цию Лагранжа L̃ = L̃ (q,v, q̆, ṽ, t), удовлетворяющую условию L̃ (q,v, 0, 0, t) =
L (q,v, t), и построим функцию D̃ = D̃ (q,v, q̆, ṽ, t), обладающую свойствами:
D̃ (q,v, 0, 0, t) = 0 и D̃ (q,v, q̆, ṽ, t) > 0, если q̆, ṽ не обращаются в нуль одно-
временно. Обозначив R = (R1, . . . , Rn), Ri – реакции связей, запишем принцип
Даламбера для расширенной системы с функцией Лагранжа L̃:

E (q,v)−Q−R = 0, (3.5)

E (q̃, ṽ) +
∂D̃

∂ṽ
= 0, (3.6)
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E (q,v) =
d

dt

∂L̃

∂v
− ∂L̃

∂q
, q̃ = (q̆, q̂)

Умножив равенства (3.5), (3.6) скалярно на δv и δṽ, составим сумму элемен-
тарных мощностей с учетом выражения (3.4):

(E (q,v)−Q−R)T [GC] δc+

+

(E (q,v)−Q−R)T G+ +

(
E (q̃, ṽ) +

∂D̃

∂ṽ

)T
 δṽ = 0. (3.7)

Равенство (3.7) возможно только при выполнении условий:

(E (q,v)−Q−R)T [GC] = 0, (3.8)

(E (q,v)−Q−R)T G+ +

(
E (q̃, ṽ) +

∂D̃

∂ṽ

)T

= 0. (3.9)

Выберем вектор R так, чтобы выполнялось равенство RT [GC] = 0, что соот-
ветствует идеальным связям исходной системы R = GTλ, λ = (λ1, . . . , λs). Тогда
из равенств (3.8), (3.9) следуют уравнение, описывающее изменение обобщенных
координат системы и уравнение возмущений связей. В конечном итоге с учетом
кинематических соотношений, равенств (3.1), (3.2) и начальных условий приходим
к системе дифференциально-алгебраических уравнений относительно переменных
q,v, q̃, ṽ, λ:

dq

dt
= v,

d

dt

∂L̃

∂v
− ∂L̃

∂q
= Q+GTλ, (3.10)

dq̃

dt
= ṽ,

d

dt

∂L̃

∂ṽ
− ∂L̃

∂q̃
= −∂D̃

∂ṽ
, (3.11)

q̆ = f (q, t) , q̃ = (q̆, q̂) , ṽ = g (q,v, t) , (3.12)

q (t0) = q0, q̆ (t0) = f (q0, t0) , q̂ (t0) = q̂0,v (t0) = v0, ṽ (t0) = g (q0,v0, t0) , (3.13)

Для решения системы уравнений (3.10)-(3.13) необходимо достроить правые
части дифференциальных уравнений (3.10), (3.11). Значения сил реакций связей
определяются выражением множителя λ, обеспечивающим выполнение равенств
(3.12). Если учитывать, что величина отклонения решения системы уравнений
(3.10), (3.11) от уравнений связей определяется значениями переменных q̆, ṽ, то
решение q̆ = 0, ṽ = 0 этой системы соответствует уравнениям связей, и устойчи-
вость этого решения зависит от выбора функции Лагранжа L̃ и диссипативной
функции D̃. Пусть функции L̃, D̃ определены равенствами

L̃ = T̃ − P̃ ,

2T̃ = vTAv + ṽT Ãṽ, 2P̃ = q̃T H̃q̃, 2D̃ = ṽTBṽ, (3.14)
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A = A (q) , Ã = Ã (q, q̆) , H̃ (q) =

(
H̆ (q) 0
0 0

)
, B = B (q, q̆)

Тогда из уравнений (3.10)-(3.12) следует выражение λ = M−1h

M = GA−1GT , h = Ã−1

(
∂L̃

∂q̃
−

(
dÃ

dt
+B

)
ṽ

)
+GA−1

(
dA

dt
v − ∂L̃

∂q

)
− ∂g

∂q
v−∂g

∂t
,

q̆ = f (q, t) , ṽ = g (q,v, t) .

Соответственно, уравнения динамики (3.10) с учетом выражений L̃, q̆, ṽ, λ как
функций переменных q,v, t приводятся к системе дифференциальных уравнений:

dq

dt
= v,

dv

dt
= A−1

(
∂L̃

∂q
− dA

dt
v +Q+GTλ

)
, (3.15)

L̃ = L̃ (q,v, f (q, t) ,g (q,v, t) , t) ,

допускающих частные интегралы

f (q, t) = 0, g (q,v, t) = 0. (3.16)

Уравнения возмущений связей (3.11), разрешенные относительно производных,
записываются в виде системы

dq̃

dt
= ṽ,

dṽ

dt
= −S̃ (q, q̆) q̃− K̃ (q, q̆) ṽ + Ã−1 (q, q̆)

(
ṽT ∂Ã (q, q̆)

∂q̃
ṽ

)
, (3.17)

S̃ (q, q̆) = Ã−1 (q, q̆) H̃ (q) , K̃ (q, q̆) = Ã−1 (q, q̆)

(
dÃ (q, q̆)

dt
+B (q, q̆)

)
.

4. Устойчивость интегрального многообразия

Для стабилизации связей (2.1),(2.2) необходимо, чтобы интегральное многооб-
разие системы дифференциальных уравнений (3.15), заданное равенствами (3.16),
было устойчиво асимптотически.

Устойчивость интегрального многообразия определяется соответствующей
устойчивостью тривиального решения q̆ (t) = 0, ṽ (t) = 0 системы уравнений
возмущений связей (3.11). Полагая в равенствах (3.14) матрицы Ã, H̃, B посто-
янными, получаем уравнения возмущений связей (3.11) как линейную систему с
постоянными коэффициентами

dy

dt
= Wy, (4.1)

y =

(
q̆
ṽ

)
, W =

(
0 E

−Ã−1H̃ −Ã−1B

)
, (4.2)
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где E – единичная матрица. Если все корни характеристического уравнения си-
стемы (4.1) имеют отрицательные действительные части, то тривиальное реше-
ние y = 0 устойчиво асимптотически. В [12] исследуется задача о стабилизации
голономных связей, соответствующая случаю Ã = E, H̃ = ω2E, B = γE. В [19]
предложен алгоритм решения задачи стабилизации в общей постановке. Для опре-
деления достаточных условий устойчивости тривиального решения q̆ = 0, ṽ = 0
системы (3.17) используется [10] метод функций Ляпунова. Так, если связи явля-
ются стационарными

(q) = 0,g (q,v) = 0,

то в качестве функции Ляпунова можно взять определенно положительную квад-
ратичную форму с постоянной матрицей коэффициентов 2V = yTUy. Если произ-
водная этой функции, вычисленная с учетом уравнений системы (3.17), является
определенно отрицательной, то тривиальное решение y = 0 устойчиво асимптоти-
чески.

5. Численное решение

Если уравнения возмущений связей имеют асимптотически устойчивое триви-
альное решение, то для стабилизации связей можно ограничиться даже простей-
шими численными методами решения уравнений динамики (3.15). Так, использо-
вание разностной схемы

xk+1 = xk + τXk, xk = x (tk) , τ = tk+1 − tk, x (t0) = x0,

x =

(
q
v

)
, X =

(
v
F (q,v, t)

)
,

F (q,v, t) = A−1 (q)

(
∂L̃

∂q
− dA (q)

dt
v +Q (q,v, t) +GT (q,v, t)λ (q,v, t)

)
с учетом уравнения (4.1) приводит к соотношению

∥yk+1∥ ≤ ∥E− τW∥ ∥yk∥+Υ
(2)
k , (5.1)

где Υ
(2)
k – остаточный член разложения функции y = y (x (t) , t) в ряд по сте-

пеням τ в окрестности значения t = tk. Из неравенства (5.1) следует оценка
∥yk+1∥ ≤ ε, если при всех значениях k = 0, 1, 2, . . . , N выполняются условия
∥yk∥ ≤ ε, ∥E− τW∥ ≤ α ≤ 1,

∥∥∥Υ(2)
k

∥∥∥ ≤ 2ε (1− α).
Если для решения уравнения (3.15) используется [20] разностная схема

xk+1 = xk +∆xk, ∆xk = τ (1− σ)Xk + τσX̂k,

X̂k = Xk (x̃k, tk + ατ) , x̃k = xk + ατXk, σ > 0, α > 0, k = 0, 1, 2, . . . , N,
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α, σ − const, и при всех k = 0, 1, 2, . . . , N выполняются условия

2ασ = 1, ∥yk∥ ≤ ε,
∥∥∥Υ(3)

k

∥∥∥ ≤ 6ε (1− β) ,

∥∥∥∥Im+r + τW +
1

2
τ 2W2

∥∥∥∥ ≤ β ≤ 1,

то будет справедлива оценка ∥yk+1∥ ≤ ε. Условия стабилизации связей, соответ-
ствующие методу Рунге-Кутты получены в [21].

6. Пример

Определить закон изменения силы F, обеспечивающей устойчивое движение
ракеты по траектории f (x, y) = 0 . Ракету будем считать материальной точкой,
положение и скорость которой определяются векторами

q = (x, y) , v = (vx, vy) , vx =
dx

dt
, vy =

dy

dt
, (6.1)

и на которую действует сила тяжестиmg, направленная по вертикали. Отклонение
точки от траектории и его производную определим величинами

q̆ = f (x, y) , v̆ =
∂f

∂x
vx +

∂f

∂y
vy. (6.2)

Введем функцию Лагранжа и диссипативную функцию:

2L̃ = mv2 − 2mgy + v̆2 − cq̆2, 2D = kv̆2,

v2 = v2x + v2y, c, k, g − const.

Из равенств (6.2) следует уравнение

∂f

∂x
δx+

∂f

∂y
δy = δv̆,

из которого определяются виртуальные перемещения точки в зависимости от про-
извольных величин δs и δv̆:

δx = −∂f
∂y
δs+

∂f

∂x

((
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
)−1

δv̆, δy =
∂f

∂x
δs+

∂f

∂y

((
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
)−1

δv̆.

Используя принцип Даламбера-Лагранжа(
d

dt

∂L̃

∂vx
− ∂L̃

∂x

)
δx+

(
d

dt

∂L̃

∂vy
− ∂L̃

∂y

)
δy +

(
d

dt

∂L̃

∂v̆
− ∂L̃

∂q̆
− ∂D

∂v̆

)
δv̆ = 0,

составим уравнения динамики ракеты

dx

dt
= vx,

dy

dt
= vy,

d

dt
(mvx) = λ

∂f

∂x
,
d

dt
(mvy) = −mg + λ

∂f

∂y
, (6.3)
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и уравнения возмущений связей

dq̆

dx
= v̆,

dv̆

dt
= −cq̆ − kv̆. (6.4)

Обозначив µ величину скорости отделения частиц относительно ракеты и учи-
тывая равенство

d

dt
(mv) = m

dv

dt
− µ

(
dm

dt

)
v

|v|
,

уравнения (6.3) можно представить в виде:

dx

dt
= vx, m

dvx
dt

= Tx + λ
∂f

∂x
,
dy

dt
= vy, m

dvy
dt

= Ty −mg + λ
∂f

∂y
, (6.5)

Tx =
µvx√
v2x + v2y

dm

dt
, Ty =

µvy√
v2x + v2y

dm

dt
.

Правые части уравнений (6.5) содержат силу тяги T = (Tx, Ty), направленную
вдоль касательной к траектории движения, и реакцию связиR = λ (∂f/∂x, ∂f/∂y),
направленную по нормали. Эти две силы составляют искомую силу F . Из урав-
нений (6.2),(6.4),(6.5) определяется выражение множителя Лагранжа

λ = − m
N2

(
∂2f
∂x2 v

2
x + 2 ∂2f

∂x∂y
vxvy +

∂2f
∂y2
v2y + cf (x, y) + k

(
∂f
∂x
vx +

∂f
∂y
vy

)
+ g ∂f

∂y

)
−

− 1
N2

µ√
v2x+v2y

(
∂f
∂x
vx +

∂f
∂y
vy

)
dm
dt
, N2 =

(
∂f
∂x

)2
+
(

∂f
∂y

)2
.

(6.6)

Движение по траектории будет устойчиво асимптотически, если корни харак-
теристического уравнения κ2 + kκ + c = 0 системы (6.4) имеют отрицательные
действительные части. Численное решение системы (6.5),(6.6)

x (tk) = xk,
xk+1 = xk + τvxk, yk+1 = yk + τvyk,

(vx)k+1 = (vx)k +
τ

mk

(
Tx + λ

∂f

∂x

)
k

, (vy)k+1 = (vy)k +
τ

mk

(
Ty −mg + λ

∂f

∂y

)
k

,

будет при всех k = 0, 1, 2, . . . , K удовлетворять неравенству ∥qk∥ ≤ ε, если бу-
дут выполнены условия ∥q0∥ ≤ ε, ∥E − τW∥ ≤ α ≤ 1,

∥∥∥Υ(2)
k

∥∥∥ ≤ 2ε (1− α), где

W — матрица коэффициентов уравнений системы (6.4), Υ(2)
k — остаточный член

разложения в ряд функции q̆ = f (x, y).

7. Заключение

Методы решения обратных задач динамики и условия устойчивости множеств
траекторий позволяют разработать алгоритмы решения задач динамики и управ-
ления динамическими процессами в системах различной природы.
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