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Аннотация. В работе представлено обобщение аналитической методики по расчету скоро-
сти дрейфовых смещений жидких частиц на горизонтальной границе раздела двух идеальных
жидких сред, возмущенной волновым пакетом Стокса, в условиях реализации неустойчиво-
сти Кельвина-Гельмгольца. Получены аналитические выражения для скорости горизонтального
дрейфового движения, инициированного волновым пакетом Стокса, распространяющимся по
границе раздела двух идеальных жидкостей.
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1. Введение

При наличии тангенциального скачка поля скоростей на поверхности разде-
ла двух идеальных несмешивающихся жидкостей, в системе могут возникнуть
условия, способствующие развитию неустойчивости Кельвина-Гельмгольца. Эти
условия легко определяются из дисперсионного уравнения

ω =
kU0ρ

′ +
√
k (−kU2

0ρρ
′ + k2γ (ρ+ ρ′) + g (ρ2 − ρ′2))

(ρ+ ρ′)
, (1)

связывающего круговую частоту волнового движения ω с волновым числом k и
другими параметрами задачи. Если тангенциальный скачок скоростей U0 превы-
шает некоторое критическое значение, то частота ω оказывается комплексной,
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свидетельствуя о том, что граница раздела становится неустойчивой по отноше-
нию к сколь угодно малому по амплитуде волновому возмущению длины волны
λ = 2π/k. При традиционном рассмотрении в равновесном состоянии нижняя бо-
лее плотная жидкость с плотностью ρ считается неподвижной, а верхняя с плотно-
стью ρ′ < ρ — движущейся поступательно с постоянной горизонтальной скоростью
U0 (без трения о поверхность раздела, ввиду идеальности обеих жидкостей). В
уравнении (1) учтено, что поверхность раздела обладает капиллярными свойства-
ми, характеризуемыми коэффициентом межфазного поверхностного натяжения γ.

Как правило, задачу формулируют в эйлеровом представлении, в котором век-
торы поля скоростей сопоставляются фиксированным точкам неподвижной систе-
мы координат. Однако, записанное в такой форме решение задачи не позволяет
установить взаимосвязь между дрейфовым движением, инициированным распро-
странением волнового возмущения по границе раздела, и значением тангенциаль-
ного скачка скорости на поверхности раздела. В отличии от переменных Эйлера,
переменные Лагранжа описывают поле скоростей, сопоставленное индивидуализи-
рованным своими начальными координатами жидким частицам, и это позволяет
проследить за перемещением каждой индивидуальной жидкой частички. Впер-
вые дрейфовое движение, порожденное волновым возмущением, было предска-
зано Дж. Г.Стоксом. Он показал, что периодическая гравитационная волна, рас-
пространяющейся по свободной горизонтальной поверхности идеальной жидкости,
инициирует не только хорошо известное циклическое движение жидких частиц,
но и медленное среднее течение вдоль направления распространения волны —
«дрейф Стокса». Стокс получил известное выражение для скорости горизонталь-
ного дрейфового массопереноса [1]:

Udrift = ζ2kωe−2kd. (2)

Эта скорость пропорциональна квадрату амплитуды волнового движения ζ и экс-
поненциально убывает с глубиной d.

Современные наблюдения за волнами, индуцированными ураганным ветром
(ураганом Исаак) в Мексиканском заливе [2], показали, что дрейф Стокса оказыва-
ет значительное влияние на направление и скорость переноса вещества в условиях
сильных ветровых воздействий. В работе [5] исследовалось дрейфовое движение,
инициированное простейшей бегущей волной, распространяющейся вдоль грани-
цы раздела двух идеальных жидкостей на начальных этапах развития неустой-
чивости Кельвина-Гельмгольца. В исследовании [3] обсуждалось влияние поверх-
ностного электрического заряда на скорость массопереноса, возникающего из-за
распространения по свободной поверхности идеальной жидкости волнового пакета
Стокса. В [4] рассматривалось совместное влияние на скорость дрейфа двух деста-
билизирующих свободную поверхность факторов: поверхностного электрического
заряда и тангенциального разрыва скоростей на границе раздела идеальных жид-
костей. В настоящей работе с помощью аналитической методики [6], позволяющей
корректно перейти от эйлерова описания поля скоростей к переменным Лагран-
жа, рассматривается обобщение решенной в работе [5] задачи. В отличии от [5],
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где в качестве причины дрейфового движения рассматривалась простейшая пери-
одическая волна, в настоящей работе возмущение границы раздела берется в виде
волнового пакета Стокса, состоящего из двух капиллярно-гравитационных волн
близких длин.

2. Математическая формулировка задачи

Рассмотрим две несмешивающиеся идеальные полубесконечные жидкости, за-
полняющие верхнее и нижнее полупространства декартовой системы координат
Oxyz с осью Oz, направленной вертикально вверх против направления действия
поля силы тяжести g. Будем считать, что плоскость Oxy расположена вдоль невоз-
мущенной поверхности раздела: нижняя жидкость с плотностью ρ неподвижна, а
более легкая верхняя жидкость с плотностью ρ′ < ρ движется в положительном
направлении оси Ox с постоянной скоростью U0. Пусть по границе раздела вдоль
оси Ox распространяется волновой пакет Стокса, состоящий из двух капиллярно-
гравитационных волн одинаковой амплитуды ζ и волновыми числами k+ = k+∆k
и k− = k−∆k, отличающимися на малую величину 2∆k ≪ k. Поверхность разде-
ла сред характеризуется коэффициентом поверхностного натяжения γ. Амплиту-
да волнового движения ζ считается малой по сравнению с длиной несущей волны
λ = 2π/k. Для простоты движение будем считать независящим от горизонтальной
координаты y.

Для корректного учета граничных условий на возмущенной границе раздела
идеальных жидкостей z = ξ ≡ ξ(x, t) используется методика, предложенная в [6]:
сначала поле скоростей рассчитывается в переменных Эйлера, а затем по специ-
альной методике выполняется переход к представлению в форме Лагранжа.

Математическая формулировка задачи расчета гидродинамических потенциа-
лов в верхней φ′ и нижней φ средах имеет вид:

z > ξ : ∆φ′ = 0; P ′ = p0 − ρ′gz − ρ′∂tφ
′ − ρ′

2

[
(∂xφ

′ + U0)
2
+ (∂zφ

′)
2
]
; (3)

z = ξ : ∂tξ + ∂xξ∂xφ = ∂zφ; ∂tξ + (∂xφ
′ + U0) ∂xξ = ∂zφ

′;

P − P ′ = −γ∂xxξ
(
1 + (∂xξ)

2)−3/2
;

(4)

z < ξ : ∆φ = 0; P = p0 − ρgz − ρ∂tφ− ρ

2

[
(∂xφ)

2 + (∂zφ)
2] ; (5)

z → ∞ : ∇φ′ → 0; z → −∞ : ∇φ→ 0. (6)

Здесь P и P ′ — гидродинамические давления в нижней и верхней жидкостях со-
ответственно, p0 — постоянная составляющая внешнего давления (например, ат-
мосферное давление в системе вода-воздух p0 ).

Задача решалась методом разложения по малому параметру ε = ζk, пропор-
циональному отношению амплитуды волн, составляющих пакет, к длине несущей
волны λ. Поскольку дрейф Стокса — явление второго порядка малости по ампли-
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туде волнового движения, то решение имеет смысл искать с той же точностью: ξ
φ
φ′

 =

ξ1φ1

φ′
1

+

ξ2φ2

φ′
2

+O
(
ε3
)
. (7)

Разлагая с необходимой точностью в ряд по z функции, входящие в граничные
условия (4), несложно переформулировать их в соотношения на уровне z = 0 [6],
[7] и, используя разложения (7), перейти от (3)-(6) к задачам первого и второго
порядков малости.

Математическая формулировка задачи первого по ε порядка малости имеет
вид:

z > 0 : ∆φ′
1 = 0; z < 0 : ∆φ1 = 0; (8)

z = 0 : ∂tξ1 − ∂zφ1 = 0; ∂tξ1 + U0∂xξ1 − ∂zφ
′
1 = 0; (9)

gξ1 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tφ1 + ρ′∂tφ

′
1 + ρ′U0∂xφ

′
1 + γ∂xξ1 = 0; (10)

z → ∞ : ∇φ′
1 → 0; z → −∞ : ∇φ1 → 0. (11)

Задача второго по ε порядка малости описывается соотношениям:

z > 0 : ∆φ′
2 = 0; z < 0 : ∆φ2 = 0; (12)

z = 0 : ∂tξ2 − ∂zφ2 = ξ1∂zzφ1 − ∂xφ1ξ1;

∂tξ2 + U0∂xξ2 − ∂zφ
′
2 = ξ1∂zzφ

′
1 − ∂xxφ

′
1∂xxξ1;

gξ2 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tφ2 + ρ′∂tφ

′
2 + ρ′U0∂xφ

′
2 + γ∂xξ2 = ρξ1∂ztφ1+

+
ρ

2

(
(∂xφ1)

2 + (∂zφ1)
2)− ρ′ξ1∂ztφ

′
1 −

ρ′

2

(
(∂xφ

′
1)

2
+ (∂zφ

′
1)

2
+ 2U0ξ1∂xxφ

′
1

)
;

(13)

z → ∞ : ∇φ′
2 → 0; z → −∞ : ∇φ2 → 0. (14)

Последовательное решение сначала задачи первого порядка малости (8)-(11), а
затем задачи второго порядка малости (12)-(14) приводит к аналитическим выра-
жениям, описывающим компоненты эйлерова поле скоростей во втором прибли-
жении по ε.

3. Решение задачи

Решение задачи первого порядка малости (8)-(11) имеет следующий вид:

ξ1 = ζ cos
(
ω+t− k+x

)
+ ζ cos

(
ω−t− k−x

)
φ1 = −ζ exp

(
k+z

) ω+

k+
sin
(
ω+t− k+x

)
− ζ exp

(
k−z

) ω−

k−
sin
(
ω−t− k−x

)
φ′
1 = −ζ exp

(
−k+z

) k+U0 − ω+

k+
sin
(
ω+t− k+x

)
−

−ζ exp
(
−k−z

) k−U0 − ω−

k−
sin
(
ω−t− k−x

)
.

(15)
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Здесь ω± = ω ±∆ω = ω ± Vg∆k (Vg = ∂ω/∂k — групповая скорость), а частота ω
определяется дисперсионным уравнением (1).

Анализ дисперсионного уравнения (1) показывает, что круговая частота ω яв-
ляется действительным числом при выполнении условия:

U0 ≤ Ucr =

√
k2γ (ρ+ ρ′) + g (ρ2 − ρ′2)

kρρ′
, (16)

что соответствует волновому движению с постоянной амплитудой. В случае, ко-
гда U0 > Ucr, круговая частота ω принимает комплексные значения. Это озна-
чает, что в решении (15) амплитуды возмущения ξ и гидродинамических потен-
циалов становятся пропорциональными ∝ exp (Im (ω) t). Это соответствует дви-
жению с экспоненциально нарастающей во времени амплитудой — начальную
стадию неустойчивости Кельвина-Гельмгольца. Стоит отметить, что критическая
скорость верхней среды, реализующая неустойчивость Кельвина-Гельмгольца, ми-
нимальна U0 = Umin

cr для длины волны, соответствующей наиболее «чувствитель-
ному» к дестабилизирующему воздействию волновому числу

kmin =

√
g (ρ− ρ′)

γ
.

Об устойчивом движении можно говорить только при выполнении условия U0 ≤
Umin
cr = Ucr(kmin). В противном случае даже при сколь угодно малом превыше-

нии U0 > Umin
cr в спектре волн имеются волновые возмущения с экспоненциально

растущей амплитудой.
Проанализируем выражение для отклонения границы раздела ξ1 от равновес-

ного положения. Используя известные тригонометрические преобразования, его
можно свести к виду [8]:

ξ1 = 2ζ cos (ωt− kx) cos (∆ωt−∆kx) . (17)

Согласно (17) в задаче естественным образом выделются разные масштабы вре-
мени: период несущей волны T = 2π/ω характеризует быстрые изменения ампли-
туды, а период огибающей волнового пакета τ = 2π/∆ω ≫ T — медленные.

Подставив (15) в правые части (13) получим граничные условия для задачи
второго порядка малости при z = 0:

∂tξ2 − ∂zφ2 = −2ζ2∆kωeIm(ω)t sin (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) ;

∂tξ2 + U0∂xξ2 − ∂zφ
′
2 = 2ζ2eIm(ω)t×

×
(
U2
0∆k

2ρ′ − 2U0∆k∆ωρ
′ +∆ω2ρ′ −∆ω2ρ

)
cos (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) ; (18)

gξ2 (ρ
′ − ρ)− ρ∂tφ2 + ρ′∂tφ

′
2 + ρ′U0∂xφ

′
2 + γ∂xξ2 =

= 2ζ2 (kU∆k −∆kω) eIm(ω)t sin (2∆ωt− 2∆kx) + ζ2Π(t) .

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2018, том 8(36), №2



154 А.А.ОЧИРОВ, Д.Ф. БЕЛОНОЖКО

Здесь Π(t) — быстро меняющиеся со временем циклические выражения (характер-
ное время их изменения равно T ). Такого же рода слагаемые возникали и в задаче
с простейшей периодической волной в качестве возмущения границы раздела [6].
Согласно [6] они не влияют на скорость среднего горизонтального дрейфа, поэтому
в (18) в явном виде выписаны только медленно меняющиеся слагаемые, которых
в модели [6] не было. Для дальнейшего анализа достаточно решить «усеченную»
задачу второго порядка малости без учета слагаемых, обозначенных Π(t). Соот-
ветствующее решение для компонент поля скоростей в нижней ud и верхней u′d
жидкостях имеют вид:

ud = 2ζ2∆ke2z∆k+Im(ω)t cos (2∆ωt− 2∆kx)×

× 2kU0 (Vg − U0)Vg∆kρ
′ − (g (ρ+ ρ′) + 2Vg∆k (−U0ρ

′ + Vgρ
′ − Vgρ))ω

g (ρ+ ρ′)
(19)

u′d = 2ζ2∆ke−2z∆k+Im(ω)t cos (2∆ωt− 2∆kx)×

× g (ρ+ ρ′) (kU0 − ω)− 2 (U0 − Vg)∆k (kU0ρ
′ (U0 − Vg)− (U0ρ

′ − Vgρ
′ + Vgρ)ω)

g (ρ+ ρ′)
(20)

Соотношения (15), (19), (20) представляют части эйлеровой скорости течения,
через которые, как будет показано далее, вычисляется дрейфовая составляющая
лагранжевой скорости, с которой перемещается индивидуальная жидкая частич-
ка, начавшая движение при t = 0 из точки с координатами (x, z). Причем, если
выполнено условие U0 ≤ Umin

cr , то множитель exp (Im (ω) t) обращается в единицу,
гарантируя отсутствие нарастания амплитуды волнового движения.

Существует известная формула перехода от эйлеровой скорости V (r, t) =
u (r, t) ex + v (r, t) ez к скорости в переменных Лагранжа VL (r, t) = uL (r, t) ex +
vL (r, t) ez. С точностью до второго порядка малости по амплитуде волнового
движения соотношение, выражающее эту связь, выглядит следующим образом
[9],[10],[11]:

VL (r, t) = V1 (r, t) +V2 (r, t) +

((∫ t

0

V1 (r, τ) dτ

)
· ∇
)
V1 (r, t) (21)

Здесь V1 (r, t) — эйлерова скорость течения в первом приближении по амплитуде
волны, являющаяся решением линеаризованной задачи (в нашем случае — задачи
(8) —(11)), а V2 (r, t) — поправка второго порядка малости (в данной ситуации
определяемая решением задачи (12) —(14)).

Формула (21) является приближенной, справедливой в квадратичном прибли-
жении по амплитуде волны и только для случая малых смещений жидкой ча-
стички относительно начального положения. Дело в том, что при выводе (21)
использовалось разложение по малому параметру — отклонению частицы от на-
чального положения [12]. В связи со сказанным, имеется серьезное ограничение на
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область применимости (21): за любое конечное время t частичка жидкости долж-
на смещаться от своего начального положения на расстояние, не превышающее
амплитуду волны. Поэтому, прежде, чем применять (21) к полю скоростей в обла-
сти z > 0, необходимо трансформировать формулы, описывающие эйлерово поле
скоростей в верхней среде, движущейся со скоростью U0 в перемещающуюся вме-
сте с ней систему отсчета (учитывая при этом эффект Доплера), и только после
этого посредством (21) переходить к лагранжевым переменным. Возвращение в
неподвижную систему координат Oxyz не представляет никакого труда. Описан-
ная процедура имеет некоторые расчетные нюансы, подробно описанные в работе
[6]. Методика, предложенная в [6], позволяет перейти от эйлеровых компонент
скоростей (15), (19), (20) к их Лагранжевому представлению. Выделяя медленно
меняющиеся со временем слагаемые, аналогично тому, как это делалось при реше-
нии задачи второго порядка малости, получим выражения для скорости дрейфа
в верхней U ′

drift и нижней Udrift средах:

U ′
drift = ζ2e−2k+z+Im(Ω)t (kRe (Ω) + ∆kRe (Ω) + k∆ω)+

+ ζ2e−2k−z+Im(Ω)t (kRe (Ω)−∆kRe (Ω)− k∆ω)+

+ 2ζ2kRe (Ω) e−2kz+Im(Ω)t cos (2∆ωt− 2∆kx) + u′d + U0; (22)

Udrift = ζ2e2k
+z+Im(ω)t (kRe (ω) + ∆kRe (ω) + k∆ω)+

+ ζ2e2k
−z+Im(ω)t (kRe (ω)−∆kRe (ω)− k∆ω)+

+ 2ζ2kRe (ω) e2kz+Im(ω)t cos (2∆ωt− 2∆kx) + ud. (23)

Здесь Ω = ω−kU0 — частота циклического движения частичек верхней жидкости,
участвующей в общем горизонтальном перемещении со скоростью U0.

4. Анализ решения

Анализ выражений (22) и (23) показывает, что скорость поступательного дви-
жения верхней жидкости U0 существенно по-разному влияет на скорость дрейфо-
вого движения в нижней Udrift и в верхней U ′

drift жидкостях. В нижней жидкости
дрейф направлен всегда в сторону распространения волнового пакета вне зави-
симости от величины U0. С увеличением тангенциального разрыва скоростей до
значений U0 > Ucr реализуются условия неустойчивости: амплитуда отклонения
границы раздела от равновесного положения экспоненциально растет со време-
нем. Тоже самое происходит со скоростью горизонтального дрейфового движения
в нижней жидкости. Этот результат повторяет вывод, полученный в [5]. Глав-
ное отличие состоит в том, что скорость смещения жидких частиц, рассчитанная
по формуле (23), благодаря модуляции амплитуды волны, оказывается примерно
вдвое меньше, чем в случае дрейфа, вызванного простейшей бегущей волной [5].
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Гораздо интереснее выглядит зависимость дрейфа в верхней жидкости от ско-
рости U0. При малых значениях U0 дрейф верхней жидкости сонаправлен с дрей-
фом в нижней (U ′

drift = Udrift при U0 = 0). С увеличением значения U0 модуль
скорости дрейфа верхней жидкости быстро уменьшается, обращаясь в нуль, ко-
гда U0 близка по значению к фазовой скорости Uph несущей волны. Жидкие ча-
стицы в этих условиях прекращают циклическое движение и участвуют только
в поступательном горизонтальном переносе с фазовой скоростью несущей волны.
При движении верхней жидкости со скоростью Uph < U0 < Ucr дрейфовая добавка
направлена противоположно распространению волнового пакета. С превышени-
ем скорости поступательного движения верхней жидкости критического значения
U0 > Ucr, амплитуда циклических движений жидких частиц начинает начинает
экспоненциально расти со временем, также как и скорость дрейфового движения:
сонаправленного с распространением волны в нижней жидкости и направленная
навстречу ей — в верхней. Этот результат аналогичен полученному в исследова-
ниях [5] и [6]. Отличие заключается в количественной оценке скорости дрейфовых
смещений: также как и в докритическом случае, из-за модуляции амплитуды вол-
ны, значение скорости добавочных к основному сдвиговому течению встречных
дрейфовых потоков оказываются примерно вдвое меньше, чем в ситуации с воз-
мущением в виде простейшей синусоидальной волны [5].

5. Заключение

Основные закономерности дрейфовых движений индивидуальных жид-
ких частиц, связанных с распространением волнового пакета капиллярно-
гравитационных волн вдоль горизонтальной границы раздела двух идеаль-
ных полубесконечных жидкостей на начальных этапах развития неустойчивости
Кельвина-Гельмгольца остаются такими же, как и для дрейфа, генерируемого про-
стейшей бегущей волной. В частности, инициированная поверхностным возмуще-
нием дрейфовая добавка к основному потоку в верхней жидкости направлена на-
встречу дрейфу, который порождается тем же возмущением в нижней жидкости:
по разные стороны поверхности раздела генерируются дрейфовые течения, стре-
мящиеся скомпенсировать тангенциальный скачек скорости, ставший причиной
развития неустойчивости. При этом, возмущение в виде волнового пакета Сток-
са порождает дрейфовые движения, скорость которых примерно вдвое меньше,
чем у аналогичных течений, вызванных распространением простейшей периоди-
ческой волны не испытавшей пространственной модуляции. Кроме того, скоро-
сти добавочных дрейфовых течений периодичны по времени с периодом огибаю-
щей волнового пакета. Обнаруженные новые свойства неустойчивости Кельвина-
Гельмгольца связаны исключительно с характером движения индивидуальных
жидких частиц и наиболее отчетливо проявляются только при анализе явления в
лагранжевых перменных.
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