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Аннотация. Рассматриваются эффективные достаточные условия осцилляции решений раз-
ностных уравнений первого порядка с последействием в виде оценки снизу нижнего предела
суммы коэффициентов на заданном семействе подмножеств дискретной полуоси. Прослежива-
ется преемственность результатов такого типа от первых эффективных условий осцилляции ре-
шений дифференциальных уравнений с последействием и их дискретных аналогов до новейших
достижений. Выделяются наиболее эффективные подходы к задаче и сравниваются достигну-
тые результаты по отношению к уравнениям с различными видами запаздываний. Доказывается
новый признак осцилляции и показана его независимость от известных результатов.
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Введение

В статье [1] А.Д.Мышкиса заложены несколько принципов исследования
асимптотических свойств решений дифференциальных уравнений первого поряд-
ка с последействием. Некоторые из этих принципов переоткрыты в междуна-
родной печати последних нескольких десятилетий, но потенциал работы [1], по-
видимому, исчерпан еще далеко не полностью. В настоящей работе разрабатыва-
ется одно из направлений, указанных в [1] — получение условий осцилляции реше-
ний уравнений с последействием в явном виде — в терминах определяющих урав-
нение функций. Основным объектом нашего исследования являются разностные
уравнения с последействием (delay difference equations), ставшие объектом систе-
матических исследований международного математического сообщества только в
последней четверти XX в. Теория осцилляции решений таких уравнений является
одним из основных направлений этих исследований. В настоящее время количе-
ство публикуемых работ, посвященных эффективным в указанном выше смысле
достаточным условиям осцилляции решений разностных уравнений с последей-
ствием увеличивается с каждым годом.

Чтобы определить предмет нашего исследования, приведем следующие хорошо
известные факты.

Теорема 1 ([1], [2]). Пусть функции p и τ определены и непрерывны на полуоси
[0,+∞), p(t) ≥ 0, τ(t) ≤ t, limt→∞ τ(t) → +∞ и

lim
t→∞

∫ t

τ(t)

p(s) ds >
1

e
.

Тогда все решения дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом

ẋ(t) + p(t)x(τ(t)) = 0, t ≥ 0, (0.1)

осциллируют.

Далее для n ∈ Z полагаем Nn = {ν ∈ Z | ν ≥ n}, ∆x(n) = x(n+ 1)− x(n).

Теорема 2 ([3], [4]). Пусть для функций p : N0 → R и τ : N0 → Z имеем p(n) ≥ 0,
τ(n) ≤ n− 1, limn→∞ τ(n) → +∞ и

lim
n→∞

n−1∑
i=τ(n)

p(i) >
1

e
.

Тогда все решения разностного уравнения с запаздывающим аргументом

∆x(n) + p(n)x(τ(n)) = 0, n ∈ N0, (0.2)

осциллируют.
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Обобщения теорем 1 и 2 для уравнений с несколькими запаздываниями

ẋ(t) +
m∑
k=1

pk(t)x(τk(t)) = 0, t ≥ 0, (0.3)

∆x(n) +
m∑
k=1

pk(n)x(τk(n)) = 0, n ∈ N0, (0.4)

при условии учета в равной мере всех запаздываний, встречает существенные
трудности, см. [5].

В настоящей работе мы исследуем условия осцилляции решений уравне-
ния (0.4), явно выраженные в виде оценки нижнего предела сумм коэффициентов
уравнения по заданному семейству подмножеств области определения решения —
дискретной полуоси.

Определим основные формальности.
Положим b = min{τk(i) | i ∈ N0, k = 1,m}. Решением уравнения (0.4) на-

зывается функция x : N0 → R, такая что для некоторой начальной функции
φ : {b, . . . , 0} → R при условии x(n) = φ(ν), ν = b, 0, выполняются равенства (0.4).
Очевидно, что для любой начальной функции уравнение (0.4) имеет единственное
решение.

Решение x = x(n) уравнения (0.4) называется осциллирующим, если для лю-
бого n0 ∈ N0 найдется n1 ∈ Nn0 , такое что x(n0)x(n1) ≤ 0. Назовем уравнение (0.4)
осциллирующим, если все его решения осциллируют.

В первом разделе статьи отметим несколько важных вех недолгой истории
исследований осцилляции решений разностных уравнений с последействием. Во
втором разделе мы доказываем новый признак осцилляции для уравнения (0.4).
Третий раздел посвящен сравнению разных подходов к исследуемым вопросам и
полученных результатов.

1. Некоторые известные условия осцилляции

Рассмотрим известные условия осцилляции, применимые к разным случаям
уравнения (0.4).

Пусть p ∈ R и r ∈ N1. Как хорошо известно (см., напр., [6]), уравнение

∆x(n) + px(n− r) = 0, n ∈ N0,

является осциллирующим, если и только если

p >
rr

(r + 1)r+1
. (1.1)

Пусть теперь p = p(n). Рассмотрим неулучшаемые достаточные условия осцил-
ляции решений уравнения с одним постоянным запаздыванием

∆x(n) + p(n)x(n− r) = 0, n ∈ N0. (1.2)
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Известно [6], что уравнение (1.2) является осциллирующим, если

lim
n→∞

p(n) >
rr

(r + 1)r+1
. (1.3)

В работе [7] было показано, что значение коэффициента p(n) в неравенстве (1.3)
можно заменить средним значением на промежутке длины r: уравнение (1.2) яв-
ляется осциллирующим, если pk(n) ≥ 0 и

lim
n→∞

n−1∑
i=n−r

p(i) >

(
r

r + 1

)r+1

.

Для уравнения с несколькими постоянными запаздываниями

∆x(n) +
m∑
k=1

pk(n)x(n− rk) = 0, n ∈ N0. (1.4)

имеет место следующее обобщение последнего результата.

Теорема 3 ([8]). Пусть pk(n) ≥ 0 и

lim
n→∞

m∑
k=1

(
rk + 1

rk

)rk+1 n+rk∑
i=n+1

pk(i) > 1.

Тогда уравнение (1.4) является осциллирующим.

Следствие 1. Пусть pk(n) ≥ 0 и

lim
n→∞

m∑
k=1

n+rk∑
i=n+1

pk(i) >
1

e
. (1.5)

Тогда уравнение (1.4) является осциллирующим.

Теорема 3 и следствие 1 являются дискретными аналогами полученного ра-
нее признака осцилляции решений дифференциального уравнения с несколькими
постоянными запаздываниями [9].

В связи с вышесказанным укажем следующий не привлекший к себе широкого
внимания результат.

Теорема 4 ([10]). Пусть rk ∈ N1 и pk(n) ≥ 0, k = 1,m, и

lim
n→∞

m∑
k=1

(rk + 1)rk+1

rrkk
pk(n) > 1.

Тогда уравнение (1.4) является осциллирующим.
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Выше указано, что в случае m = 1 теорема 4 очевидным образом следует
из теоремы 3. Однако, как будет показано ниже, в общем случае теоремы 3 и 4
независимы.

Рассмотрим обобщения следствия 1 для уравнения (0.4) с несколькими пере-
менными запаздываниями.

Теорема 5 ([11]). Пусть pk(n) ≥ 0, τk(n) ≤ n− 1, τ(n) = max{τk(n) | k = 1,m} и

lim
n→∞

n−1∑
i=τ(n)

m∑
k=1

pk(i) >
1

e
.

Тогда уравнение (0.4) является осциллирующим.

Очевидный недостаток последнего результата состоит в том, что влияние
бо́льших запаздываний на наличие осцилляции не учитывается в полной мере. Для
уравнений (0.4) с большими различиями запаздываний такие признаки осцилля-
ции довольно грубы: в частности, если τk(n) ≡ n для некоторого k, то теорема 5
полностью теряет силу.

Опубликованное в [12] и цитируемое в нескольких последующих работах утвер-
ждение, что при условиях pk(n) ≥ 0, τk(n) ≤ n− 1 и limn→∞

∑m
k=1 pk(n) > 0 нера-

венство

lim
n→∞

m∑
k=1

n−1∑
i=τk(n)

pk(i) >
1

e

влечет осцилляцию всех решений уравнения (0.4), является неверным — см. контр-
пример в [5]. Более того, упомянутые выше результаты из [8] и [9] в некоторых
недавних обзорах цитируются неверно: их авторы не замечают, что если поме-
нять нижний и верхний пределы во внутренней сумме неравенства (1.5) на n− rk
и n − 1 соответственно, то смысл утверждения изменится (хотя в случае m = 1
такая замена, очевидно, допустима).

Обобщение следствия 1 для уравнения с переменными запаздываниями с со-
хранением для каждого коэффициента pk своего множества суммирования имеет
следующий вид.

Теорема 6 ([13]). Положим Ek(n) = {i ≥ n | τk(i) ≤ n− 1}. Пусть

lim
n→∞

m∑
k=1

∑
i∈Ek(n)

pk(i) >
1

e
.

Тогда уравнение (0.4) является осциллирующим.
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2. Новые условия осцилляции

Теоремы 1 и 2 и их обобщения для уравнений с несколькими запаздываниями
естественно назвать интегральными условиями осцилляции: в основном неравен-
стве коэффициенты уравнения суммируются по заданному множеству аргументов.
На этом пути для уравнений (0.3) и (0.4) до недавнего времени были известны
только грубые результаты типа теоремы 5 и ее непрерывных аналогов.

Однако возможен другой подход. Среди известных условий осцилляции реше-
ний уравнения (0.3) особняком стоит следующий результат.

Теорема 7 ([14]). Если pk(t) ≥ 0, τk(t) ≤ t, функции rk(t) = t− τk(t) ограниченны
и

lim
t→+∞

m∑
k=1

pk(t)rk(t) >
1

e
,

то все решения уравнения (0.3) осциллируют.

Это условие осцилляции можно назвать точечным, противопоставляя его ин-
тегральным условиям. Некоторые обобщения такого подхода на уравнения с рас-
пределенным запаздыванием имеются в работе [15].

Докажем дискретный аналог теоремы 7.

Теорема 8. Пусть pk(n) ≥ 0, τk(n) ≤ n−1, функции rk(n) = n−τk(n) ограниченны
и

lim
n→∞

m∑
k=1

pk(n)rk(n) >
1

e
. (2.1)

Тогда все решения уравнения (0.4) осциллируют.

Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены. Тогда найдутся числа n0 ∈
N0 и K > 1

e
, такие что для всех n ∈ Nn0 имеем

m∑
k=1

pk(n)rk(n) ≥ K, n ∈ Nn0 . (2.2)

Предположим, что некоторое решение x = x(n) уравнения (0.4) не осциллирует.
Без ограничения общности положим, что x(n) > 0 для n ∈ Nn0 .

Обозначим ξ(n) = x(n)
x(n+1)

. В силу уравнения (0.4), условия pk(n) ≥ 0 и огра-
ниченности запаздываний можно также без ограничения общности считать, что
ξ(n) ≥ 1 для n ∈ Nn0 .

Покажем, что из сделанного предположения следует, что ξ(n) → +∞ при
n→ ∞, но это свойство функции ξ противоречит условию теоремы. Приведенное
ниже рассуждение является по сути очередной вариацией на тему рассуждения
для дифференциального уравнения (0.1) из статьи [2], которое явилось основой
доказательств многих условий осцилляции.
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Из условия (2.1) получаем, что

lim
n→∞

m∑
k=1

pk(n) = P > 0. (2.3)

По условию теоремы найдется R ∈ N1, такое что rk(n) ≤ R, k = 1,m, n ∈ N0.
Для n ∈ Nn0+R имеем

ξ(n) =

(
1−

m∑
k=1

pk(n)
x(n− rk(n))

x(n)

)−1

≥

(
1−

m∑
k=1

pk(n)

)−1

,

следовательно,
lim
n→∞

ξ(n) ≥ (1− P )−1 > 1.

Зафиксируем числа c > 1 и n1 ∈ Nn0 , такие что для всех n ∈ Nn1 имеем ξ(n) ≥ c.
В силу уравнения (0.4) имеем

1

ξ(n)
= 1−

m∑
k=1

pk(n)ξ(n− rk(n)) · . . . · ξ(n− 1). (2.4)

Следовательно,

ξ(n) ≥

(
1−

m∑
k=1

pk(n)c
rk(n)

)−1

, n ∈ Nn1+R.

Учитывая, что для α ∈ R имеем eα ≥ eα, и условие (2.2), получаем
m∑
k=1

pk(n)c
rk(n) =

m∑
k=1

pk(n)e
ln c·rk(n) ≥ e ln c

m∑
k=1

pk(n)rk(n) ≥ ln c · eK,

откуда
ξ(n) ≥ (1− ln c · eK)−1 ≥ exp (ln c · eK) = ceK , n ∈ Nn1+R.

Таким образом, если ξ(n) ≥ c > 1 для всех n ∈ Nn1 , то ξ(n) ≥ ceK для всех
n ∈ Nn1+R, где K > 1

e
. Очевидно, из этого следует, что для любого N > 0 найдется

такое nN ∈ N0, что ξ(n) ≥ N для всех n ∈ NN .
Но тогда из равенства (2.4) получаем, что

m∑
k=1

pk(n)ξ(n− rk(n)) · . . . · ξ(n− 1) → 1 при n→ ∞,

откуда
m∑
k=1

pk(n) → 0 при n→ ∞,

что противоречит соотношению (2.3), следующему из условий теоремы.
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3. Сравнение подходов и результатов

Покажем, что ни одна из теорем 6 и 8 не является следствием другой, более
того, ни одна из теорем 3 и 4 — сужений теорем 6 и 8 соответственно на случай по-
стоянных запаздываний — не является следствием другой. Для этого рассмотрим
уравнение

∆x(n) + p1(n)x(n− 1) + p2(n)x(n− 2) = 0, n ∈ N0. (3.1)

Пример 1. Положим r1(n) ≡ r1 = 1, r2(n) ≡ r2 = 2,

p1(n) =

{
1
e
, n = 2ν;
1
5e
, n = 2ν + 1;

p2(n) =

{
1

10e
, n = 2ν;

1
2e
, n = 2ν + 1;

ν ∈ N0.

Имеем

lim
n→∞

2∑
k=1

pk(n)rk(n) = min

(
1

e
· 1 + 1

10e
· 2, 1

5e
· 1 + 1

2e
· 2
)

=
6

5e
>

1

e
;

lim
n→∞

2∑
k=1

n+rk∑
i=n+1

pk(n) = min

(
1

e
(10 + 1 + 5),

1

e
(5 + 2 + 1)

)
=

4

5e
<

1

e
.

Таким образом, по теореме 8 уравнение (3.1) является осциллирующим, но теоре-
ма 6 не позволяет установить это.

Пример 2. Положим

p1(n) =


1

10e
, n = 3ν;

1
e
, n = 3ν + 1;
1

10e
, n = 3ν + 2;

p2(n) =


1
e
, n = 3ν;
1

10e
, n = 3ν + 1;

1
10e
, n = 3ν + 2;

ν ∈ N0.

Имеем

lim
n→∞

2∑
k=1

pk(n)rk(n) = min

(
1

10e
+

1

e
· 2, 1

e
+

1

10e
· 2, 1

10e
+

1

10e
· 2
)

=
3

10e
<

1

e
;

lim
n→∞

2∑
k=1

n+rk∑
i=n+1

pk(n) = min

(
1 + 10 + 1

10e
,
10 + 1 + 1

10e
,
1 + 1 + 10

10e

)
=

6

5e
>

1

e
.

Таким образом, по теореме 6 уравнение (3.1) является осциллирующим, но теоре-
ма 8 не позволяет установить это.

Обратим внимание еще на одну идею получения условий осцилляции в тер-
минах параметров уравнения. В работах [16], [17], [18] для интегральных условий
осцилляции уравнений (0.3) и (0.4) в виде не нижнего, как в настоящей работе, а
верхнего предела интеграла или суммы коэффициентов успешно применен итера-
ционный подход: строится последовательность оценок коэффициентов уравнения,
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такая что каждая из оценок уточняет предыдущую; если некоторая итерация дает
справедливое неравенство, то уравнение является осциллирующим. Обзор дости-
жений в этом направлении по отношению к уравнению (0.4) и некоторые новые
результаты см. в работе [19].

В нескольких работах последних трех лет предприняты попытки применить
итерационный подход для получения интегральных условий осцилляции в виде
оценки нижнего предела функции от коэффициентов. Так, в работе [20] пред-
лагается уточнить теорему 2, сделав первый шаг последовательности итераций;
именно, утверждается, что если p(n) ≥ 0, δ(n) = max{τ(i) | i = 0, n} и

lim
n→∞

n−1∑
i=δ(n)

p(i)

δ(n)−1∏
j=τ(j)

1

1− p(j)
>

1

e
,

то уравнение (0.2) является осциллирующим. Следующий пример показывает, что
это утверждение неверно.
Пример 3. Уравнение

∆x(n) +
4

27
x(n− 2) = 0

по критерию (1.1) не является осциллирующим, однако

lim
n→∞

n−1∑
i=n−2

p(i)
n−3∏

j=i−2

1

1− 4/27
=

4

27

((
27

23

)2

+
27

23

)
=

200

529
>

1

e
.

Аналогичная ошибка по отношению к уравнению (0.3) совершена в статье [21]
(последовательность итераций предъявлена полностью). Возможность исправить
ошибку рассмотрена в работе [22]. Ограничимся здесь выводами по отношению
к уравнению (0.4), аналогичными некоторым из выводов, сделанных в [22] для
уравнения (0.3).

Справедливо следующее утверждение. Положим ρ(n) = min{rk(i) | i = 0, n, k =
1,m}. Пусть pk(n) ≥ 0 и

∑m
k=1 pk(n) < 1 для всех n ∈ N0 (если последнее нера-

венство нарушается для сколь угодно больших n, то уравнение (0.4) является
осциллирующим) и

lim
n→∞

n−1∑
i=n−ρ(n)

m∑
k=1

pk(i)
1∏n−ρ(i)−1

l=n−rk(i)
(1−

∑m
k=1 pj(l))

>
1

e
.

Тогда уравнение (0.4) является осциллирующим.
Это первая итерация уточнения теоремы 5, последовательность итераций мо-

жет быть продолжена. Таким образом, итерационный подход к признакам осцил-
ляции в виде оценки нижнего предела в принципе применим. Однако на момент
написания данной работы автору неизвестно, существуют ли уравнения вида (0.4),
для которых применение итерационного уточнения теоремы 5 дает лучшие резуль-
таты, чем применение как теоремы 6, так и теоремы 8.
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