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Аннотация. Дифференциальные уравнения с импульсным воздействием демонстрируют суще-
ственно более сложное поведение решений, чем обыкновенные дифференциальные уравнения.
Эта сложность обусловлена разрывами интегральных кривых в моменты импульсных воздей-
ствий. В докладе изучаются бифуркации интегральных кривых одномерной импульсной систе-
мы, приводящие к рождению или исчезновению периодических решений.
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Введение

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений с импульсным воздей-
ствием (импульсные системы) являются инструментом моделирования разнооб-
разных процессов, параметры которых в определенные моменты времени подвер-
гаются резким изменениям под влиянием кратковременных (импульсных) внеш-
них воздействий. Примеры таких процессов дают различные отрасли науки и
технологии (физика, химия, теория управления, популяционная динамика, био-
технология, промышленная робототехника, экономика и другие). Учитывая пре-
небрежимо малую продолжительность воздействий по сравнению с характерным
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временем эволюции исследуемого процесса, в математической модели допускает-
ся, что параметры процесса изменяются мгновенно. Теория импульсных систем
активно развивается с конца 60-х годов прошлого столетия [1-4]. Будем предпола-
гать, что моменты импульсного воздействия известны заранее, тогда импульсную
систему можно описать в следующем виде [1]

dx

dt
= f(t, x), t ̸= τk, (0.1)

∆x(t) = hk(x(t))− x(t), t = τk, (0.2)

где k ∈ Z, x ∈ Rn, ∆x(t) = x(t+0)−x(t− 0) — разность правого и левого предель-
ных значений функции x(t) в точке t, τk — моменты импульсного воздействия,
τ0 = 0, τk+1 = τk + θk, θk > 0 — заданные вещественные числа,

∑∞
k=0 θk = ∞,∑−∞

k=0 θk = ∞. Решением системы является непрерывная слева (x(t) = x(t − 0))
кусочно-гладкая функция с разрывами первого рода в точках τk, удовлетворяю-
щая уравнениям (0.1)-(0.2) на некотором интервале изменения независимой пе-
ременной t. Начальное условие задачи Коши для импульсной системы (0.1)-(0.2)
имеет вид

x(t0 + 0; t0, x
0) = x0, (0.3)

то есть, начальное значение x0 является правым предельным значением решения
импульсной системы в начальный момент времени t0. Предполагается, что функ-
ции f и hk обеспечивают однозначную разрешимость начальной задачи (0.1)-(0.3).

Система дифференциальных уравнений с импульсным воздействием состоит из
аналоговой составляющей, которая представлена системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (0.1), и дискретной составляющей — условия скачка (0.2),
задающего оператор импульсного воздействия. Поэтому решения импульсной си-
стемы наследуют типичные свойства решений разностных уравнений. По этой при-
чине уже одномерные импульсные системы могут иметь сколь угодно сложную
структуру решений, в частности, предельными множествами траекторий могут
быть не только точки покоя, но и траектории периодических решений.

Рассмотрим одномерную периодическую систему с импульсным воздействием
в фиксированные моменты времени

dx/dt = f(x) = a1x+ a2x
2 + r(x), t ̸= τk,

x(t+ 0) = h(x) = b1x(t) + q(x), t = τk,
(0.4)

где x(t) ∈ R, r(x) = asx
s + o(|x|s), s ≥ 3, q(x) = blx

l + o(|x|l), l ≥ 2 при |x| →
0, последовательность {θk} предполагается периодической периода p ∈ N. Для
сокращения выкладок ограничимся случаем p = 1, т. е., θk = θ > 0.

Положим ρ = b1e
a1θ. Легко видеть, что решения линеаризации системы (0.4) в

нуле
dx

dt
= a1x, t ̸= τk,

x(t+ 0) = b1x(t), t = τk,
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являются ограниченными на всей числовой оси лишь при условии |ρ| = 1, когда
все решения θ-периодические (при ρ = 1) или 2θ-периодические (при ρ = −1).

Будем далее предполагать, что b1 > 0 (тогда ρ > 0) и рассмотрим укороченную
систему

dx

dt
= a1x+ a2x

2, t ̸= τk,

x(t+ 0) = b1x(t), t = τk.
(0.5)

Cразу отметим, что при b1 ̸= 1 система имеет только тривиальное стационарное
решение x = 0. Обозначим через φ(t, ξ) решение начальной задачи для дифферен-
циального уравнения в укороченной импульсной системе, удовлетворяющее усло-
вию φ(0, ξ) = ξ. Тогда

φ(t, ξ) =
a1ξ exp(a1t)

a1 + a2ξ[1− exp(a1t)]
. (0.6)

Отсюда получаем формулу для решения x(t) = x(t; t0, x
0) укороченной импульсной

системы (0.5), удовлетворяющего начальному условию (0.3):

x(t) =
b1x(τk)e

a1(t−τk)

1 + b1x(τk)
a2
a1
(1− ea1(t−τk))

при τk < t ≤ τk+1, k = 1, 2, . . . . (0.7)

Учитывая периодичность системы, мы полагаем, что 0 ≤ t0 < θ, x0 ∈ R. Тогда

x(τ1) = x(θ) = φ(θ − t0, x0) =
x0e

a(θ−t0)

1 + x0
a2
a1
(1− ea1(θ−t0))

. (0.8)

Нашей целью является изучение бифуркаций — условий, при которых про-
исходит качественное изменение структуры решений системы (0.4), в частности,
рождение и исчезновение периодических решений. Сначала мы изучим структу-
ру решений укороченной системы (0.5). Для этого в первом разделе исследуем
свойства последовательностей, удовлетворяющих рекуррентному уравнению, свя-
зывающему значения решений системы (0.5) в соседних моментах импульсного
воздействия. Используя эти свойства, во втором разделе мы опишем структуру
множества всех решений укороченной системы (0.5), в частности, установим на-
личие и тип устойчивости периодических решений. На основании этого анализа
в последующих разделах будут изложены определенные выводы о бифуркациях
решений одномерной импульсной системы (0.4).

1. Свойства решений рекуррентного уравнения

Из (0.7) находим рекуррентное уравнение, связывающее значения решений
укороченной импульсной системы (0.5) в соседних моментах импульсного воздей-
ствия:

x(τk+1) = F (x(τk)) =
Ax(τk)

1 +Bx(τk)
, (1.1)
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где

A = b1e
a1θ > 0, B =

b1a2
a1

(1− ea1θ). (1.2)

Обозначим zk = x(τk). Решение дробно-линейного разностного уравнения (1.1)
нетрудно выписать в явном виде

zk = F k(z0) =
Akz0

1 + B (1 + A+ · · ·+ Ak−1) z0
, (1.3)

где F k = F ◦ F k−1 — k-я степень отображения F , k ∈ N, F 0 = id, id : x 7→ x.
Отметим основные свойства функции F (z), определенной в (1.1):

1) функция определена и непрерывно дифференцируема всюду на R, кроме

полюса z = − 1

B
;

2) монотонно возрастает, т. к. F ′(z) = A/(1 +Bz)2 > 0;

3) отображение F : R → R имеет только одну ненулевую неподвижную точку
ẑ = (A− 1)/B (при A ̸= 1) и при этом F ′(0) = A, F ′(ẑ) = 1/A.

Заметим также, что у k-й степени отображения F при любом k ≥ 2 нет неподвиж-
ных точек, отличных от ẑ.

Пусть для определенности a1 > 0 и a2 < 0. Согласно (1.2) величины A и
B являются положительными. Тогда из формулы (1.3) следует: если z0 > 0, то
zk(z0) > 0 при любом k ∈ N и последовательность {zk(z0)}k≥1 сходится, а именно,

lim
k→∞

zk(z0) =

{
0, если 0 < A ≤ 1;
A−1
B
, если 1 < A.

(1.4)

При z0 < 0 последовательность {zk(z0)}k≥1 является бесконечной, если z0 ̸= A−
0 ,

где

A−
0 =

{
z
(k)
0 =

−1

B(1 + A+ · · ·+ Ak)
, k = 0, 1, . . .

}
.

Очевидно, что при 0 < A < 1 множество A−
0 локализовано на сегменте

[−1/B, (A − 1)/B], а при A ≥ 1 — на сегменте [−1/B, 0]. Подробный анализ, де-
тали которого мы опускаем, показывает, что предел (1.4) существует для любой
последовательности {zk(z0)}k≥1, если z0 /∈ A−

0 .
При z0 ∈ A−

0 последовательность {zk(z0)}k≥1 конечная, но решение {zk(z0)}
разностного уравнения (1.1) неограниченно продолжается влево, т. е. при k → −∞.

Итак, мы убедились, что разностное уравнение (1.1) имеет при A ̸= 1 две

неподвижные точки: z = 0 и z = ẑ =
A− 1

B
, при A→ 1 ẑ → 0 и при A = 1 остается

только нулевая точка покоя. Начало координат z = 0 асимптотически устойчиво
при 0 < A < 1 и неустойчиво при A ≥ 1. Если A ̸= 1, то ненулевая точка покоя
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ẑ разностного уравнения (1.1) неустойчива при 0 < A < 1 и асимптотически
устойчива при 1 < A.

При b1 = 1 одномерная импульсная система (0.5) превращается в одномерную
динамическую систему. Отметим, что при b1 → 1

ẑ =
A− 1

B
=

b1e
a1θ − 1

b1(1− ea1θ)
· a1
a2

→ −a1
a2
,

где x̂ = −a1
a2

— нетривиальное положение равновесия дифференциального уравне-
ния

dx

dt
= a1x+ a2x

2. (1.5)

в системе (0.5). Как легко видеть, при заданном условии a1 > 0, a2 < 0 ну-
левое решение уравнения (1.5) неустойчиво, а ненулевая точка покоя x̂ = −a1

a2
асимптотически устойчива. Таким образом, при b1 → 1 асимптотически устой-
чивая стационарная точка разностного уравнения (1.1) стремится к асимптоти-
чески устойчивому положению равновесия дифференциального уравнения (1.5).
При этом соответствующее асимптотически устойчивое периодическое решение
импульсной системы (0.5) также стремится к точке покоя x̂ = −a1

a2
предельного

дифференциального уравнения.
При других предположениях относительно знаков коэффициентов уравне-

ния (1.5) поведение решений рекуррентного уравнения (1.1) аналогичное.

2. Бифуркации периодических решений укороченной
системы

Пусть a1 > 0 и a2 < 0. В этом случае, как уже отмечено выше, тривиальное
решение x = 0 дифференциального уравнения импульсной системы (0.5) неустой-
чиво, а точка покоя x̂ = −a1/a2 > 0 является асимптотически устойчивой.

Свойства решений рекуррентного уравнения (1.1) определяют поведение ре-
шений импульсной системы (0.5) при t → ∞. При всяком t0 ∈ [0, θ) и x0 > 0
последовательность x(τk; t0, x0) сходится согласно (1.4). Поэтому при 0 < A ≤ 1
limt→∞ x(t; t0, x0) = 0, а при A > 1 решение импульсной системы x(t; t0, x0) экс-
поненциально стремится к положительному кусочно-гладкому θ-периодическому
решению ψ(t), которое при τk < t ≤ τk+1 имеет вид

ψ(t) =
b1
A−1
B

exp[a1(t− τk)]

1 + a2b1(A−1)
a1B

(1− exp[a1(t− τk)])
=

=
(b1 exp(a1θ)− 1) exp[a1(t− τk)]

exp(a1θ)− 1 + (b1 exp(a1θ)− 1)(exp[a1(t− τk)]− 1)
·
(
−a1
a2

)
. (2.1)

Единственное периодическое решение укороченной системы ψ(t) определяет
неподвижная точка ẑ = (A− 1)/B отображения F .
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Пусть теперь x0 < 0, тогда из (0.6) имеем

x(θ) = x(θ; t0, x0) =
a1x0 exp[a1(θ − t0)]

a1 + a2x0(1− exp[a1(θ − t0)])
. (2.2)

Поэтому для любого x0 < 0 значение x(θ) будет отрицательным при достаточно
близком к θ начальном моменте t0. Из (2.2) следует, что при

x0 ≤
a1
a2

· 1

exp[a1(θ − t0)]− 1
< 0

решение x(t) = x(t; t0, x0) системы (0.5) уходит на −∞ при t→ t1 ≤ θ.
При

a1
a2

· 1

exp[a1(θ − t0)]− 1
< x0 < 0

значение x(θ) отрицательное и возможны три сценария поведения последователь-
ности {zk(z0)}k≥1, удовлетворяющей рекуррентному уравнению (1.1) при z0 =
x(θ) < 0: (а) последовательность {zk(z0)}k≥1 конечная; (б) zk(z0) > 0 при k > k0
для некоторого k0 > 0; (в) zk(z0) < 0 при всех k ≥ 0. Тогда нетрудно проверить,
что при реализации первых двух сценариев решение системы (0.5) уходит на −∞
за конечное время. Из (1.3) следует, что последний сценарий реализуется лишь
при 0 < A < 1 и тогда x(t; t0, x0) → 0− 0 при t→ ∞.

Остается добавить, что при 0 < A < 1 укороченная импульсная система (0.5)
имеет неустойчивое отрицательное θ-периодическое решение (2.2).

Результаты проведенного анализа поведения решений укороченной системы
сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Пусть a1 > 0 и a2 < 0. Положим

A = b1e
a1θ > 0, B =

b1a2
a1

(1− ea1θ).

Тогда при A ̸= 1 укороченная система (0.5) имеет единственное периодиче-
ское решение ψ(t). Это решение имеет период θ, определяется начальным усло-

вием ψ(0) =
A− 1

B
и имеет вид (2.2).

При 0 < A < 1 периодическое решение ψ(t) неустойчиво, а при 1 < A все ре-
шения системы (0.5) с положительным начальным значением экспоненциально
стремятся к ψ(t).

При A→ 1 периодическое решение стремится к точке покоя x = 0. При этом
при переходе параметра A через значение 1 происходит бифуркация следующего
типа: неустойчивое отрицательное периодическое решение при A = 1 превра-
щается в неустойчивую точку покоя x = 0, из которой при 1 < A рождается
экспоненциально устойчивое положительное периодическое решение.
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Анализ поведения решений рекуррентного уравнения (1.1) при других соот-
ношениях между знаками коэффициентов a1 ̸= 0, a2 ̸= 0 дифференциального
уравнения (1.5) приводит к аналогичному выводу о бифуркациях единственного
периодического решения укороченной импульсной системы (0.5).

3. Бифуркации периодических решений при нелинейном
импульсном воздействии

Рассмотрим одномерную импульсную систему

dx/dt = a1x+ a2x
2, t ̸= τk,

x(t+ 0) = h(x) = b1x(t) + q(x), t = τk,
(3.1)

где a1 > 0, a2 < 0, q(x) = blx
l + o(|x|l), l ≥ 2 при |x| → 0. Предположим также,

что в достаточно малой δ-окрестности нуля функция q(x) удовлетворяет полино-
миальной оценке:

|q(x)− q(y)| ≤ Const · δl−1|x− y|, x, y ∈ (−δ, δ). (3.2)

Рекуррентное уравнение, связывающее значения решений системы (3.1) в со-
седних моментах импульсного воздействия, имеет вид:

x(τk+1) = F1(x(τk)) = φ(θ, b1x(τk) + q(x(τk))),

где φ(t, x) — решение дифференциального уравнения в импульсной системе (3.1).
Принимая во внимание формулу (0.6), получаем условие периодичности —

уравнение для определения неподвижных точек отображения F1

(b1x+ q(x))ea1θ

1 + (b1x+ q(x))a2
a1
(1− ea1θ)

= x. (3.3)

Покажем, что уравнение (3.3), ненулевые вещественные корни которого опре-
деляют θ-периодические решения импульсной системы (3.1), для всякого доста-
точно малого |ε| > 0 при значении A = b1e

a1θ = 1 + ε имеет вещественный корень
xε и xε → 0, если ε → 0. В самом деле, в наших предположениях уравнение (3.3)
приводится к виду

b1e
a1θ +

q(x)

x
ea1θ = 1 + (b1x+ q(x))

a2
a1

(1− ea1θ) (3.4)

или, с учетом введенных выше обозначений,

ε = Bx− q(x)

x
ea1θ + q(x)

B

b1
. (3.5)

Обозначим P (x) правую часть уравнения (3.5). Заметим, принимая во внимание
оценку (3.2), что функция P (x) при l > 2 монотонно растет в малой окрестности
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нуля (B > 0) и P (0) = 0, поэтому уравнение (3.5) при достаточно малом |ε| имеет
единственное решение xε ∈ R такое, что xε → 0, если ε→ 0.

При l = 2 функция P (x) также монотонна в малой окрестности нуля, если
B − b2e

a1θ ̸= 0.
Если предположить, что B = b1a2

a1
(1 − ea1θ) = b2e

a1θ, что равносильно условию
b1a2(1− ea1θ) = a1b2e

a1θ (заметим, что равенство возможно только при b2 > 0), то
вещественных решений типа xε при всяком достаточно малом ε > 0 будет уже два,
а при ε < 0 таких решений вообще не будет.

Мы доказали, что в системе (3.1) при значении параметра A, близком к кри-
тическому Acr = 1, в окрестности положения равновесия x = 0 имеется θ-
периодическое решение, амплитуда которого стремится к нулю при стремлении
A к 1.

Теперь рассмотрим полную систему (0.4). Обозначим через ζ(t, x) реше-
ние дифференциального уравнения в полной системе, удовлетворяющее условию
ζ(0, x) = x. Ненулевые корни уравнения

ζ(θ, b1x+ q(x)) = x (3.6)

определяют θ-периодические решения полной системы. Воспользуемся результа-
тами исследования системы (3.1) с квадратичной нелинейностью в дифференци-
альном уравнении. Для этого представим последнее уравнение в виде

φ(θ, b1x+ q(x)) = x− u(x), (3.7)

где
u(x) = ζ(θ, b1x+ q(x))− φ(θ, b1x+ q(x)). (3.8)

Предполагая, что A = 1 + ε, получим из (3.3) и (3.7)

(b1x+ q(x))ea1θ

1 + (b1x+ q(x))a2
a1
(1− ea1θ)

= x− u(x).

или

b1e
a1θ +

q(x)

x
ea1θ =

[
1 + (b1x+ q(x))

a2
a1

(1− ea1θ)

](
1− u(x)

x

)
=

= 1− u(x)

x
+

[
Bx+ q(x)

B

b1

](
1− u(x)

x

)
и окончательно

ε = Bx− q(x)

x
ea1θ + q(x)

B

b1
− u(x)

x

[
Bx+ q(x)

B

b1

]
. (3.9)

Для функции u(x) из (3.8) на основании оценки разности решений соответ-
ствующих дифференциальных уравнений при помощи леммы Гронуолла полу-
чим неравенство: |u(x)| ≤ Const|x|s, s ≥ 3 при достаточно малом модуле |x|. Это
неравенство позволяет распространить полученные выше выводы о бифуркациях
периодических решений импульсной системы (3.8) на полную импульсную систе-
му (0.4). Сформулируем основной вывод в виде теоремы
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Теорема 2. Предположим, что периодическая одномерная импульсная систе-
ма (0.4) удовлетворяет условиям

1) a1 > 0, a2 < 0, b1 > 0;

2) r(x) = asx
s + o(|x|s), s ≥ 3, q(x) = blx

l + o(|x|l), l ≥ 2 при |x| → 0;

3) нелинейности r(x) и q(x) удовлетворяют полиномиальной оценке (3.2) в
достаточно малой окрестности нуля.

Тогда при A = b1e
a1θ = 1 в окрестности нулевого решения происходит бифур-

кация периодических решений, а именно:

(I) для всякого достаточно малого ε > 0 при |A−1| = ε в окрестности нулевого
решения имеется θ-периодическое решение ψε(t) и limε→0maxt∈[0,θ] |ψε(t)| =
0;

(II) при A = 1 существует окрестность нулевого решения x = 0, в которой
нет θ-периодических решений.

Отметим, что теорема остается справедливой и при других знаках ненулевых
коэффициентов a1 и a2. В типичном случае при прохождении бифуркационного
параметра A через критическое значение Acr = 1 рождается (умирает) одно θ-
периодическое решение, но их может быть несколько. Если система (0.4) имеет
несколько стационарных решений (точек покоя), то в окрестности каждой точки
покоя будут происходить бифуркации описанного типа при определенных соотно-
шениях параметров.
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