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Аннотация. В работе рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений с
распределенным запаздыванием, при этом коэффициенты в линейных членах являются перио-
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1. Введение

В работе мы будем рассматривать систему нелинейных дифференциальных
уравнений с распределенным запаздыванием:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s)ds+ F (t, y(t)), t > 0, (1.1)

где A(t) — матрица размера n×n с непрерывными T -периодическими элементами,
B(t, ξ) — матрица размера n× n с непрерывными элементами, T -периодическими
по первой переменной, т. е. A(t+T ) ≡ A(t), B(t+T, ξ) ≡ B(t, ξ), F (t, v) — непрерыв-
ная вектор-функция, липшицева по второму аргументу. Вектор-функция F (t, v)
удовлетворяет следующей оценке

∥F (t, v)∥ < q∥v∥1+ε,

где q > 0, ε > 0.
Основной целью работы является исследование асимптотической устойчивости

нулевого решения системы (1.1), робастной устойчивости, нахождение множества
притяжения и получение оценок решений. На основе полученных результатов бу-
дет установлен аналог теоремы Крейна [2] об устойчивости решений системы диф-
ференциальных уравнений с большим параметром следующего вида

d

dt
y(t) = µA(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s)ds+ F (t, y(t)), t > 0, (1.2)

где µ ≫ 1 — параметр, A(t), B(t, ξ), F (t, v) удовлетворяют условиям, указанным
выше. Будем предполагать, что для любого t ∈ [0, T ] спектр матрицы A(t) при-
надлежит левой полуплоскости C− = {λ ∈ C : Reλ < 0}.

При получении результатов будет использоваться модификация функционала
Ляпунова – Красовского, введенного в [4, 5]

V (t, y) = ⟨H(t)y(t), y(t)⟩+
τ∫

0

t∫
t−η

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ dsdη. (1.3)

Автор выражает глубокую благодарность профессору Г.В.Демиденко за вни-
мание и ценные советы.
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2. Устойчивость решений

Рассмотрим для системы (1.1) следующую начальную задачу
d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s)ds+ F (t, y(t)), t > 0,

y(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0],

y(+0) = φ(0),

(2.1)

где φ(t) ∈ C[−τ, 0] — заданная вектор-функция.
Для формулировки утверждения введем следующее обозначение:

V (0, φ) = ⟨H(0)φ(0), φ(0)⟩+
τ∫

0

0∫
−η

⟨K(−s)φ(s), φ(s)⟩ dsdη.

Теорема 1. Пусть существуют гладкая T -периодическая матрица H(t) = H∗(t)
и матрица K(ξ) = K∗(ξ) ∈ C1[0, τ ] такие, что

H(t) > 0, t ∈ [0, T ], K(ξ) > 0,
d

dξ
K(ξ) < 0, ξ ∈ [0, τ ].

Обозначим через p1(t) минимальное собственное число матрицы

P (t) = H− 1
2 (t)

(
− d

dt
H(t)−H(t)A(t)− A∗(t)H(t)− τK(0)

−H(t)

[ t∫
t−τ

B∗(t, t− s)K−1(t− s)B(t, t− s)ds

]
H(t)

)
H− 1

2 (t).

Выберем число k > 0 такое, что

d

dξ
K(ξ) + kK(ξ) ≤ 0, ξ ∈ [0, τ ].

Введем множество

E =

φ(t) ∈ C[−τ, 0] : V (0, φ) <

ε
2

∞∫
0

β(ξ) exp

−ε
2

ξ∫
0

γ(s)ds

 dξ

−2/ε
 ,

где
γ(t) = min {p1(t), k} , β(t) = 2q∥H(t)∥∥H−1(t)∥1+

ε
2 .
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При этом
T∫
0

γ(s)ds > 0. Тогда при любых φ(t) ∈ E решение начальной задачи (2.1)

существует на всей полуоси {t > 0}. При этом справедлива следующая оценка

∥y(t)∥ ≤ ∥H−1(t)∥
1
2 exp

−
t∫

0

γ(s)

2
ds



×

V −ε/2(0, φ)− ε

2

t∫
0

β(ξ) exp

−ε
2

ξ∫
0

γ(s)ds

 dξ

−1/ε

. (2.2)

Здесь и далее используется спектральная норма матрицы.

Доказательство. В силу условий на матрицы A(t), B(t, ξ) и вектор-функцию
F (t, v) начальная задача (2.1) однозначно разрешима. Пусть y(t) — непродолжае-
мое решение начальной задачи (2.1), определенное на промежутке [0, τ ′).

Рассмотрим функционал (1.3) на решении y(t). Дифференцируя V (t, y) по t,
получаем

d

dt
V (t, y) ≡

⟨
d

dt
H(t)y(t), y(t)

⟩

+

⟨
H(t)

A(t)y(t) + t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s)ds+ F (t, y(t))

 , y(t)

⟩

+

⟨
H(t)y(t),

A(t)y(t) + t∫
t−τ

B(t, t− s)y(s)ds+ F (t, y(t))

⟩

+τ ⟨K(0)y(t), y(t)⟩ −
τ∫

0

⟨K(η)y(t− η), y(t− η)⟩ dη

+

τ∫
0

t∫
t−η

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
dsdη.

Учитывая, что
τ∫

0

⟨K(η)y(t− η), y(t− η)⟩ dη =

t∫
t−τ

⟨K(t− s)y(s), y(s)⟩ ds,

производную V (t, y) в силу системы (1.1) можно представить следующим образом

d

dt
V (t, y) ≡ −

t∫
t−τ

⟨
Q(t, s)

(
y(t)
y(s)

)
,

(
y(t)
y(s)

)⟩
ds
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+

τ∫
0

t∫
t−η

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
dsdη + 2Re⟨H(t)y(t), F (t, y(t))⟩,

где

Q(t, s) =

(
− 1
τ

(
d
dt
H(t) +H(t)A(t) + A∗(t)H(t)

)
−K(0) −H(t)B(t, t− s)

−B∗(t, t− s)H(t) K(t− s)

)
.

Пользуясь следующим представлением⟨(
O11 O12

O∗
12 O22

)(
z1
z2

)
,

(
z1
z2

)⟩
= ⟨(O11 −O12O

−1
22 O

∗
12)z1, z1⟩

+⟨O−1
22 (O22z2 +O∗

12z1), (O22z2 +O∗
12z1)⟩

и учитывая, что K(ξ) — положительно определенная матрица, имеем следующее
неравенство

d

dt
V (t, y) ≤ −

⟨
H

1
2 (t)P (t)H

1
2 (t)y(t), y(t)

⟩
+

τ∫
0

t∫
t−η

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
dsdη

+2Re⟨H(t)y(t), F (t, y(t))⟩.

Поскольку p1(t) — минимальное собственное значение матрицы P (t), получаем

d

dt
V (t, y) ≤ −p1(t) ⟨H(t)y(t), y(t)⟩+

τ∫
0

t∫
t−η

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
dsdη

+2Re⟨H(t)y(t), F (t, y(t))⟩.

Из определения вектор-функции F (t, y(t)) следует

d

dt
V (t, y) ≤ −p1(t) ⟨H(t)y(t), y(t)⟩+

τ∫
0

t∫
t−η

⟨
d

dt
K(t− s)y(s), y(s)

⟩
dsdη

+2q∥H(t)∥∥y(t)∥2+ε.

Учитывая определение функций γ(t), β(t), имеет место неравенство

d

dt
V (t, y) ≤ −γ(t)V (t, y) + β(t)V 1+ ε

2 (t, y).

Разделив обе части неравенства на V 1+ ε
2 (t, y), получим

−2

ε

d

dt
V − ε

2 (t, y) + γ(t)V − ε
2 (t, y) ≤ β(t).
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Домножив обе части неравенства на − ε
2
exp

(
− ε

2

t∫
0

γ(s)ds

)
, имеем

d

dt

V − ε
2 (t, y) exp

−ε
2

t∫
0

γ(s)ds

 ≥ −ε
2
β(t) exp

−ε
2

t∫
0

γ(s)ds

.
Это эквивалентно

V − ε
2 (t, y) exp

−ε
2

t∫
0

γ(s)ds

 ≥ V − ε
2 (0, φ)− ε

2

t∫
0

β(ξ) exp

−ε
2

ξ∫
0

γ(s)ds

 dξ.

Если φ(t) ∈ E , то выражение справа всегда будет положительно, следовательно,

V (t, y) ≤ exp

−
t∫

0

γ(s)ds

V − ε
2 (0, φ)− ε

2

t∫
0

β(ξ) exp

−ε
2

ξ∫
0

γ(s)ds

 dξ

− 2
ε

.

В силу определения функционала V (t, y) из (1.3) и положительной определен-
ности матрицы K(ξ), имеем оценку (2.2)

∥y(t)∥ ≤ ∥H−1(t)∥
1
2 exp

−
t∫

0

γ(s)

2
ds



×

V − ε
2 (0, φ)− ε

2

t∫
0

β(ξ) exp

−ε
2

ξ∫
0

γ(s)ds

 dξ

− 1
ε

.

Отметим, что данное неравенство верно при t ∈ (0, τ ′). Поскольку y(t) — решение
(1.1), то из данной оценки следует, что существует y(τ ′) = lim

t→τ ′
y(t). Тогда, поставив

начальную задачу типа (2.1) на отрезке [τ ′ − τ, τ ′]
d

dt
z(t) = A(t)z(t) +

t∫
t−τ

B(t, t− s)z(s)ds, t > τ ′,

z(t) = y(t), t ∈ [τ ′ − τ, τ ′],

z(τ ′ + 0) = y(τ ′),

получим, что решение продолжается, следовательно, решение существует при всех
t > 0. Повторив рассуждения выше, убеждаемся, что оценка (2.2) справедлива при
всех t > 0.

Теорема доказана.
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Заметим, что оценка характеризует экспоненциальное убывание решений на
бесконечности. Следовательно, нулевое решение асимптотически устойчиво.

Рассмотрим вопрос робастной устойчивости системы (1.1). Наряду с систе-
мой (1.1) рассмотрим возмущенную систему

d

dt
y(t) = (A(t) + A1(t))y(t)

+

t∫
t−τ

(B(t, t− s) +B1(t, t− s))y(s)ds+ F (t, y(t)), t > 0, (2.3)

где A1(t) — матрица возмущений с непрерывными T -периодическими элементами,
B1(t, ξ) — матрица возмущений с непрерывными элементами, T -периодическими
по первой переменной, т. е. A1(t+ T ) ≡ A1(t), B1(t+ T, ξ) ≡ B1(t, ξ).

Введем функцию

r(t) = 2∥A1(t)∥
√
ν(H(t)) + ∥H(t)∥

×
t∫

t−τ

∥K−1(t− s)∥
(
2∥B1(t, t− s)∥∥B(t, t− s∥+ ∥B1(t, t− s)∥2

)
ds, (2.4)

где ν(H(t)) = ∥H(t)∥∥H−1(t)∥ — число обусловленности матрицы H(t). Отметим,
что функция r(t) — неотрицательная.

Теорема 2. Пусть для системы (1.1) выполнены условия теоремы 1, и матрицы
возмущений из системы (2.3) такие, что имеет место

T∫
0

r(s)ds <

T∫
0

γ(s)ds, (2.5)

тогда нулевое решение системы (2.3) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Поскольку выполнены условия теоремы 1, то определен функ-
ционал Ляпунова – Красовского (1.3). Рассмотрим этот функционал вдоль ре-
шения возмущенной системы (2.3). По теореме 1 асимптотическая устойчивость
нулевого решения системы (2.3) следует из неравенства

T∫
0

γ̂(s)ds > 0, (2.6)

где γ̂(t) = min {p̂1(t), k} , p̂1(t) — минимальное собственное число матрицы

P̂ (t) = H− 1
2 (t)

(
− d

dt
H(t)−H(t) (A(t) + A1(t))− (A(t) + A1(t))

∗H(t)− τK(0)−H(t)
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×
[ t∫
t−τ

(B(t, t− s) +B1(t, t− s))∗K−1(t− s)

× (B(t, t− s) +B1(t, t− s)) ds

]
H(t)

)
H− 1

2 (t).

Учитывая, что ∥H 1
2 (t)∥ = ∥H(t)∥ 1

2 , несложно проверить, что для матрицы P (t) из
формулировки теоремы 1 и функции r(t) из (2.4) справедливо следующее нера-
венство

P (t) + r(t)I > P̂ (t) > P (t)− r(t)I.

Следовательно,
p1(t) + r(t) > p̂1(t) > p1(t)− r(t). (2.7)

Покажем справедливость неравенства (2.6), тем самым докажем теорему. Перепи-
шем левую часть неравенства (2.6), используя определение функции γ̂(t)

T∫
0

γ̂(s)ds =

T∫
0

min {p̂1(s), k} ds =
T∫

0

1

2
(p̂1(s) + k − |p̂1(s)− k|) ds.

В силу неравенства треугольника имеем

p̂1(t) + k − |p̂1(t)− k| > p̂1(t) + k − |p̂1(t)− p1(t)| − |p1(t)− k|.

Из неравенства (2.7) следует, что

γ̂(t) > γ(t)− r(t).

Следовательно, неравенство (2.6) вытекает из условия (2.5).

3. Аналог теоремы Крейна

Используя достаточные условия асимптотической устойчивости, мы докажем
асимптотическую устойчивость нулевого решения системы вида (1.2). Напомним,
что для любого t ∈ [0, T ] спектр матрицы A(t) принадлежит левой полуплоско-
сти C−.

Отметим, что в литературе имеется ряд результатов об устойчивости решений
для подобных систем обыкновенных дифференциальных уравнений [2] и диффе-
ренциальных уравнений с запаздывающим аргументом [6–8]. Приведем некоторые
из них.

Вначале рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений с
параметром µ > 0

d

dt
y = µA(t)y, t > 0, (3.1)

где A(t) — матрица с непрерывными T -периодическими элементами. Имеет место
следующая теорема Крейна [2].
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Теорема 3. Если для любого t ∈ [0, T ] спектр матрицы A(t) принадлежит левой
полуплоскости C−, то при всех достаточно больших положительных µ нулевое
решение системы (3.1) асимптотически устойчиво.

Подчеркнем, что в теореме Крейна асимптотическая устойчивость решения
системы (3.1) гарантируется только при достаточно больших µ > 0. Это усло-
вие является важным, так как существуют примеры систем вида (3.1), нулевое
решение которых при µ ≈ 0 неустойчиво. Впервые данные примеры были ука-
заны Р. Э.Виноградом (см., например, [1, стр. 124]). Отметим, что в работе [8]
было получено некоторое “пороговое” значение µ0, начиная с которого можно га-
рантировать асимптотическую устойчивость нулевого решения системы (3.1). Для
формулировки соответствующего утверждения нам потребуется ввести некоторые
обозначения.

Поскольку для любого t ∈ [0, T ] спектр матрицы A(t) принадлежит левой по-
луплоскости C−, то по критерию Ляпунова существует решение Ĥ(t) = Ĥ∗(t) > 0
матричного уравнения

ĤA(t) + A∗(t)Ĥ = −I.

Более того, Ĥ(t) ∈ C[0, T ]. Введем следующие обозначения

Hmax = max
t∈[0,T ]

∥Ĥ(t)∥, νmax = max
t∈[0,T ]

ν(Ĥ(t)),

где ν(Ĥ(t)) — число обусловленности матрицы Ĥ(t).
Справедлива следующая теорема [8].

Теорема 4. Пусть для любого t ∈ [0, T ] спектр матрицы A(t) принадлежит
левой полуплоскости C−, число N такое, что выполнено неравенство

max
|t−s|≤ T

N

∥A(t)− A(s)∥ ≤ 1

4Hmax
√
νmax

, (3.2)

и
µ0 =

2NHmax

T
ln νmax,

тогда при всех µ > µ0 нулевое решение системы (3.1) асимптотически устой-
чиво.

Отметим, что существование N , при котором выполнено неравенство (3.2),
обеспечивается непрерывностью элементов матриц A(t), Ĥ(t) и функции ν(Ĥ(t)).
При доказательстве этой теоремы существенно использовался следующий крите-
рий асимптотической устойчивости [3] системы

d

dt
y = A(t)y, (3.3)

где A(t) — непрерывная T -периодическая матрица размера n× n.
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Теорема 5. I. Если нулевое решение системы (3.3) асимптотически устойчиво,
то для любой непрерывной на [0, T ] матрицы C(t) существует единственное
решение L(t) краевой задачи

d

dt
L+ LA(t) + A∗(t)L = −C(t), 0 < t < T,

L(0) = L(T ),

(3.4)

при этом, если
C(t) = C∗(t) > 0, t ∈ [0, T ], (3.5)

то
L(t) = L∗(t) > 0, t ∈ [0, T ].

II. Пусть правая часть C(t) непрерывна на [0, T ] и удовлетворяет условиям (3.5).
Если краевая задача (3.4) имеет эрмитово решение L(t) такое, что L(0) > 0, то
нулевое решение системы (3.3) асимптотически устойчиво.

Для систем (3.1) в силу критерия асимптотической устойчивости при µ > µ0

краевая задача для дифференциального уравнения Ляпунова
d

dt
L+ µLA(t) + µA∗(t)L = −I, 0 < t < T,

L(0) = L(T ) > 0

(3.6)

имеет единственное решение L(t), при этом L(t) = L∗(t) > 0. Причем, как было
показано в [8], имеет место оценка

∥L(t)∥ ≤ 2Hmax (νmax)
N

µ

(
1− (νmax)

N exp

(
− µT

2Hmax

))−1

. (3.7)

Сформулируем и докажем аналог теорем 3, 4 для системы (1.2).

Теорема 6. Пусть число N такое, что выполнено неравенство (3.2) и µ1 > 0 —
корень следующего уравнения

µ

(
1− (νmax)

N exp

(
− µT

2Hmax

))

= 4Hmax (νmax)
N

max
ξ∈[0,T ]

τ

∥∥∥∥
ξ∫

ξ−τ

eξ−sB∗(ξ, ξ − s)B(ξ, ξ − s)ds

∥∥∥∥


1
2

, (3.8)

тогда при всех µ > µ1 нулевое решение системы (1.2) асимптотически устой-
чиво.
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Доказательство. Для того чтобы доказать, что нулевое решение системы (1.2)
асимптотически устойчиво при всех µ > µ1, мы укажем матрицы H(t), K(s), удо-
влетворяющие условиям теоремы 1, и такие, что P (t) > 0. Тогда из теоремы 1
получим требуемое.

Покажем, что уравнение (3.8) однозначно разрешимо. Действительно, в слу-
чае µ > µ0 в левой части стоит произведение двух положительных монотонно
возрастающих функций, которое при µ = µ0 обращается в ноль, а справа стоит
неотрицательная величина. В случае 0 < µ < µ0 левая часть уравнения (3.8) от-
рицательна, а при увеличении µ она неограниченно возрастает. Тогда найдется
единственный корень µ1 уравнения (3.8) и µ1 ≥ µ0.

Заметим, что при µ > µ1 краевая задача (3.6) однозначно разрешима, причем
L(t) = L∗(t) > 0. Возьмем в качестве матрицы H(t) T -периодическое продолжение
решения L(t) краевой задачи (3.6), тогда при µ > µ1 для H(t) справедлива оценка
вида (3.7)

∥H(t)∥ ≤ 2Hmax (νmax)
N

µ

(
1− (νmax)

N exp

(
− µT

2Hmax

))−1

, t ≥ 0. (3.9)

Пусть K(s) = e−s

2τ
I, тогда k = 1 (см. теорему 1). В силу выбора матриц H(t) и

K(s) матрица P (t) из теоремы 1 имеет вид

P (t) = H− 1
2 (t)

1

2
I − 2τH(t)

[ t∫
t−τ

et−sB∗(t, t− s)B(t, t− s)ds

]
H(t)

H− 1
2 (t).

Покажем, что эта матрица положительно определена. Ясно, что для этого доста-
точно показать положительную определенность матрицы

M(t) =
1

2
I − 2τH(t)

[ t∫
t−τ

et−sB∗(t, t− s)B(t, t− s)ds

]
H(t).

Вначале отметим, что справедливо неравенство

M(t) >

1

2
− 2τ∥H(t)∥2

∥∥∥∥
t∫

t−τ

et−sB∗(t, t− s)B(t, t− s)ds

∥∥∥∥
 I,

тогда в силу оценки (3.9) имеем

M(t) ≥

(
1

2
− 2τ

(
2Hmax (νmax)

N

µ

(
1− (νmax)

N exp

(
− µT

2Hmax

))−1
)2

×
∥∥∥∥

t∫
t−τ

et−sB∗(t, t− s)B(t, t− s)ds

∥∥∥∥
)
I.
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Очевидно, из (3.8) следует, что при µ = µ1 матрица справа неотрицательно опре-
делена. Следовательно, при µ > µ1 матрица M(t) является положительно опреде-
ленной. Это влечет за собой положительную определенность матрицы P (t). Тогда,
как отмечалось, минимальное собственное значение p1(t) матрицы P (t) строго по-
ложительно. Из этого вытекает, что

T∫
0

γ(s)ds =

T∫
0

min{p1(s), 1}ds > 0.

В силу теоремы 1 нулевое решение системы (1.2) асимптотически устойчиво при
всех µ > µ1.

Теорема доказана.
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