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Аннотация. В данной части работы получены базовые результаты для изучения структуры ква-
тернионных матриц, удовлетворяющих соотношениям Дирака. Все результаты сформулированы
для комплексных матриц, имеющих специальную, т. н. симплектическую структуру, позволяю-
щую строить по данным матрицам кватернионные при соответствующей процедуре кватернио-
низации. На данном этапе все выкладки проведены исключительно для комплексного случая. В
следующей части предполагается провести кватернионизацию и сформулировать все основные
результаты в кватернионном виде.
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Введение

В данной части работы получены базовые результаты для изучения структуры
кватернионных матриц, удовлетворяющих соотношениям Дирака. Все результаты
сформулированы для комплексных матриц, имеющих специальную, т. н. симплек-
тическую структуру, позволяющую строить по данным матрицам кватернионные
при соответствующей процедуре кватернионизации. На данном этапе удобно про-
водить все выкладки исключительно для комплексного случая. В следующей ча-
сти мы намерены, осуществив кватернионизацию, окончательно сформулировать
все основные результаты в кватернионном виде.

Результаты представленные в данной работе являются новыми; несмотря на
то, что имеется достаточно много работ, посвящённых кватернионному уравнению
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Дирака, исследование матриц, удовлетворяющих антикоммутационным соотноше-
ниям Дирака, насколько нам известно, не проводились.

Обозначения.

Через A∗, A, AT , A∨ будем обозначать соответственно сопряжённую, ком-
плексно сопряжённую, транспонированную и союзную матрицы к матрице A. Че-
рез En будет обозначаться единичная матрица из Mn(C) (нижний индекс в En,
когда это не вызывает недоразумений, будет опускаться).

1. Матрицы Θk

1.1. Матрицы Θk, Θk. Соотношения Дирака.

Рассмотрим матрицы tk ∈M2(C), k ∈ 0, 3 :

t0 :=

[
0 i
−i 0

]
, t1 :=

[
0 i
i 0

]
, t2 :=

[
1 0
0 1

]
, t3 :=

[
i 0
0 −i

]
.

Пусть g = ∥gij∥i,j∈0, 3 — метрический тензор специальной теории относительности:

g00 := 1;

gii := −1, i ∈ 1, 3 ;

gij := 0, i, j ∈ 1, 3, i ̸= j .

Как показывает простая проверка, матрицы tk удовлетворяют соотношениям:

titj + tjti = −2gijE2, i, j ∈ 0, 3 . (1.1)

Матрицы tk связаны с матрицами Паули σk следующим образом:

t0 = −σ2, t1 = iσ1, t3 = iσ3 .

Определим матрицы sk ∈M4(C), k ∈ 0, 3 :

sk :=

[
0 tk

−tk 0

]
.

Из (1.1) и определения матриц sk следуют соотношения

sisj + sjsi = 2gijE4, i, j ∈ 0, 3 . (1.2)

Очевидно,
матрицы sk унитарны (k ∈ 0, 3) , (1.3)
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а матрицы s0sk являются самосопряжёнными (k ∈ 1, 3):

s0s1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 ; s0s2 =


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 ; s0s3 =


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 .
(1.4)

Определим, наконец, матрицы Θk, Θ
k ∈M8(C), k ∈ 0, 3 :

Θk :=

[
0 sk

−sk 0

]
, Θk := iΘk . (1.5)

Из (1.1) и определения матриц Θk следует, что последние удовлетворяют извест-
ным соотношениям

ΘiΘj +ΘjΘi = 2gijE8, i, j ∈ 0, 3 , (1.6)

которые в дальнейшем мы будем называть соотношениями Дирака. Также из
(1.3), (1.4) и определения (1.5) следует, что

матрицы Θk, Θ
k унитарны (k ∈ 0, 3) , (1.7)

матрицы Θ0Θk, Θ
0Θk — самосопряжённые (k ∈ 1, 3) . (1.8)

Из соотношений Дирака и (1.7) непосредственно следуют равенства

(Θk)∗Θ0 = Θ0Θk (k ∈ 0, 3). (1.9)

1.2. Общий вид матриц, коммутирующих и антикоммутирующих с
матрицами Θk.

Рассмотрим отображение φ(n) : M2(C) →M2n(C) (n ∈ N):

φ(n)
(
[ a11 a12a21 a22 ]

)
:=

[
a11En a12En
a21En a22En

]
.

Следующее утверждение тривиально.

Предложение 1. Отображение φ(n) является инъективным гомоморфизмом ли-
нейных алгебр M2(C) и M2n(C), причём для любой матрицы A из M2(C) выпол-
няются соотношения:

φ(n)
(
op(A)

)
= op

(
φ(n)(A)

)
,

где op означает любую унарную операцию из { T , , ∗, ∨}.

Следствие 1. Множество матриц φ(n)
(
M2(C)

)
является линейной подалгеброй

M2n(C), замкнутой относительно операций транспонирования и комплексного
сопряжения (а, следовательно, и просто сопряжения).
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Определим теперь отображения Φ
(n)
± : M2(C) →M4n(C) (n ∈ N):

Φ
(n)
± (A) :=

[
φ(n)(A) 0

0 ±φ(n)(A∨)

]
, A ∈M2(C).

Замечание 1. Для отображения Φ
(n)
+ также справедливы аналоги предложения 1

и следствия 1.
Отметим также, что

Φ
(n)
− (A1)Φ

(n)
− (A2) = Φ

(n)
+ (A1A2) (A1, A2 ∈M2(C)). (1.10)

Лемма 1. Пусть A ∈M2(C).

(a) Матрица t−1
k Atk не зависит от k ∈ 0, 3 тогда и только тогда, когда A —

скалярная матрица.

(b) Матрица t−1
k Atk не зависит от k ∈ 0, 3 тогда и только тогда, когда A —

нулевая матрица.

Доказательство. Пусть A =

[
a11 a12
a21 a22

]
.

(a). Имеем:

t−1
0 At0 =

[
a22 −a21
−a12 a11

]
, t−1

1 At1 =

[
a22 a21
a12 a11

]
,

t−1
2 At2 =

[
a11 a12
a21 a22

]
, t−1

3 At3 =

[
a11 −a12
−a21 a22

]
,

откуда заключаем, что t−1
k Atk не зависит от k тогда и только тогда, когда a11 =

a22, a12 = a21 = 0.
(b). Аналогично,

t−1
0 At0 =

[
−a22 a21
a12 −a11

]
, t−1

1 At1 =

[
−a22 −a21
−a12 −a11

]
,

t−1
2 At2 =

[
a11 a12
a21 a22

]
, t−1

3 At3 =

[
−a11 a12
a21 −a22

]
,

откуда следует, что t−1
k Atk не зависит от k тогда и только тогда, когда a11 = a22 =

a12 = a21 = 0.

Лемма 2. Пусть A ∈M4(C).

(a) Матрица s−1
k Ask не зависит от k ∈ 0, 3 тогда и только тогда, когда A ∈

φ(2)(M2(C)).

(b) Матрица s−1
k Ask не зависит от k ∈ 0, 3 тогда и только тогда, когда A —

нулевая матрица.
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Доказательство. Пусть A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, Aij ∈M2(C) (i, j ∈ 1, 2).

(a). Имеем

s−1
k Ask =

[
t−1
k A22tk −t−1

k A21tk
−t−1

k A12tk t−1
k A11tk

]
, (1.11)

откуда заключаем, что s−1
k Ask не зависит от k тогда и только тогда, когда t−1

k Aijtk
не зависят от k (i, j ∈ 1, 2). Согласно п. (a) леммы 1 это возможно тогда и только
тогда, когда существуют такие комплексные числа aij, что Aij = aijE2 (i, j ∈ 1, 2),
т.е. A = φ(2) ([ a11 a12a21 a22 ]) . При этом, в силу (1.11) и предложения 1

s−1
k Ask = A∨ (k ∈ 0, 3) . (1.12)

(b). Доказывается аналогично с использованием соответствующего пункта лем-
мы 1.

Теорема 1. Матрица P коммутирует (антикоммутирует) со всеми матрица-
ми Θk (а, следовательно, и с Θk) (k ∈ 0, 3) тогда и только тогда, когда P лежит
в Φ

(2)
+

(
M2(C)

)
(в Φ

(2)
−
(
M2(C)

)
).

Доказательство. Пусть

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
, Pij ∈M4(C) (i, j ∈ 1, 2).

Рассмотрим подробно случай коммутирования. Равенство

PΘk = ΘkP (1.13)

эквивалентно системе из четырёх равенств

P11sk = skP22; (1.14)
P22sk = skP11; (1.15)
P12sk = −skP21; (1.16)
P21sk = −skP12. (1.17)

В силу (1.2) s−1
k = gkksk, поэтому справедливы импликации (1.14) ⇒

(1.15), (1.16) ⇒ (1.17). Таким образом, равенство (1.13) эквивалентно двум ра-
венствам

P22 = s−1
k P11sk ; (1.18)

P21 = −s−1
k P12sk . (1.19)

Используя лемму 2, заключаем, что (1.18), (1.19) выполняются тогда и только
тогда, когда P12 = P21 = 0, P11 ∈ φ(2)

(
M2(C)

)
и P22 = P∨

11 (см. (1.12)), т.е. P ∈
Φ

(2)
+

(
M2(C)

)
.

В случае антикоммутирования доказательство схоже с проведённым, при этом,
однако матрицы P11 и P22 будут связаны равенством P22 = −s−1

k P11sk = −P∨
11.
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В дальнейшем (в связи с теоремой 1) отображения Φ
(2)
+ и Φ

(2)
− будем обозначать

соответственно через C и A. Заметим, что по (1.10)

A(A1)A(A2) = C(A1A2) (A1, A2 ∈M2(C)). (1.20)

1.3. Связь между 8–мерными комплексными матрицами,
удовлетворяющими соотношениям Дирака.

Пусть {Θ̂k}k∈0, 3 — некоторые матрицы из M8(C), удовлетворяющие соотноше-
ниям Дирака (1.6). Как известно, любая комплексная линейная алгебра, порож-
дённая четырьмя элементами, удовлетворяющими соотношениям Дирака, облада-
ет единственным (с точностью до эквивалентности) неприводимым комплексным
представлением, размерность которого равна четырём (см. [4, Гл.XX], [2, Гл. I, § 6],
[1, Гл. 7, Дополн. Д]). Данное представление может быть реализовано при помощи
известных матриц Дирака:

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Таким образом, в силу того, что размерность матриц Θ̂k равна восьми, любое
представление четвёрки {Θ̂k}k∈0, 3 раскладывается в прямую сумму двух непри-
водимых четырёхмерных представлений, и, следовательно, существует такая об-
ратимая матрица T из M8(C), что

Θ̂k = T−1ΓkT , (1.21)

где Γk :=

[
γk 0
0 γk

]
. Из (1.21) следует существование обратимой матрицы Λ из

M8(C), сплетающей Θ̂k и Θk (см. (1.5)):

Θ̂k = Λ−1ΘkΛ . (1.22)

Связь между матрицами, сплетающими Θ̂k и Θk, устанавливает следующее
утверждение.

Предложение 2. Любые две обратимые матрицы Λ1 и Λ2, удовлетворяющие
(1.22), связаны равенством

Λ2 = PΛ1 ,

где P — некоторая обратимая матрица из C
(
M2(C)

)
.
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Доказательство. Пусть Θ̂k = Λ−1
1 ΘkΛ1, Θ̂k = Λ−1

2 ΘkΛ2. Отсюда следует равен-
ство Λ2Λ

−1
1 Θk = ΘkΛ2Λ

−1
1 . Таким образом, матрица P := Λ2Λ

−1
1 коммутирует со

всеми матрицами Θk. Доказательство завершается применением теоремы 1.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что справедливо и обратное: если матрица Λ1 удо-
влетворяет (1.22), то для произвольной обратимой матрицы P из C

(
M2(C)

)
мат-

рица Λ2 := PΛ1 также удовлетворяет (1.22).

1.4. О решении одного матричного уравнения.

Рассмотрим уравнение
AA−1 = B (1.23)

с известной матрицей B и искомой матрицей A.

Предложение 3. Произвольное решение A уравнения (1.23) может быть пред-
ставлено в виде A = A0U , где A0 — некоторое фиксированное решение (1.23), а
U — обратимая вещественная матрица.

Доказательство. Очевидно, A = A0U является решением (1.23):

AA−1 = A0UU
−1A−1

0 = A0UU
−1A−1

0 = A0A
−1
0 = B .

Обратно, пусть A0 —некоторое фиксированное решение, и A— также некоторое
решение (1.23). Положим U := A−1

0 A. Тогда

U = A
−1

0 A = (A−1
0 B−1)(BA) = A−1

0 A = U ,

т.е. обратимая матрица U — вещественна, и A = A0U .

Выясним вопрос о существовании унитарных решений уравнения (1.23). Оче-
видно, необходимым условием разрешимости (1.23) (без каких–либо ограничений
на A) является следующее:

B = B−1 . (1.24)

Кроме того, для существования унитарных решений матрица B сама должна быть
унитарной.

Предложение 4. Если унитарная матрица B удовлетворяет (1.24), то суще-
ствует унитарное решение уравнения (1.23). Произвольное такое решение A мо-
жет быть представлено в виде A = A0U , где A0 — некоторое фиксированное
унитарное решение (1.23), а U — ортогональная вещественная матрица. Если
B ∈ Φ

(n)
+

(
M2(C)

)
(n ∈ N), то существует унитарное решение (1.23), лежащее в

Φ
(n)
+

(
M2(C)

)
.
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Доказательство. I. Пусть B = V DV −1 — спектральное представление унитарной
матрицы B с унитарной матрицей V и диагональной D. Как легко проверить,
из унитарности B и условия (1.24) следует, что матрица V −1

V коммутирует с D.
Пусть D — некоторая диагональная матрица, удовлетворяющая условию D−2 = D.
Так как функция f : [0, 2π] → C, f(t) := e−it/2, может быть равномерно прибли-
жена тригонометрическими полиномами, то матрица D может быть приближена
(относительно какой–либо матричной нормы1) полиномами от матрицы D (чуть
ниже эта ситуация будет рассмотрена подробнее), откуда заключаем, что V

−1
V

коммутирует с D, а, следовательно, и с D−1. Положим A0 := VDV −1. Тогда

A0A
−1
0 = VD−1V

−1
VD−1V −1 = V V

−1
VD−2V −1 = V DV −1 = B ,

т.е. A0 — решение (1.23) (заметим, что A0 коммутирует с B).
Далее применяем предложение 3.
II. Пусть B ∈ Φ

(n)
+

(
M2(C)

)
. Покажем, что A0 = VDV −1 лежит в Φ

(n)
+

(
M2(C)

)
.

Имеем разложения

V =

[
V11 V12
V21 V22

]
, D =

[
D1 0
0 D2

]
, D =

[
D1 0
0 D2

]
, Di, Di, Vij ∈M2n(C) (i, j ∈ 1, 2),

и
B =

[
φ(n)(U) 0

0 φ(n)(U∨)

]
, U ∈M2(C),

где Di, Di (i ∈ 1, 2) — диагональные матрицы, а U — унитарная. Тогда равенство
V D = A0V эквивалентно четырём равенствам

V1iDi = φ(n)(U)V1i ;

V2iDi = φ(n)(U∨)V2i (i ∈ 1, 2), (1.25)

Пусть U = V0D0V
−1
0 — спектральное представление U . По предложению 1

φ(n)(U) = φ(n)(V0)φ
(n)(D0)φ

(n)(V0)
−1 ,

φ(n)(U∨) = φ(n)(V0)φ
(n)(D∨

0 )φ
(n)(V0)

−1 .

Положим Vij := φ(n)(V0)
−1Vij (i, j ∈ 1, 2). Тогда равенства (1.25) можно записать

как

V1iDi = φ(n)(D0)V1i ;

V2iDi = φ(n)(D∨
0 )V2i (i ∈ 1, 2). (1.26)

Пусть {pn}n∈N — такая последовательность "полиномов", pn(x) =
∑n

k=−n ckx
k, что

pn(e
it) → e−it/2 (n→ ∞) равномерно по t ∈ [0, 2π]. (1.27)

1Напомним, что в конечномерном линейном пространстве все нормы эквивалентны.
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Далее, пусть

D0 =

[
eit1 0
0 eit2

]
для некоторых t1, t2 ∈ [0, 2π], и положим

D0 :=

[
e−it1/2 0

0 e−it2/2

]
.

Тогда из (1.27) следуют сходимости (относительно любой матричной нормы)

pn(Di) → Di (i ∈ 1, 2), pn(D0) → D0, pn(D
∨
0 ) → D∨

0 (n→ ∞). (1.28)

Из (1.26), (1.28) и предложения 1 следуют равенства

V1iDi = φ(n)(D0)V1i ;

V2iDi = φ(n)(D∨
0 )V2i (i ∈ 1, 2). (1.29)

Положим A0 := V0D0V
−1
0 . Тогда равенства (1.29) эквивалентны равенствам

V1iDi = φ(n)(A0)V1i ;

V2iDi = φ(n)(A∨
0 )V2i (i ∈ 1, 2),

которые, в свою очередь, равносильны одному равенству VD = Φ
(n)
+ (A0)V . Таким

образом, A0 = Φ
(n)
+ (A0).

1.5. Группа Лоренца.

Пусть L — полная группа Лоренца, состоящая из всех вещественных g–
ортогональных матриц Ω = ∥Ωij∥i, j∈0, 3 , т.е. матриц, удовлетворяющих равенству

ΩTgΩ = g . (1.30)

Из (1.30), в частности, следует равенство

Ω2
00 = 1 +

3∑
k=1

Ω2
0k , (1.31)

откуда видно, что для Ω00 существуют две возможности:

Ω00 ≤ −1 или Ω00 ≥ 1.

Если Ω00 ≥ 1, то говорят, что матрица Ω ортохронна (не меняет направления
времени). Совокупность всех ортохронных матриц образует подгруппу группы L,
обозначаемую через L↑

0.
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Совокупность всех ортохронных матриц с определителем 1 образует подгруппу
ортохронной группы, которая называется собственной группой Лоренца и обозна-
чается L↑

+. Ортохронная группа L↑
0 порождается собственной группой L↑

+ и мат-
рицей пространственного отражения s; полная группа Лоренца L порождается
ортохронной группой L↑

0 и матрицей отражения времени t:

s :=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , t :=

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
Как следует из (1.31), для ортохронной матрицы Ω

Ω00 =
(
1 +

3∑
k=1

Ω2
0k

)1/2
. (1.32)

Лемма 3. Пусть Ω — ортохронная матрица, и A :=
∑3

k=0Ω0kΘ
0Θk. Тогда A —

положительная самосопряжённая матрица.

Доказательство. В силу (1.8) и вещественности Ω0k (k ∈ 0, 3) матрица A является
самосопряжённой. Докажем её положительность.

Пусть ∥·∥ — норма в M8(C), порождённая скалярным произведением (·, ·) в C8.
Рассмотрим вспомогательную (самосопряжённую) матрицу Â :=

∑3
k=1Ω0kΘ

0Θk. В
силу антикоммутационных соотношений (1.6)

Â 2 =
( 3∑
k=1

Ω2
0k

)
E8,

следовательно,

∥Â∥ =
( 3∑
k=1

Ω2
0k

)1/2
. (1.33)

Отсюда для произвольного x из C8

(Ax, x) = Ω00(x, x) + (Âx, x) ≥ Ω00(x, x)− ∥Â∥(x, x) = c(x, x),

где c := Ω00 − ∥Â∥. Согласно (1.32) и (1.33) c > 0. Положительность матрицы A
доказана.

1.6. Матрица B.

Рассмотрим матрицу

B :=

[
0 φ(2)

(
[ 0 1
−1 0 ]

)
φ(2)

(
[ 0 1
−1 0 ]

)
0

]
.
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Очевидны следующие соотношения (см. также предложение 1):

B = B, BT = B−1 = −B. (1.34)

При помощи прямой проверки с использованием (1.34) и предложения 1
нетрудно убедиться в справедливости следующих свойств матрицы B.

Предложение 5. Справедливы следующие утверждения.

(a) Матрица B удовлетворяет соотношениям:

BΘ
k
= ΘkB, Θ

k
B = BΘk (k ∈ 0, 3).

(b) Матрица B коммутирует с произвольной матрицей из C(M2(C)) и антиком-
мутирует с произвольной матрицей из A(M2(C)).

2. Лоренц–инвариантность матриц Θk

Здесь мы рассмотрим связь между матрицами Θk и матрицами

Θ̂k :=
4∑
i=0

ΩkiΘ
i, (2.1)

где Ω — матрица из группы Лоренца L.
Из (1.30) и соотношений Дирака для матриц Θk непосредственно следует, что

матрицы Θ̂k также удовлетворяют соотношениям Дирака. Действительно,

Θ̂iΘ̂j + Θ̂jΘ̂i =
∑

k, p∈ 0, 3

ΩikΩjp (Θ
kΘp +ΘpΘk) = 2

∑
k, p∈ 0, 3

ΩikgkpΩjp = 2gijE .

Согласно рассуждениям п. 1.3 существует обратимая матрица Λ из M8(C),
сплетающая Θ̂k и Θk (равенство (1.22)). Как явствует из предложения 2, матрица
Λ задана с точностью до обратимой матрицы P из C

(
M2(C)

)
. Далее будут рас-

смотрены условия, позволяющие выбирать матрицу Λ с точностью до знака, как
и в классической теории матриц Дирака. Вначале рассмотрим вспомогательные
рассуждения. Зафиксируем Ω ∈ L; под Θ̂k далее будем подразумевать матрицы
(2.1), а под Λ — некоторую матрицу, удовлетворяющую (1.22) для данных матриц
Θ̂k.

Лемма 4. Справедливы следующие утверждения.

(a) Если P ∈ C
(
M2(C)

)
, то ΛPΛ−1 ∈ C

(
M2(C)

)
.

(b) Если P ∈ A
(
M2(C)

)
, то ΛPΛ−1 ∈ A

(
M2(C)

)
.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №4



362 Д. Л.ТЫШКЕВИЧ

Доказательство. (a). В силу того, что матрица P коммутирует с матрицами Θk,
то, согласно (2.1), она коммутирует также и с матрицами Θ̂k. Поэтому выполня-
ется следующая цепочка:

ΘkΛPΛ−1 = ΛΘ̂kPΛ−1 = ΛP Θ̂kΛ−1 = ΛPΛ−1Θk.

(b). Доказательство аналогично.

Лемма 5. Пусть R ∈ A
(
M2(C)

)
, а матрица Λ дополнительно удовлетворяет

условиям:
Λ∗ = Θ0Λ−1Θ0, Λ = B−1ΛB, (2.2)

где B — матрица из п. 1.6. Тогда справедливы следующие утверждения.

(a) Если R — вещественная матрица, то и ΛRΛ−1 вещественна.

(b) Если R — симметрическая матрица, то и ΛRΛ−1 симметрична.

(c) Если R — антисимметрическая матрица, то и ΛRΛ−1 антисимметрична.

Доказательство. (a). В силу равенств (2.2), п. (b) предложения 5 и п. (b) леммы 4
получим:

ΛRΛ−1 = ΛRΛ
−1

= B−1ΛBRB−1Λ−1B = −B−1ΛRΛ−1B = B−1BΛRΛ−1 = ΛRΛ−1 .

(b). В силу тех же, что и в п. (a), условий, а также равенств Θ0 = (Θ0)−1 = Θ0,
будем иметь:

(ΛRΛ−1)T = (ΛT )−1RTΛT = (Λ∗)−1RΛ∗ = (Θ0Λ−1Θ0)−1R(Θ0Λ−1Θ0) =

= Θ0 ΛΘ0RΘ0 Λ
−1

Θ0 = Θ0B−1ΛBΘ0RΘ0B−1Λ−1BΘ0 =

= −Θ0B−1ΛBR(Θ0)2B−1Λ−1BΘ0 = Θ0B−1ΛRBB−1Λ−1BΘ0 =

= −Θ0B−1BΛRΛ−1Θ0 = (Θ0)2ΛRΛ−1 = ΛRΛ−1.

(c). Доказывается аналогично п. (b).

Рассмотрим матрицы R− := A
(
[ 1 0
0 −1 ]

)
, R+ := A

(
[ 0 1
−1 0 ]

)
. Под B опять подразу-

мевается матрица из п. 1.6.

Теорема 2. Пусть Ω — ортохронная матрица. Существуют ровно две матрицы
Λ, отличающиеся знаком и удовлетворяющие равенствам

4∑
i=0

ΩkiΘ
i = Λ−1ΘkΛ ; (2.3)

Λ∗ = Θ0Λ−1Θ0 ; (2.4)

Λ = B−1ΛB ; (2.5)
ΛR− = R− Λ ; (2.6)
ΛR+ = R+Λ . (2.7)
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Доказательство.
I. Пусть матрица Λ удовлетворяет (2.3). Покажем, что матрица P := Θ0Λ∗Θ0Λ

коммутирует с матрицами Θk. Заметим, что из (1.9) и (2.1) следуют равенства
Θ0(Θ̂k)∗ = Θ̂kΘ0 (k ∈ 0, 3); поэтому, применяя (2.3), получим цепочку:

PΘk =Θ0Λ∗Θ0ΛΘk = Θ0Λ∗Θ0ΘkΛ = Θ0Λ∗(Θ̂k)∗Θ0Λ =

= Θ0(Θk)∗Λ∗Θ0Λ = ΘkΘ0Λ∗Θ0Λ = ΘkP .
(2.8)

Покажем теперь, что матрица P является положительной. Действительно, со-
гласно (2.8)

Λ∗Λ = Θ0PΛ−1Θ0Λ = PΘ0Λ−1Θ0Λ = PΘ0Θ̂0 . (2.9)

Матрица Θ0Θ̂0 =
∑3

k=0Ω0kΘ
0Θk является положительной согласно лемме 3. По-

ложительность матрицы P следует теперь из условия коммутирования матриц P
и Θ0Θ̂0, равенства (2.9) и положительности Θ0Θ̂0.

Применяя замечание 1 и теорему 1 к матрице P , получим существование такой
положительной матрицы A из M2(C), что P = C(A). При этом, согласно замеча-
нию 1 выполнено равенство P−1/2 = C(A−1/2) (т.е. матрица P−1/2 коммутирует со
всеми Θk). Положим P1 := ΛP−1/2Λ−1 и Λ1 := P1Λ. Согласно лемме 4 матрица P1

коммутирует со всеми Θk, поэтому по предложению 2 матрица Λ1 удовлетворяет
(2.3). Тогда имеем:

Θ0Λ∗
1Θ

0Λ1 = Θ0Λ∗P ∗
1Θ

0P1Λ = Θ0Λ∗(Λ∗)−1P−1/2Λ∗Θ0ΛP−1/2Λ−1Λ

= Θ0P−1/2Λ∗Θ0ΛP−1/2 = Θ0P−1/2P ∗Θ0P−1/2 = E ,

т.е. матрица Λ1 удовлетворяет также и (2.4).
Пусть теперь Λ1 и Λ2 — некоторые матрицы, удовлетворяющие (2.3) и (2.4).

Тогда

(Λ2Λ
−1
1 )∗ = (Λ∗

1)
−1Λ∗

2 = (Θ0Λ−1
1 Θ0)−1(Θ0Λ−1

2 Θ0) = Θ0Λ2Λ
−1
1 Θ0 =

= Θ0(Λ2Λ
−1
1 )−1Θ0 = (Λ2Λ

−1
1 )−1(Θ0)2 = (Λ2Λ

−1
1 )−1 ,

таким образом, матрица Λ2Λ
−1
1 унитарна, что согласно замечанию 1 означает, что

Λ2Λ
−1
1 лежит в C

(
U(2)

)
(U(n) — группа унитарных матриц размерности n).

Обратно, легко проверить, что если матрица Λ удовлетворяет (2.3) и (2.4), то
для произвольной матрицы V из C

(
U(2)

)
матрица V Λ также удовлетворяет (2.3)

и (2.4). Таким образом, показано, что существуют матрицы Λ, удовлетворяющие
(2.3) и (2.4), при этом

Λ1 и Λ2 удовлетворяют (2.3) и (2.4) ⇔
⇔ (Λ1 удовлетворяет (2.3) и (2.4) ) ∧ (∃V ∈ C

(
U(2)

)
Λ2 = V Λ1) .

(2.10)

II. Заметим, что для матрицы Λ, удовлетворяющей (2.3) и (2.4) выполняется
равенство

Λ∗Λ = Θ0Λ−1Θ0Λ = Θ0Θ̂0 . (2.11)
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Рассмотрим матрицу V := BΛBΛ−1. Покажем, что матрица V коммутирует с мат-
рицами Θk. Прежде заметим, что в силу (2.1) и п. (a) предложения 5 справедливы
соотношения

BΘ̂k = Θ̂kB, Θ̂kB = BΘ̂k (k ∈ 0, 3). (2.12)

Применяя (2.3), (2.4), предложение 5 и (2.12), получим:

VΘk = BΛBΛ−1Θk = BΛBΘ̂kΛ−1 = BΛΘ̂kBΛ−1 = BΘkΛBΛ−1 = ΘkBΛBΛ−1 = ΘkV .

Покажем теперь, что V является унитарной матрицей. Действительно, используя
(2.11) и уже указанные свойства B, будем иметь:

V ∗V = (BΛBΛ−1)∗BΛBΛ−1 = (Λ∗)−1B∗Λ∗B∗BΛBΛ−1 = −(Λ∗)−1B(Λ∗Λ)BΛ−1 =

= −(Λ∗)−1BΘ0Θ̂0BΛ−1 = −(Λ∗)−1Θ0B2Θ̂0Λ−1 = (Λ∗)−1(Λ∗Λ)Λ−1 = E .

Согласно предложению 4 существует унитарное решение V1 уравнения
V1V

−1
1 = V , лежащее в C

(
M2(C)

)
, т.е. V1 ∈ C

(
U(2)

)
. Положим Λ1 := iV1Λ. Согласно

(2.10), Λ1 удовлетворяет (2.3) и (2.4). При этом, согласно п. (b) предложения 5

BΛ1BΛ−1
1 = −BV1 ΛBΛ−1V −1

1 = −V1BΛBΛ−1V −1
1 = −V1 V V −1

1 = −E,

откуда, в силу (1.34), следует, что Λ1 удовлетворяет (2.5).
Пусть теперь Λ1 и Λ2 — некоторые матрицы, удовлетворяющие (2.3) — (2.5).

Согласно (2.10) V := Λ2Λ
−1
1 ∈ C

(
U(2)

)
, при этом (см. п. (b) предложения 5)

(Λ2Λ
−1
1 ) = Λ2 (Λ1)

−1 = B−1Λ2BB
−1Λ−1

1 B = B−1Λ2Λ
−1
1 B = B−1BΛ2Λ

−1
1 = Λ2Λ

−1
1 ,

т.е. V ∈ C
(
O(2)

)
(O(n) — группа вещественных ортогональных матриц порядка

n). Нетрудно убедиться и в обратном: если домножить слева матрицу Λ, удовле-
творяющую (2.3) — (2.5), на произвольную матрицу из C

(
O(2)

)
, то полученная

матрица тоже будет удовлетворять (2.3) — (2.5).
Таким образом, мы приходим к заключению: существуют матрицы Λ, удо-

влетворяющие (2.3) — (2.5), при этом

Λ1 и Λ2 удовлетворяют (2.3) — (2.5) ⇔
⇔ (Λ1 удовлетворяет (2.3) — (2.5) ) ∧ (∃V ∈ C

(
O(2)

)
Λ2 = V Λ1) .

(2.13)

III. Отметим следующие факты. Ортогональная группа O(n) состоит из двух
непересекающихся частей: (подгруппы) O+(n), состоящей из матриц с детерми-
нантом 1, и O−(n), состоящей из матриц с детерминантом −1. В связи с этим
очевидны соотношения:

O±(n)O±(n) ⊆ O+(n), O±(n)O∓(n) ⊆ O−(n), O∓(n)O±(n) ⊆ O−(n). (2.14)

В случае n = 2 подгруппа O+(2) состоит из матриц вида

u(t) :=

[
cos t sin t
− sin t cos t

]
,
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а множество O−(2) — из матриц вида[
cos t sin t
sin t − cos t

]
,

[
− cos t sin t
sin t cos t

]
(t ∈ [0, 2π)).

При этом можно непосредственно убедиться в справедливости равенства

C
(
u(t)

)
R− C

(
u(t)

)−1
R− = C

(
u(2t)

)
(t ∈ [0, 2π)). (2.15)

Пусть теперь матрица Λ удовлетворяет (2.3) — (2.5).
В силу п. (b) леммы 4 и леммы 5 заключаем, что ΛR− Λ−1 — симметрическая

матрица из A
(
O(2)

)
, откуда делаем вывод, что

ΛR− Λ−1 ∈ A
(
O−(2)

)
. (2.16)

Из (1.20), (2.14) и (2.16) следует, что

ΛR− Λ−1R− ∈ C
(
O+(2)

)
. (2.17)

Включение (2.17) означает существование такого числа t0 из [0, 2π), что

ΛR− Λ−1R− = C
(
u(t0)

)
. (2.18)

Положим V1 := C
(
u(t0/2)

)
, Λ1 := V1Λ. Матрица Λ1 согласно (2.13) также будет

удовлетворять (2.3) — (2.5), при этом из (2.15), (2.18) и равенства R 2
− = E следует

цепочка

Λ1R− Λ−1
1 R− = V1ΛR− Λ−1V −1

1 R− = V1(ΛR− Λ−1R−)R−V
−1
1 R− =

= (ΛR− Λ−1R−)V1R−V
−1
1 R− = E,

т.е. Λ1 удовлетворяет и равенству (2.6).
Пусть V ∈ C

(
O(2)

)
. Непосредственно проверяется следующее утверждение:

R− V = V R− ⇔ V — одна из матриц ± E8, ±C
(
[ 1 0
0 −1 ]

)
. (2.19)

Из (2.19) немедленно следует утверждение: существуют матрицы Λ, удовле-
творяющие (2.3) — (2.6), при этом

Λ1 и Λ2 удовлетворяют (2.3) — (2.6) ⇔ (Λ1 удовлетворяет (2.3) — (2.6)) ∧

∧
(
Λ2 = V Λ1, где V — одна из матриц ± E8, ±C

(
[ 1 0
0 −1 ]

))
.

(2.20)

IV. Пусть матрица Λ удовлетворяет (2.3) — (2.6).
В силу п. (c) леммы 4 и леммы 5 заключаем, что ΛR+ Λ−1 — антисимметри-

ческая матрица из A
(
O(2)

)
, откуда делаем вывод, что

ΛR+ Λ−1 = ±R+ ,
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т.е. (отметим, что R2
+ = −E)

ΛR+ = ±R+Λ. (2.21)

Непосредственно проверяется, что

матрицы R+ и C
(
[ 1 0
0 −1 ]

)
антикоммутируют. (2.22)

Положим V := C
(
[ 1 0
0 −1 ]

)
и определим Λ1 := Λ, если в формуле (2.21) — знак

"+ и Λ1 := V Λ, если в (2.21) — знак "−". Матрица Λ1 в силу (2.20) также будет
удовлетворять (2.3) — (2.6), при этом в случае "−" согласно (2.22) имеем:

Λ1R+ −R+Λ1 = V ΛR+ −R+V Λ = V ΛR+ −R+V Λ = −(V R+ +R+V )Λ = 0,

т.е. Λ1 удовлетворяет и равенству (2.7).
Пусть теперь Λ1 и Λ2 — некоторые матрицы, удовлетворяющие (2.3) — (2.7). Из

(2.20) и (2.22) немедленно следует, что Λ2Λ
−1
1 = ±E. Доказательство теоремы за-

вершается на том очевидном факте, что если матрица Λ удовлетворяет соотноше-
ниям (2.3) — (2.7), то и противоположная ей матрица также будет удовлетворять
этим соотношениям.

Следствие 2. Пусть Ω — ортохронная матрица. Существуют ровно две мат-
рицы Λ, отличающиеся знаком и удовлетворяющие равенствам

4∑
i=0

ΩkiΘi = Λ−1ΘkΛ ; (2.23)

Λ∗ = −Θ0Λ
−1Θ0 ; (2.24)

Λ = B−1ΛB ; (2.25)
ΛR− = R− Λ ; (2.26)
ΛR+ = R+Λ . (2.27)

Доказательство. Вытекает из теоремы 2 и связи матриц Θk и Θk (см. (1.5)).
При этом в соотношениях (2.23) — (2.27) участвуют те же матрицы Λ, что и в
соотношениях (2.3) — (2.7).

Замечание 3. Из соотношений (2.23) — (2.27) элементарно следует, что множество
всех матриц Λ, удовлетворяющих соотношениям (2.23) — (2.27), когда Ω пробе-
гает ортохронную группу L↑

0 , образует группу, которую обозначим L↑
0. При этом

группа L↑
0 гомоморфна группе L↑

0; пусть χ↑
0 — соответствующий гомоморфизм L↑

0

на L↑
0, тогда ядро гомоморфизма χ↑

0 есть kerχ↑
0 = {−E,E}.
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3. Вид матрицы Λ в случае поворотов и отражений

3.1. Повороты.

Обозначим через Ωαβ(φ) матрицу поворота на угол φ в плоскости xαxβ про-
странства Минковского M (α, β ∈ 0, 3 ; здесь и далее α ̸= β). Когда α, β ∈ 1, 3 —
это обычный поворот на угол φ, в противном случае — гиперболический поворот,
т.е.

Ω12(φ) =


1 0 0 0
0 cosφ sinφ 0
0 − sinφ cosφ 0
0 0 0 1

 , Ω10(φ) =


chφ shφ 0 0
shφ chφ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , и т.д.

Нетрудно видеть, что существует предел lim ε→0
1
ε

(
E − Ωαβ(ε)

)
, который мы

обозначим через Zαβ. Матрица Zαβ называется инфинитезимальной матрицей
поворота в плоскости xαxβ (см. [4, 3]). При этом компоненты матрицы Zαβ выра-
жаются через компоненты метрического тензора g следующим образом:

Zαβ
ij = δiαgjβ − δiβgjα (i, j ∈ 0, 3), (3.1)

откуда непосредственно видно, что Zβα = −Zαβ (формула (3.1) означает следую-
щее: при α < β минорная матрица, стоящая на пересечении строк и столбцов с
номерами α и β в Zαβ имеет вид [ 0 −1

1 0 ] , если α > 0 и
[

0 −1
−1 0

]
, если α = 0; остальные

компоненты матрицы Zαβ — нулевые).

Предложение 6. Матрицы Zαβ удовлетворяют соотношению

3∑
i=0

Zαβ
ki Θi = δkβΘ

−1
α − δkαΘ

−1
β (α, β ∈ 0, 3)

(δij — символ Кронекера).

Доказательство. Непосредственно из определения метрического тензора g и
свойств матриц Θk (Θ−1

k = −gkkΘk) получаем цепочку:

3∑
i=0

Zαβ
ki Θi =

3∑
i=0

(δkαgiβ − δkβgiα)Θi = δkα

3∑
i=0

giβΘi − δkβ

3∑
i=0

giαΘi =

= δkαgββΘβ − δkβgααΘα = δkβΘ
−1
α − δkαΘ

−1
β .

Рассмотрим матрицы

καβ := Θ−1
α Θ−1

β (α, β ∈ 0, 3). (3.2)

Пусть [A,B] := AB −BA — коммутатор матриц A и B.
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Предложение 7. Матрицы καβ удовлетворяют следующим соотношениям (α, β ∈
0, 3):

κβα = −καβ ; (3.3)

(καβ)2 =

{
−E , α, β ∈ 1, 3

E , (α = 0) ∨ (β = 0)
; (3.4)

[
1

2
καβ,Θk] = δkβΘ

−1
α − δkαΘ

−1
β (k ∈ 0, 3) . (3.5)

Доказательство. Равенства (3.3), (3.4) тривиально вытекают из антикоммутаци-
онных соотношений для матриц Θk (см. (1.5), (1.6)). Докажем равенства (3.5).
Из тех же антикоммутационных соотношений и очевидного равенства giigik = δki
получим:

[
1

2
καβ,Θk] =

1

2
(Θ−1

α Θ−1
β Θk −ΘkΘ

−1
α Θ−1

β ) =
1

2
(−gαα)(−gββ)(ΘαΘβΘk −ΘkΘαΘβ) =

=
1

2
gααgββ

(
Θα(−2gβk −ΘkΘβ)−ΘkΘαΘβ

)
=

=
1

2
gααgββ

(
−2gβkΘα − (−2gαk −ΘkΘα)Θβ −ΘkΘαΘβ

)
=

=
1

2
gααgββ (2gαkΘβ − 2gβkΘα) = δkβΘ

−1
α − δkαΘ

−1
β .

Рассмотрим матрицу

Λαβ(φ) :=

{
cos φ

2
E + sin φ

2
καβ , α, β ∈ 1, 3

ch φ
2
E + sh φ

2
καβ , (α = 0) ∨ (β = 0)

(φ ∈ R). (3.6)

Теорема 3. Матрицы Λαβ(φ) обладают следующими свойствами:

функция φ→ Λαβ(φ) непрерывна; (3.7)
Λαβ(0) = E; (3.8)
Λαβ(φ1 + φ2) = Λαβ(φ1)Λ

αβ(φ2) (φ1, φ2 ∈ R); (3.9)

χ↑
0

(
Λαβ(φ)

)
= Ωαβ(φ) (φ ∈ R). (3.10)

Доказательство. Свойство (3.7) и равенство (3.8) очевидны. Равенство (3.9) эле-
ментарно следует из (3.4) и свойств круговых и гиперболических функций.

Соотношение (3.10) также непосредственно проверяется: используются свой-
ства круговых и гиперболических функций, антикоммутационные свойства мат-
риц Θk, а также соотношения между матрицами B, R−, R+ и Θk (заметим, что
(3.10) есть краткое выражение того, что матрица Λαβ(φ) удовлетворяет соотноше-
ниям (2.23) — (2.27) при Ω = Ωαβ(φ), см. замечание 3). Для иллюстрации про-
ведём доказательство равенства (2.23) для частного случая k = α, α ∈ 1, 3 .
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Пусть Θ̂k :=
∑3

i=0Ω
αβ
ki (φ)Θi . Замечая, что Θ−1

i = Θi, Θ−1
i Θ−1

j Θi = −Θj для
i, j ∈ 1, 3 , i ̸= j, получим цепочку:

Λαβ(φ)Θ̂α = (cos
φ

2
E + sin

φ

2
Θ−1
α Θ−1

β )(cosφΘα + sinφΘβ) =

= cos
φ

2
cosφΘα + sin

φ

2
cosφΘ−1

α Θ−1
β Θα + cos

φ

2
sinφΘβ + sin

φ

2
sinφΘ−1

α =

=
(
cos

φ

2
cosφ+ sin

φ

2
sinφ

)
Θα +

(
cos

φ

2
sinφ− sin

φ

2
cosφ

)
Θβ =

= cos
(
φ− φ

2

)
Θα + sin

(
φ− φ

2

)
Θβ = Θα

(
cos

φ

2
E + sin

φ

2
Θ−1
α Θ−1

β

)
= ΘαΛ

αβ(φ) .

Заметим, что при любом φ матрица Λαβ(φ) обратима, и Λαβ(φ)−1 = Λαβ(−φ) в
силу (3.9).

Справедливо и обратное утверждение.

Теорема 4. Если матрицы Λαβ(φ) (φ ∈ R) из M8(C) удовлетворяют (3.7) —
(3.10) теоремы 3, то Λαβ(φ) есть матрица вида (3.6).

Доказательство. Как известно, если отображение φ→ Λαβ(φ) непрерывно и удо-
влетворяет (3.8), (3.9), то оно является аналитическим (см., например, [5, Гл. III,
§ 3]2). Существует инфинитезимальная матрица

Kαβ := lim
ε→0

1

ε

(
Λαβ(ε)− E

)
,

при этом Λαβ(φ) выражается через Kαβ экспоненциально:

Λαβ(φ) = eφK
αβ

. (3.11)

Далее, с точностью до o(ε) запишем:

Ωαβ(ε) ≈ E − εZαβ, Λαβ(ε) ≈ E + εKαβ, Λαβ(ε)−1 ≈ E − εKαβ ,

откуда получим

Λαβ(ε)−1ΘkΛ
αβ(ε) ≈ (E − εKαβ)Θk(E + εKαβ) ≈ Θk − ε[Kαβ,Θk]; (3.12)

3∑
i=0

Ωαβ
ki (ε)Θi ≈

3∑
i=0

(δki − εZαβ
ki )Θi = Θk − ε

3∑
i=0

Zαβ
ki Θi . (3.13)

Сравнивая (3.12) и (3.13), приходим к равенствам

[Kαβ,Θk] =
3∑
i=0

Zαβ
ki Θi (k ∈ 0, 3). (3.14)

2В [5] рассматриваются скалярные функции, однако соответствующие рассуждения легко
могут быть перенесены на матричный случай.
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Из (3.14), предложения 6 и равенств (3.5) предложения 7 следует, что матрица
Kαβ удовлетворяет тем же коммутационным соотношениям, что и матрица 1

2
καβ.

Следовательно, их разность P := Kαβ − 1
2
καβ коммутирует с матрицами Θk.

Далее, равенства (2.24) — (2.26) для Λαβ(ε) дают:

E + ε
(1
2
(καβ)∗ + P ∗) ≈ −Θ0

(
E − ε

(1
2
καβ + P

))
Θ0 ,

E + ε
(1
2
καβ + P

)
≈ B−1

(
E + ε

(1
2
καβ + P

))
B ,(

E + ε
(1
2
(καβ) + P

))
R− ≈ R−

(
E + ε

(1
2
καβ + P

))
,

откуда, в силу равенств (καβ)∗ = −Θ0κ
αβΘ0, καβ = B−1καβB, καβR− = R−κ

αβ,
справедливость которых следует из определения (3.2) и антикоммутационных со-
отношений для матриц Θk, получаем условия на матрицу P (см. п. (a) предложе-
ния 5):

P ∗ = Θ0PΘ0 = Θ2
0P = −P , (3.15)

P = B−1PB = B−1BP = P , (3.16)
PR− = R−P . (3.17)

Теперь используем теорему 1. Из условий (3.15), (3.15) следует равенство P =
C
(
[ 0 r
−r 0 ]

)
для некоторого r ∈ R; но матрица такого вида антикоммутирует с R−

(так как антикоммутируют матрицы [ 0 r
−r 0 ] и [ 1 0

0 −1 ]). Таким образом, P = 0, и

Kαβ =
1

2
καβ . (3.18)

Доказательство теоремы завершается применением равенства (3.4) к равен-
ствам (3.18) и (3.11).

3.2. Отражения s и t.

Из антикоммутационных соотношений для матриц Θk непосредственно выте-
кает следующий результат.

Предложение 8. Справедливы следующие утверждения.

(a) χ↑
0(Θ0) = s;

(b) матрица Λ := Θ1Θ2Θ3 удовлетворяет (2.23) для Ω := t

(т.е. пространственному отражению соответствует матрица Θ0, а отражению вре-
мени — Θ1Θ2Θ3).

Замечание 4. Из предложения 8 следует, что группа L, порождённая группой L↑
0

и матрицей Θ1Θ2Θ3 , гомоморфна полной группе Лоренца L; пусть χ — соответ-
ствующий гомоморфизм L на L, тогда kerχ = {−E,E}.
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Замечание 5. Из теоремы 3 и предложения 8 следует, что группа L содержится
в вещественной линейной оболочке матриц Θk:

L ⊆ LinR{Θk | k ∈ 0, 3} .
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