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Аннотация. В статье разработан метод граничных интегральных уравнений для нахождения
дисперсионных характеристик круглого волновода с глубокой многозаходной винтовой гофри-
ровкой. Изначально трехмерная задача посредством введения косоугольной системы координат,
«раскручивающих» волновод, сведена к спектральной задача для системы одномерных гиперсин-
гулярных граничных интегральных уравнений. Введением дополнительной компоненты задача
регуляризована, но разными способами для разной глубины гофрировки. Развитие современ-
ных электронных СВЧ приборов сопровождается повышением их мощности и эффективности,
расширением частотных диапазонов, использованием новых режимов работы. Электродинами-
ческие системы таких приборов характеризуются наличием сложной геометрии. Определение их
дисперсионных характеристик требует высокой точности расчетов. Оптимизация профилей для
улучшения эффективности приборов приводит к перебору большого количества значений пара-
метров. Поэтому задача поиска математических моделей и численных методов, обеспечивающих
проведение оптимизации, является актуальной. Задачи для волноводов сложного и многозаход-
ного профиля часто решают конечно-разностным методом и методом конечных элементов. Если
заходов винта много, то крутизна профиля возрастает, что резко увеличивает размерность за-
дачи. В статье приведен переход к расчету задачи с одним «зубцом» и неклассическими гранич-
ными условиями. Область при этом становится сильно негладкой, но задача остается доступной
для пользователей метода конечных элементов.
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Abstract. The development of modern electronic microwave devices is accompanied by an increase
in their power and efficiency, the expansion of frequency ranges, the use of new operating modes.
Electrodynamic systems of such devices are characterized by the presence of complex geometry.
Determination of their dispersion characteristics requires high accuracy of calculations. Optimization
of profiles to improve the efficiency of devices leads to a search of a large number of parameter
values. Therefore, the problem of finding mathematical models and numerical methods that provide
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optimization is urgent. The method of boundary integral equations is developed to find the dispersion
characteristics of a circular waveguide with a deep multi-screw screw corrugation. This type of
waveguides is used as a space for interaction of radiation with an electron beam in such devices of
microwave electronics as gyro-TWT. Until recently, first-order perturbation theory based on coupled
wave equations was used to calculate waveguides with screw corrugation. This theory allows a
fairly accurate description of the case of a relatively small corrugation. Restrictions on the depth
of corrugation were studied in papers. The method of finite difference in the time domain (FNDP),
described in detail in the review and used in the work, made it possible to obtain results for a wider
range of problems. The method of boundary integral equations is developed to find the dispersion
characteristics of a circular waveguide with a deep multi-screw screw corrugation. Initially, the three-
dimensional problem, by introducing an oblique-angled coordinate system «unwinding» the waveguide,
is reduced to the spectral problem for a system of one-dimensional hypersingular boundary integral
equations. By introducing an additional component, the problem is regularized, but in different ways
for different depths of corrugation. The intrinsic waves in the helical waveguides are not divided into
waves of magnetic and electric type, as a result of which a solution of the complete vector problem is
required to solve the system of Maxwell equations.
Keywords: optimal control, maximum principle, solid body with flexible rod
MSC 2010: 35K20, 35K59, 35Q60, 78A05, 37L10, 34О12

1. Введение

Развитие современных электронных СВЧ приборов сопровождается повыше-
нием их мощности и эффективности, расширением частотных диапазонов, исполь-
зованием новых режимов работы. Электродинамические системы таких приборов
характеризуются наличием сложной геометрии. Определение их дисперсионных
характеристик требует высокой точности расчетов. Оптимизация профилей для
улучшения эффективности приборов приводит к перебору большого количества
значений параметров. Поэтому задача поиска математических моделей и числен-
ных методов, обеспечивающих проведение оптимизации, является актуальной.

В статье разработан метод граничных интегральных уравнений для нахожде-
ния дисперсионных характеристик круглого волновода с глубокой многозаходной
винтовой гофрировкой. Данный тип волноводов применяется в качестве простран-
ства взаимодействия излучения с электронным пучком в таких приборах СВЧ-
электроники, как гиро-ЛБВ. До недавнего времени для расчетов волноводов с
винтовой гофрировкой использовалась теория возмущений первого порядка, ос-
нованная на уравнениях связанных волн [7]. Данная теория позволяет достаточно
точно описывать случай мелкой гофрировки. Ограничения на глубину гофриров-
ки исследовались в работах [24, 28]. Метод конечных разностей во временной об-
ласти (FNDP), подробно описанный в обзоре [29] и применявшийся в работах [9].
позволил получать результаты для более широкого круга задач.

В [2] дан обзор исследований СВЧ-приборов гиротронного типа с электродина-
мической системой в виде сверхразмерного металлического волновода с винтовой
гофрировкой. При определенных параметрах такая гофрировка радикальным об-
разом изменяет волноводную дисперсию, обеспечивая в широкой полосе частот
почти постоянную по величине групповую скорость нормальной волны при малом
продольном волновом числе.
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Собственные волны в винтовых волноводах не разделяются на волны магнит-
ного и электрического типа, вследствие чего для решения системы уравнений
Максвелла требуется решение полной векторной задачи. «Раскрутка», т. е. пере-
ход к «винтовым» координатам, преобразующим геометрию винтового волновода
к прямой цилиндрической конструкции, давно использовалась механиками в де-
картовой системе координат [8]. Она сводила задачу к исследованию волновода
с тем же поперечным сечением, но с анизотропным диэлектрическим и магнит-
ным заполнением, однородным в продольном направлении. Другими словами, в
уравнении Гельмгольца вместо лапласиана появлялся эллиптический оператор с
зависящими от поперечных координат коэффициентами. В этом случае так же,
как и в изотропном случае, возможен поиск распространяющихся волн методом
граничных интегральных уравнений, но с ядрами, выраженными через функцию
Грина «анизотропного» уравнения. При использовании этой функции происходит
скачок производной по конормали при переходе через граничную поверхность вол-
новода, что меняет смысл производных по направлению нормали и касательной
в граничных условиях для электрического поля. Оказалось возможным получить
и решить слабо некорректную задачу, используя представление полей через соот-
ветствующую функцию Грина и ее нормальную, а не конормальную производную.
В [8] отмечено, что «малые углы закрутки, как и следовало ожидать, слабо влияют
на картину поведения физического поля. С ростом угла закрутки линии уровня
в центральной зоне раздвигаются, что свидетельствует об образовании зон «пла-
то» и больших градиентов». В цилиндрических координатах «раскрутка» была
реализована в [21].

В работе [13] представлен метод расчета дисперсии нормальных волн металли-
ческих волноводов с винтовой гофрировкой внутренней поверхности, основанный
на переходе к новой неортогональной системе координат. Система используемых
базисных функций образует базис Бари [1] и может применяться лишь при неболь-
шой глубине гофрировки.

При представлении полей в волноводе в цилиндрических координатах через
электрический u и магнитный v векторы Герца с единственными отличными от
нуля z-компонентами наиболее перспективным оказалось введение дополнитель-
ной w-компоненты. В работе изначально трехмерная задача посредством введе-
ния косоугольной системы координат, «раскручивающих» волновод, сведена к
спектральной задаче для системы одномерных гиперсингулярных граничных ин-
тегральных уравнений [12]. Это понизило до предела размерность задачи, но, к
сожалению, «перевело» проблему к задаче точного вычисления гиперсингулярных
интегралов. Введением дополнительной w-компоненты задача регуляризована, но
разными способами для разной глубины гофрировки. При малой глубине анали-
тически избавились от «электрической» составляющей электромагнитного поля,
сведя задачу к системе двух уравнений относительно «магнитной» составляющей
и вновь введенной компоненты. Для большой глубины гофрировки регуляриза-
ция достигается естественным путем за счет анизотропии пространства. В систему
граничных интегральных уравнений входят производные по нормали и по каса-
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тельному направлению к граничной поверхности, а разрыв при предельном пере-
ходе в интегральном представлении полей к граничной поверхности, т. е. переход
к интегральным уравнениям второго рода достигается по направлению конорма-
ли. Другими словами, система уравнений становится аналогичной системе с косой
производной относительно конормали, т. е. с операторами Фредгольма 3-го рода.
Увеличение глубины гофрировки требует в граничных интегральных уравнени-
ях перейти от интегрирования по объемлющей окружности к интегрированию по
близкому к поверхности волновода контуру (например, для контура волновода в
поперечном сечении (a + b cos 3φ) интегрирование вести по объемлющему конту-
ру (a + δ + b cos 3φ). Это обусловлено тем, что при аналитическом продолжении
поля до границы минимального объемлющего цилиндра у продолжения возможен
полюс, расположенный между цилиндром и поверхностью волновода.

Задачи для волноводов сложного и многозаходного профиля часто решают
конечно-разностным методом и методом конечных элементов [22, 9]. Если захо-
дов винта много, то крутизна профиля возрастает, что резко увеличивает размер-
ность задачи. В статье приведен переход к расчету задачи с одним «зубцом», но с
неклассическими граничными условиями, примеры которых приведены в [17], [5].
Область при этом становится сильно негладкой, но задача остается доступной для
пользователей метода конечных элементов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим волновод с винтовой гофрировкой. Профиль волновода в цилиндри-
ческих координатах описывается уравнением:

F (r, φ, z) = r−f(φ− 2π

L
z) = 0; f(ξ+2π) = f(ξ); −∞ < z < +∞; 0 ≤ φ < 2π, (2.1)

где функция f(ξ) непрерывно дифференцируемая и периодическая с периодом 2π.
Поля в волноводе удовлетворяют однородным уравнениям Максвелла

E⃗ = ikrot H⃗, H⃗ = −ikrot E⃗, (2.2)

Решение системы уравнений Максвелла в специальных системах координат, для
которых одна из локальных единиц длины ei является функцией только этой ко-
ординаты xi, а отношение остальных локальных единиц длины не зависит от этой
координаты xi, может быть найдено методом Бромвича [6]. При этом для компо-
ненты вектора Герца Πi должно выполняться так называемое уравнение Боргниса,
решение которого находится с точностью до функции только от координаты xi.

В случае цилиндрической симметрии электромагнитное поле выражается через
электрическую u и магнитную v функции Боргниса, что эквивалентно введению
электрического и магнитного векторов Герца с единственными отличными от нуля
z-компонентами:

E⃗ = E⃗e + E⃗m, H⃗ = H⃗e + H⃗m, (2.3)

E⃗e = rot rot
(
u⃗iz
)
, H⃗e = −irot

(
u⃗iz
)
, (2.4)
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E⃗m = irot
(
v⃗iz
)
, H⃗m = rot rot

(
v⃗iz
)
. (2.5)

При этом функции u и v удовлетворяют уравнению Гельмгольца:

∆u+2 u = 0, ∆v +2 v = 0. (2.6)

Кроме того, функции u и v, а, следовательно, и все компоненты электрического и
магнитного полей удовлетворяют условию Флоке:

u, v, Ej, Hj(r, φ+ 2πl/L, z + l) = exp(iπhf )u, v, Ej, Hj(r, φ, z), j = r, ψ, z. (2.7)

Здесь = ω/c — волновое число, ω — круговая частота, c — скорость света, r =
f(φ− 2π

L
z)− 0 — обозначение внутренней поверхности волновода, hf — параметр

Флоке. Полный «оборот» винтовой гофрировки происходит на расстоянии L по
оси z, а периодичность полей с набегом фазы по Флоке — на расстоянии l.

Электрическая и магнитная составляющие электрического поля запишутся в
виде

E⃗e =


Eer =

∂2u

∂r∂z

Eeφ =
1

r

∂2u

∂φ∂z

Eez =2 u+
∂2u

∂z2

, E⃗m =


Emr =

i

r

∂v

∂φ

Emφ = −i∂v
∂r

Emz = 0

. (2.8)

Граничное условие на внутренней поверхности волновода является условием ра-
венства нулю тангенциальной составляющей электрического поля на металличе-
ской поверхности и записывается в форме

E⃗τ

∣∣∣
S
= 0 ,

S = {F ≡ r − f(φ− 2π

L
z) = 0; f(ξ + 2π) = f(ξ); −∞ < z < +∞; 0 ≤ φ < 2π},

Ts : {
2π

L
Eφ +

1

r
Ez}

∣∣∣∣
S

= 0, (2.9)

Tk : {f ′Er + Eφ}|S = 0 . (2.10)

Вектор нормали к поверхности имеет вид

gradF =

(
1, −1

r
f ′,

2π

L
f ′
)
, n⃗ =

1∣∣n∣∣gradF,
∣∣n∣∣ =√1 + (f ′)2

(
1 + (2π/L

)2)
. (2.11)

Вектора

s⃗ =
1∣∣s∣∣
(
0,

2π

rL
, 1

)
,
∣∣s∣∣ =√1 + (2π/L)2,

k⃗ =
1∣∣k∣∣
(
f ′,

1

r
, 0

)
,
∣∣k∣∣ =√1 +

(
f ′
)2
,
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лежат в касательной к поверхности плоскости, но не ортогональны между собой.
Введем новую систему координат [21]:

znew = z, ψ = φ− 2π

L
z. (2.12)

В новой системе координат уравнения Максвелла примут вид

E⃗e =



Eer =
∂2u

∂r∂z
− 2π

L

∂2u

∂r∂ψ

Eeφ =
1

r

∂2u

∂ψ∂z
− 2π

Lr

∂2u

∂ψ2

Eez =2 u+
∂2u

∂z2
− 4π

L

∂2u

∂ψ∂z
+

(
2π

L

)2
∂2u

∂ψ2

, E⃗m =


Emr =

i

r

∂v

∂ψ

Emφ = −i∂v
∂r

Emz = 0

.

(2.13)
Уравнение граничной поверхности примет вид

F (r, ψ, z) = r − f(ψ) = 0 ; f(ξ + 2π) = f(ξ); −∞ < z < +∞; 0 ≤ ψ < 2π, (2.14)

Рис. 1 Условия Флоке в новых координатах.

вектор нормали к поверхности

gradF =

(
1, −1

r
f ′, 0

)
,

ν⃗ =
1∣∣ν∣∣gradF ,

∣∣ν∣∣ =√1 + (f ′)2.

Векторы

s⃗ = (0, 0, 1) , k⃗ =
1∣∣ν∣∣
(
f ′,

1

r
, 0

)
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лежат в касательной к поверхности плоскости и ортогональны между собой в
новой системе координат.
Условия Флоке перейдут в стандартную форму:

u, v, Ej, Hj(r, ψ, z + l) = exp(i2πhf )u, v, Ej, Hj(r, ψ, z) , j = r, ψ, z . (2.15)

Распространяющиеся моды в силу (2.15) являются квазипериодическими функци-
ями координаты z и их можно искать в виде

u = exp
(
i2π(mz + hf )z/l

)
unew,mz , v = exp(i2π(mz + hf )z/l

)
vnew,mz , (2.16)

где unew,m, vnew,m являются функциями только r, ψ. В дальнейшем мы опустим
нижние индексы new,mz у неизвестных функций. Так как 2mz соответствует 2l,
то можно ограничиться mz = 1 или mz = 0.

Введем обозначение

h =
2π

l
(mz + hf ), 0 ≤ hf ≤ 1. (2.17)

Будем исследовать спектральную задачу нахождения дисперсионной кривой
h(), т.е. для каждого значения h будем искать значение , являющееся собствен-
ным значением линейной задачи для системы функций u и v в поперечном сече-
нии волновода. Так как мы будем рассматривать только однородные уравнения
и системы уравнений, то общий у всех компонент поля и неизвестных функций
множитель ei2π(mz+hf )z/l можем опустить.

Выражения для компонент электрического поля примут вид

E⃗e=



Eer= ih
∂u

∂r
− 2π

L

∂2u

∂r∂ψ

Eeφ= i
h

r

∂u

∂ψ
− 2π

Lr

∂2u

∂ψ2

Eez=[2− h2]u− ih
4π

L

∂u

∂ψ
+

(
2π

L

)2
∂2u

∂ψ2

, E⃗m=


Emr=

i

r

∂v

∂ψ

Emφ= −i∂v
∂r

Emz= 0

. (2.18)

Запишем условия равенства нулю тангенциальной составляющей электрического
поля на границе через вновь введенные величины{

2π

L
Eφ+

1

r
Ez

}∣∣∣∣
S

=

([
2−h2

] 1
r
u− ih

2π

Lr

∂u

∂ψ
− i

2π

L

∂v

∂r

)∣∣∣∣
S

= 0. (2.19)

Получили первое граничное условие. Из (2.9) и (2.10) получаем второе граничное
условие:{

Eφ +
f ′

r
Er

}∣∣∣∣
S

=

=

(
i
h

r

∂u

∂ψ
− 2π

Lr

∂2u

∂ψ2
+ if ′h

r

∂u

∂r
− f ′ 2π

Lr

∂2u

∂r∂ψ
+ i

f ′

r2
∂v

∂ψ
− i

∂v

∂r

)∣∣∣∣
S

= 0. (2.20)
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На границе выражение(
f ′∂u

∂r
+
∂u

∂ψ

)
=

(
f ′(ψ)

∂u(f(ψ), ψ)

∂r
+
∂u(f(ψ), ψ)

∂ψ

)
=
du

dψ

является производной по параметру ψ от u(f(ψ), ψ) . Воспользовавшись этим, пе-
репишем выражение (2.20) в виде(

d

dψ

[
ihu− 2π

L

∂u

∂ψ

]
+ ir

[
f ′

r2
∂v

∂ψ
− ∂v

∂r

])∣∣∣∣
S

= 0 . (2.21)

Вторая скобка является фактически производной по нормали от функции v .
В пределе, когда глубина гофрировки стремится к нулю, т.е. f ′(ψ) → 0, f →

const = R0,
d

dψ
→ ∂

∂ψ
, соотношение (2.20) или (2.21) на границе приобретает вид

(
∂

∂ψ

[
ihu− 2π

L

∂u

∂ψ

]
− ir

∂v

∂r

)∣∣∣∣
r=R0

= 0 .

Вместе с (2.19) это дает однородную систему уравнений относительно функций u

и
∂v

∂r
. Общее решение этой системы

u|r=R0
= 0 ,

∂v

∂r
=
∂v

∂ν

∣∣∣∣
r=R0

= 0

совпадает с классическим решением [19]. Вырожденное решение получается, когда
функция u удовлетворяет уравнению

2π

L

∂

∂ψ

[
ihu− 2π

L

∂u

∂ψ

]
−2 u+ ih

[
ihu− 2π

L

∂u

∂ψ

]
= 0 ,

которое имеет периодическое решение на интервале 2π. Это возможно лишь при
целочисленном значении, включая нулевое, величин

α± =
L

2π
(h±). (2.22)

Этот вырожденный случай, сводящийся к появлению степенных по радиальной
координате компонент решения, мы не рассматриваем.

В предположении (2.16) с учетом обозначения (2.17), уравнение Гельмгольца
(2.6) преобразуется к виду

1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
+

(
1

r2
+

(
2π

L

)2
)
∂2u

∂ψ2
− i

4πh

L

∂u

∂ψ
+
(
2 − h2

)
u = 0 . (2.23)

Аналогично получается уравнение относительно v .
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Функции u и v будем задавать в виде граничных потенциалов с помощью
функций Грина уравнения Гельмгольца (2.23). Задачу нахождения дисперсион-
ной кривой сведем к спектральной задаче для системы граничных интегральных
уравнений. Выбор типов потенциалов поясним в дальнейшем.

3. Построение функций Грина

Хорошо известно, что для функции Грина оператора Гельмгольца в полупо-
лосе с условиями Флоке с ростом частоты ω возникают проблемы правильного и
быстрого вычислений. Известно несколько способов ее представления.

1. Пространственное представление — через фундаментальное решение во всем
пространстве с последующим суммированием сдвинутых на период функций.

2. Спектральное представление – через ряд Фурье по угловой координате [19].

3. Преобразование Куммера [20].

4. Lattice sum — через сумму значений некоторой функции в точках решет-
ки. Достигается использованием теоремы суммирования для спецфункций с
целью ускорения суммирования рядов в пространственном представлении.

5. Преобразование Эвальда [23].

6. Интегральное представление [30], которое может быть рассмотрено как ана-
лог применения известного метода спуска.

У каждого из перечисленных представлений есть проблемная область пара-
метров.

Будем пользоваться разными представлениями функций Грина для случаев
мелкой и глубокой гофрировки. Причины, по которым выбирается тот или иной
способ представления будут ясны в процессе их дальнейшего применения.

Для случая мелкой гофрировки найдем функцию Грина G(r, R, ψ, φ) уравне-
ния (2.23) в полуполосе

0 < r, R < +∞; 0 ≤ ψ, φ < 2π , (3.1)

с периодическими по ψ, φ граничными условиями

G(r, R, ψ + 2π, φ) = G(r, R, ψ, φ+ 2π) = G(r, R, ψ, φ) , (3.2)

с условием излучения Зоммерфельда по радиальной координате

∂G

∂r
− i

√
2 − h2G = O

(
1

r1/2

)
при r → ∞ , (3.3)

и условием ограниченности решения в точке r = 0 : | u |<∞.
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Правая часть уравнения для функции Грина имеет вид [3]

f = −2π

r
δ(r −R)δ(ψ − φ) .

Воспользуемся известным разложением дельта-функции:

δ(ψ − φ) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

exp
(
in(ψ − φ)

)
=

1

2π
+

1

π

+∞∑
n=1

cos
(
n(ψ − φ)

)
. (3.4)

Функцию Грина будем искать в виде

G(r, R, ψ, φ) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

Gn(r, R) exp
(
in(ψ − φ)

)
. (3.5)

Для функций Gn(r, R) в этом случае получим уравнение

1

r

∂

∂r
r
∂Gn(r, R)

∂r
− n2

r2
Gn(r,R) +

(
2−
(
2π

L
n−h

)2
)
Gn(r, R)=−1

r
δ(r −R).

Его решение имеет вид

Gn(r, R) =
iπ

2

[
Jn(gnr)H

(1)
n (gnR) , r < R

Jn(gnR)H
(1)
n (gnr) , r > R

]
,

где

g2n =2 −
(
2π

L
n− h

)2

, α− < n < α+. (3.6)

Обозначим

hn =
2π

L

√(
1− Lh

2πn

)2

−
2L2

4π2n2
, h0 =

2π

L
, n < α−, n > α+. (3.7)

Отметим, что при gn = 0

Gn(r, R) =
R

2n

[
(r/R)n , r < R
(R/r)n , r > R

]
.

Функцию Грина запишем в виде

G(r, R, ψ, φ) =
iπ

2

∑
α−<n<α+

[
Jn(gnr)H

(1)
n (gnR) , r < R

Jn(gnR)H
(1)
n (gnr) , r > R

]
exp
(
in(ψ − φ)

)
+

+
∑
α+<n
n<α−

[
Kn

(
R|n|hn

)
In(r|n|hn) , r < R

In
(
R|n|hn

)
Kn(r|n|hn) , r > R

]
exp
(
in(ψ − φ)

)
. (3.8)
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Выделим главную сингулярную часть этой функции, воспользовавшись асимпто-
тическим представлением функций Kν(νz) и Iν(νz) с учетом главной части вели-
чины hn, равной 2π/L, при фиксированном z и ν → ∞ [15]

Iν(νz) ≈
1√
2πν

eνη(z)(
1 + z2

)1/4 , Kν(νz) ≈
√

π

2ν

e−νη(z)(
1 + z2

)1/4 ,
I0(z) ≈

1√
2πz

ez
[
1− 1

8z
+ . . .

]
, K0(z) ≈

√
π

2z
e−z
[
1 +

1

8z
+ . . .

]
.

Введем обозначения

p(s) = e
−
√

1+
(
2πs/L

)2
, q(s) =

2π

L

s

1 +
√
1 +

(
2πs/L

)2 . (3.9)

При предельном переходе на поверхность волновода получаем r = f(ψ), R =
f(φ). Для удобства мы будем продолжать обозначать r и R там, где это не вызы-
вает недоразумений. Мы будем в дальнейшем обозначать

Ian(s|n|) =
1√
2π|n|

1(
1 + (2πs/L)2

)1/4 (q(s)p(s)

)|n|

,

Kan(s|n|) =
√

π

2|n|
1(

1 + (2πs/L)2
)1/4 (p(s)q(s)

)|n|

,

I0(s) =
1√
2πs

es, K0(s) =

√
π

2s
e−s, (3.10)

главные части соответствующих асимптотических разложений функций In(ns) и
Kn(ns), I0(s) и Ko(s). Здесь мы учли, что всюду в последующих выражениях вхо-
дят только произведения Ian(ns) и Kan(s) и поэтому их произведение при поло-
жительных и отрицательных n не меняет знак.

Введем обозначение для функций, заданных на граничной поверхности (см.
(2.11))

|n(ψ)|2=

((
1

r

)2

+

(
2π

L

)2
)
(f ′(ψ))

2
+ 1. (3.11)

Представим функцию Грина в (3.8) в виде суммы нескольких ограниченных функ-
ций и главной сингулярной части

G(r,R, ψ, φ) = G1m(r, R, ψ, φ) +G2m(r, R, ψ, φ) +Gam(r, R, ψ, φ)

=
∑

α−<n<α+

[
iπ
2
Jn(gnr)H

(1)
n (gnR)−Kan

(
R|n |

)
Ian(r|n |), r < R

iπ
2
Jn(gnR)H

(1)
n (gnr)− Ian

(
R|n |

)
Kan(r|n |), r > R

]
exp
(
in(ψ − φ)

)
+
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+
∑
α+<n
n<α−

[
Kn

(
R|n|hn

)
In(r|n|hn)−Kan

(
R|n |

)
Ian(r|n |), r < R

In
(
R|n|hn

)
Kn(r|n|hn)−Ian

(
R|n |

)
Kan(r|n |), r > R

]
exp
(
in(ψ − φ)

)
+

+
n=+∞∑
n=−∞

[
Kan

(
R|n |

)
Ian(r|n |) , r < R

Ian
(
R|n |

)
Kan(r|n |) , r > R

]
exp
(
in(ψ − φ)

)
. (3.12)

Ряд для главной части такого представления сходится и записывается в следую-
щем виде в пределе при φ→ ψ

Gam(r, R, ψ, φ) = − 1

8π

1(
1 + (2πr/L)2

)1/4(
1 + (2πR/L)2

)1/4×
×
[
ln
(
1− cos

(
ψ − φ

))
+ ln 2 |n(ψ)|2

]
В окрестности φ = ψ получаем для производной по радиальной координате

∂Gam(r, R, ψ, φ)

∂r
=

(
1

r2
+

(
2π

L

)2
)

rf ′(ψ)

2 |n(ψ)|2
ctg

(
ψ − φ

2

)
.

Как следует из [4], эта часть не является сильно сингулярной и соответствующий
интеграл считается в смысле главного значения.

Рассмотрим теперь случай глубокой гофрировки. Найдем функцию Грина

G(r, ϱ, ψ, φ) уравнения (2.23) в прямоугольнике

0 < r, ρ < Ra; 0 ≤ ψ, φ < 2π , (3.13)

с периодическими по ψ, φ граничными условиями

G(r, ρ, ψ + 2π, φ) = G(r, ρ, ψ, φ+ 2π) = G(r, ρ, ψ, φ) , (3.14)

с условием
G(r,Ra, ψ, φ) = G(Ra, ρ, ψ, φ) = 0, (3.15)

и условием ограниченности решения в точке r = 0 : | G |<∞.
Функцию Грина аналогично предыдущему случаю будем искать в виде

G(r, ρ, ψ, φ) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

Gn(r, ρ) exp
(
in(ψ − φ)

)
. (3.16)

Для функций Gn(r, ρ) в этом случае получим уравнение

1

r

∂

∂r
r
∂Gn(r, ρ)

∂r
− n2

r2
Gn(r, ρ) +

(
2 −

(
2π

L
n− h

)2
)
Gn(r, ρ) = −1

r
δ(r − ρ).
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Его решение будем искать в виде разложения по полной системе функций краевой
задачи

1

r

∂

∂r
r
∂y(r)

∂r
− n2

r2
y(r) = −λy(r)

с граничным условием
y(Ra) = 0, (3.17)

и условием ограниченности решения в точке r = 0 : | y |<∞.
Собственные функции этой задачи имеют вид

yk = αknJn
(
µknr/Ra

)
.

Здесь µkn — k-ый положительный корень уравнения Jn
(
µkn
)
, а

(
αkn
)2

=
2

R2
a

(
|J ′
n (µ

k
n)|

2 +
(
1− n2/ |µkn|

2
)
J2
n (µ

k
n)
) =

2

R2
aJ

2
n−1(µ

k
n)
.

Собственные значения

λkn =

(
µkn
Ra

)2

.

Для функции Грина окончательно получаем выражение

G (r, ρ, φ, ψ) =
1

2π

+∞∑
n=−∞

+∞∑
k=1

gknJn
(
µknr/Ra

)
Jn
(
µknρ/Ra

)
exp (in(φ− ψ)) , (3.18)

где

gkn =

(
αkn
)2((

µkn
Ra

)2
+
(
2π
L
n− h

)2 −2

) .
Преимущество такого представления состоит в том, что от параметра зависят
только коэффициенты gkn.

Мы воспользовались спектральным представлением, так как с его помощью
удалось получить аналитические значения коэффициентов системы линейных
уравнений для коэффициентов Фурье неизвестных плотностей граничных инте-
гральных уравнений.

4. Постановка задачи о поиске собственных мод винтового
волновода

Для отыскания распространяющихся мод и соответствующих собственных чи-
сел винтового волновода сформулируем задачу для системы граничных интеграль-
ных уравнений. Для этого воспользуемся граничными условиями (2.19) и (2.21).
В соотношение (2.21) входит вторая производная по угловой координате, поэтому
при сведении задачи к системе граничных интегральных уравнений появляются
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гиперсингулярные слагаемые [12]. Введем дополнительную компоненту, выбрав в
качестве ее первую квадратную скобку из (2.21). Это можно сделать, так как она
стоит под знаком полной производной, т.е. дифференцирование идет по грани-
це области. В результате получим следующую систему соотношений на границе
области (

d

dψ
[w]− ir

[
f ′

r2
∂v

∂ψ
− ∂v

∂r

])∣∣∣∣
S

= 0 . (4.1)

w =

(
2π

L

∂u

∂ψ
− ihu

)∣∣∣∣
S

. (4.2)

В (4.1) вторая квадратная скобка является фактически производной по нормали
от функции v .

Рассмотрим функцию

u(r, ψ) =

2π∫
0

α̃(φ)G(r, ψ, f(φ), φ)

√
f(φ)2 +

(
f ′(φ)

)2
dφ ,

Здесь

r

√
1 +

(
f ′/r

)2∣∣∣∣
∂V

dφ =

√
f(φ)2 +

(
f ′(φ)

)2
dφ

элемент поверхности,
G(r, ψ, f(φ), φ)

функция Грина эллиптического оператора (2.23) с главной частью, не являющей-
ся лапласианом. Очевидно, что функция u является решением уравнения (2.23)
внутри волновода. Пусть

a(r, φ) =

√
r2 +

(
f ′
)2(

1 + (2πr/L)2
)2
. (4.3)

Тогда

ν⃗ =
1

a

(
r cosφ+ f ′(1 + (2πr/L)2

)
sinφ, r sinφ− f ′(1 + (2πr/L)2

)
cosφ

)
(4.4)

вектор конормали к поверхности r = f(φ) в декартовых координатах. В цилин-
дрических координатах

ν⃗⊥ =
1

a

(
1, +rf ′(1/r2 + (2π/L)2

))
.

Производная по направлению конормали в точке на поверхности определяется
выражением [14](

∂u(r, ψ)

∂ν

)±

= ∓ α̃(ψ)

2a
(
f(ψ), ψ

) + 2π∫
0

α̃(φ)
∂G(r, ψ, f(φ), φ)

∂ν

√
f(φ)2 +

(
f ′(φ)

)2
dφ .

(4.5)
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Для произвольного направления

(
∂u(r, ψ)

∂l

)±

= ∓ α̃(ψ)

2ãl
(
f(ψ), ψ

) + 2π∫
0

α̃(φ)
∂G(r, ψ, f(φ), φ)

∂l

√
f(φ)2 +

(
f ′(φ)

)2
dφ .

(4.6)
Здесь

ãl
(
f(ψ), ψ

)
= a
(
f(ψ), ψ

)cos(nν)
cos(nl)

, cos(nν) =
r2 +

(
f ′)2(1 + (2πr/L)2

)
a
√(

r2 + (f ′)2
) , (4.7)

cos(nr) =
r√

r2 +
(
f ′
)2 , cos(nψ) = − f ′√

r2 +
(
f ′
)2 . (4.8)

Мы можем воспользоваться тем, что при вычислении производной от граничного
потенциала по радиальному направлению соответствующий косинус угла с норма-
лью к поверхности не обращается в нуль и соответствующее слагаемое в гранич-
ном интегральном уравнении при представлении его потенциалом простого слоя
будет «второго рода». С производной ∂u

∂φ
по угловой координате можно поступить

следующим образом, добавив и вычитая слагаемое f ′ ∂u
∂r

мы получаем полную про-
изводную по угловой координате минус слагаемое с производной по радиальной
координате du

dφ
− f ′ ∂u

∂r
. Для упрощения выкладок обозначим

al =
1

2ãl

√
r2 +

(
f ′
)2 .

Тогда производная по направлению запишется в виде

(
∂u(r, ψ)

∂l

)±

= ∓alα(ψ) +
2π∫
0

α(φ)
∂G

∂l
dφ . (4.9)

Производные по конормали и кокасательная производная имеют вид

∂G(r, ψ)

∂ν
=

1

a

[
∂G

∂r
+

1

r

∂G

∂ψ

(
rf ′(1/r2 + (2π/L)2

))]
,

∂G(r, ψ)

∂ν⊥
=

1

a

[
−∂G
∂r

(
rf ′(1/r2 + (2π/L)2

))
+

1

r

∂G

∂ψ

]
.

Рассмотрим функции

u(r, ψ) =

2π∫
0

α(φ)G(r, ψ, f(φ), φ, )dφ ,
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v(r, ψ) =

2π∫
0

β(φ)
∂G(r, ψ, f(φ), φ)

∂n
dφ , (4.10)

w(r, ψ) =

2π∫
0

γ(φ)
∂G(r, ψ, f(φ), φ)

∂n
dφ .

Здесь G(r, ψ, ρ, φ, ) — функция Грина оператора (2.23) с соответствующи-
ми глубине гофрировки граничными условиями. Элемент поверхности dS =√
f 2 + (f ′)2dφ. Можно считать, что соответствующий множитель в дальнейшем

присоединен к неизвестным весам α, β, γ. Тогда каждая из них удовлетворя-
ет уравнению (2.23). Для нахождения неизвестных плотностей α(φ), β(φ), γ(φ)
воспользуемся граничными условиями (4.1) и дополнительно введенным соотно-
шением (4.2).
Так как выражения (4.10) являются выражениями типа потенциала простого и
двойного слоя, то в результате получаем систему граничных интегральных урав-
нений

anγ(ψ) +

2π∫
0

γ(φ)
∂G(φ)

∂n
dφ− 2π

L

d

dψ

 2π∫
0

α(φ)G(φ)dφ

+

+
2π

L
f ′

arα(ψ) + 2π∫
0

α(φ)
∂G(φ)

∂r
dφ

+ ih

2π∫
0

α(φ)G(φ)dφ = 0, (4.11)

h

anγ(ψ) + 2π∫
0

γ(φ)
∂G(φ)

∂n
dφ

− 2π

L
r

arβ(ψ) + 2π∫
0

β(φ)
∂G(φ)

∂r
dφ

−

−i2
2π∫
0

α(φ)G(φ)dφ = 0, (4.12)

d

dψ

anγ(ψ) + 2π∫
0

γ(φ)
∂G(φ)

∂n
dφ

− ir

anβ(ψ) + 2π∫
0

β(φ)
∂G(φ)

∂n
dφ

 = 0. (4.13)

Допустим, что мы нашли нетривиальное решение системы (4.11)-(4.13). Это зна-
чит, что на границе области выполнено соотношение (4.2), но из него не следует
выполнение этого же соотношения внутри области. Зная w внутри области, нельзя
однозначно найти u, проинтегрировав это соотношение по ψ при фиксированном r.
При малом r должно найтись периодическое решение, а при интегрировании меж-
ду точками граничной поверхности должны быть удовлетворены два граничных
условия. Тем не менее, уравнению (2.23) удовлетворяет не только функция u(r, ψ),

но и
2π

L

∂u

∂ψ
− ihu . В силу (4.2) граничные значения w(r, ψ) из (4.10) и функции
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2π

L

∂u

∂ψ
− ihu совпадают. Если область, ограниченная кривой (2.14), не является

резонансной областью задачи Дирихле для оператора (2.23), то в силу единствен-
ности решения задачи Дирихле из того, что совпадают граничные значения этих
(практически гармонических) функций, следует, что совпадают и сами функции
на всей области. А это значит, что выполняются граничные условия (2.19) и (2.21).

Соотношения можно интегрировать по угловой координате в представлении в
виде ряда Фурье, учитывая периодичность получаемой первообразной, что требу-
ет отдельного рассмотрения вхождение среднего значения, т.е нулевой гармоники.
Соответствующий множитель элемента поверхности dS =

√
f 2 + (f ′)2dφ в даль-

нейшем присоединим и к функции a(r, φ).

5. Случай мелкой гофрировки

Предположим, что мы можем продолжить функцию

v(r, ψ) =

2π∫
0

β(φ)G(r, ψ, f(φ), φ, )dφ ,

где в качестве функции Грина используется представление (3.8), за границу рас-
четной области, задаваемой кривой r = f(φ), до некоторого минимального объем-
лющего круга. Тогда интегрирование можно вести по границе круга — окружности
фиксированного радиуса. Если функцию β(φ) представить в виде соответствую-
щего ряда Фурье

β(φ) =
+∞∑

n=−∞

c̃vne
inφ,

то на границе винтовой поверхности функция v(r, ψ) также может быть представ-
лена в виде ряда Фурье, а также в виде функционального ряда с коэффициентами
Фурье функции β(φ). Для простоты ограничимся случаем f(φ) = a+ b sinmφ

v =
+∞∑

k=−∞

vke
ikφ =

+∞∑
n=−∞

cvnZn (n(a+ b sinmφ)) einφ, (5.1)

cvn отличается от c̃vn лишь множителем, зависящим от радиуса окружности R, по
которой велось интегрирование. Здесь Zn — обобщенное обозначение соответству-
ющей функции Jn или In. Это представление получается в результате подстановки
соответствующего разложения в ряд Фурье функции β(φ) в интегральное пред-
ставление функции v (4.10), интегрирования по границе объемлющего круга и
переходе на границу исходной поверхности. Разложим функции Бесселя, завися-
щие от sinmφ и являющимися периодическими функциями с периодом 2π/m в
ряд Фурье с периодом 2π. Тогда

Jn (n(a+ b sinmφ)) =
+∞∑
j=−∞

dn,mje
imjφ, (5.2)
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где

dn,mj =
m

2π

2π/m∫
0

Jn (n(a+ b sinmφ)) e−imjφdφ =
1

2π

2π∫
0

Jn (n(a+ b sinφ)) e−ijφdφ.

Обозначим

d±n,k =
1

2π

2π∫
0

Jn±1 (n(a+ b sinmφ)) e−ikφ dφ,

In (n(a+ b sinmφ)) =
+∞∑
j=−∞

dn,mje
imjφ.

Тогда

v =
+∞∑

n=−∞

cvnZn (n(a+ b sinmφ))Z∗
n (nR) e

inφ.

Здесь Zn в зависимости от знака n либо Jn либо In,

Z∗
n (nR) =

{
iπ
2
H

(1)
n (nR)

2
n > 0,

Kn(nR)
2
n < 0.

Окончательно получаем

v =
+∞∑

n=−∞

(
+∞∑
j=−∞

cvndn,mjZ
∗
n (nR) e

imjφ

)
einφ.

Естественно, в дальнейшем мы будем вместо индекса n использовать конструк-
цию

jmn = jm +mn, jm = 0, . . . , m− 1, n ∈ Zn. (5.3)

и будем указывать, что аргумент у функции Zn зависит от n.

v =
m−1∑
jm=0

+∞∑
n=−∞

(
+∞∑
j=−∞

cvjmndjmn,mj(jmn)Z
∗
jmn (jmnR)

)
eim(j+n)φeijmφ.

Введем вместо j новый индекс суммирования k = j + n, а затем сменим порядок
суммирования:

v =
m−1∑
jm=0

+∞∑
k=−∞

(
+∞∑

n=−∞

cvjmndjmn,m(k−n)(jmn)Z
∗
jmn (jmnR)

)
eimkφeijmφ =

=
m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑

k=−∞

vjm,ke
imkφ, (5.4)
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vjm,k =
+∞∑

n=−∞

cvjmndjmn,m(k−n)(jmn)Z
∗
jmn (jmnR) (5.5)

∂v

∂φ
=

m−1∑
jm=0

+∞∑
k=−∞

(
+∞∑

n=−∞

ijmncvjmndjmn,m(k−n)(jmn)Z
∗
jmn (jmnR)

)
eimkφeijmφ =

=
m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑

k=−∞

v−jm,mke
imkφ, (5.6)

v−jm,mk =
+∞∑

n=−∞

ijmncvjmndjmn,m(k−n)(jmn)Z
∗
jmn (jmnR) . (5.7)

Введем обозначение

αz =

{
−1, при Z = J,
1, при Z = I,

∂v

∂r
=

+∞∑
k=−∞

v+k e
ikφ =

+∞∑
n=−∞

cvnn
dZn
dr

(n(a+ b sinmφ)) einφ,

∂v

∂r
=

m−1∑
jm=0

+∞∑
k=−∞

(
+∞∑
n=−∞

jmn

2

[
d−jmn,m(k−n)(jmn)Z

∗
jmn (jmnR)+

+αzd
+
jmn,m(k−n)(jmn)Z

∗
jmn (jmnR)

]
cvjmn

)
eimkφeijmφ =

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑

k=−∞

v+jm,mke
imkφ,

v+jm,k =
+∞∑

n=−∞

jmn

2

[
d−jmn,m(k−n)(jmn)Z

∗
jmn (jmnR)+

+ αzd
+
jmn,m(k−n)(jmn)Z

∗
jmn (jmnR)

]
cvjmn . (5.8)

Теперь вычислим коэффициенты dn,mk

Jn(an + bn sinmφ) =
1

2π

π∫
−π

ei(an+bn sinmφ) sinϑeinϑdϑ =

=
1

2π

π∫
−π

(
+∞∑
p=−∞

Jp(an)e
ipϑ

)(
+∞∑

k=−∞

Jk(bn sinϑ)e
ikmφ

)
einϑdϑ =

=
1

2π

+∞∑
k=−∞


+∞∑
p=−∞

Jp(an)

π∫
−π

Jk(bn sinϑ)e
i(p+n)ϑdϑ

 eimkφ.
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Мы получили, что в разложении отличны от нуля только коэффициенты с номе-
рами, кратными m, т.е. числу заходов винта.
π∫

−π

Jk(bn sinϑ)e
i(p+n)ϑdϑ =

π∫
0

Jk(bn sinϑ)e
i(p+n)ϑdϑ+ (−1)k

π∫
0

Jk(bn sinϑ)e
−i(p+n)ϑdϑ =

= πJ(k−p−n)/2(bn/2)J(k+p+n)/2(bn/2)
(
eiπ(p+n)/2 + (−1)ke−iπ(p+n)/2

)
.

Jn,mk(an + bn sinmφ)dn,mk =
1

2π

π∫
0

Jk(an + bn sinmφ)e
−imkφdφ =

=
1

4π

+∞∑
p=−∞

Jp(an)J(k−p−n)/2(bn/2)J(k+p+n)/2(bn/2)
(
eiπ(p+n)/2 + (−1)ke−iπ(p+n)/2

)
=

=
1

4π

+∞∑
p=−∞

Jp−n(an)J(k−p)/2(bn/2)J(k+p)/2(bn/2)
(
eiπp/2 + (−1)ke−iπp/2

)
.

Так как полученное выражение отлично от нуля только при четном k − p = 2s и
k + p = 2(s+ p), то можно ввести новый индекс суммирования s

1

2π

−π∫
π

Jk(bn sin θ)e
i(p+n)θdθ =

1

2π

+∞∑
s=−∞

ik−2sJk−n−2s(an)Js(bn/2)Jk+s(bn/2).

Новая индексация (5.3) дает

djmn,mk =
ik

2π

+∞∑
s=−∞

(−1)sJk−jmn−2s(ajmn)Js(bjmn/2)Jk−s(bjmn/2).

Вычисление коэффициентов dn,mk, получающееся суммированием ряда, каж-
дый член которого является произведением трех функций от параметров n и k,
может быть выполнено с помощью рядов Фурье. Для упрощения записи сумми-
рования ряда Фурье и разложения в ряд, мы будем пользоваться символикой ин-
тегрального преобразования Фурье.

Для пояснения вычислим функцию

G(k, n) =

+∞∫
−∞

f(k − n− 2s)g(s)g(k + s)ds.

Сделаем преобразование Фурье по переменной k

F−1
qk G(q, n) =

1√
2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(k − n− 2s)g(s)g(k + s)e−iqkdkds.
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Теперь выразим функцию f через ее преобразование Фурье по переменной t

F−1
qk G(q, n) =

1√
2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

Ff(t)g(s)g(k + s)eit(k−n−2s)e−iqkdkdsdt =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

Ff(t)e−int
+∞∫

−∞

g(s)e−i(3t−q)sds

+∞∫
−∞

g(k + s)e−i(q−t)(k+s)d(k + s)dt.

Выразим внутренние интегралы через образы Фурье функции g

√
2π

+∞∫
−∞

Ff(t)e−intFg(3t− q)Fg(q − t)dt.

Применим обратное преобразование по переменной q, используя тот факт, что
можно воспользоваться комбинацией q − 2t

G(k, n) =

+∞∫
−∞

Ff(t)e−i(n−2k)tF−1 (Fg(t− q)Fg(t+ q)) dt.

Для получения функции G(k, n) осталось сделать прямое преобразование Фурье
по переменной t. Таким образом получение суммы ряда для каждой пары (k, n)
свелось к применению двух прямых и двух обратных преобразований Фурье. Для
конечных сумм размерности N вместо N3 действий используется 4NlnN .

Приведем систему уравнений граничных условий (4.1) с учетом введенной ком-
поненты w (4.2) к такому виду, чтобы в коэффициентах при неизвестных функ-
циях и их производных не было деления на величины r, f , их производные и
комбинации. Тогда в эти коэффициенты будут входить только синусы и косину-
сы от аргументов, кратных m, т. е. кратных числу заходов винта на граничной
поверхности. В результате вместо системы граничных интегральных уравнений
общего вида с произвольным граничным контуром, к которой мы свели задачу,
получим систему

i
2π

L
r
∂v

∂r
−2 u− ihw = 0, (5.9)

d

dψ
[rw]− f ′w + ir2

∂v

∂r
− if ′ ∂v

∂ψ
= 0, (5.10)

2π

L

∂u

∂ψ
− ihu− w = 0, (5.11)

в которой будем использовать представления неизвестных функций рядами Фурье
вида (5.4)-(5.8).

Из последнего уравнения можно выразить гармоники Фурье функции u на
граничной поверхности, используя выражения типа (5.4) для функции w и (5.7)
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для u, найти проекции на eimq и приравнять коэффициенты Фурье функций w и
u. Получим

cujmn =
−icwjmn

(2π
L
(jmn)− h)

. (5.12)

Таким образом, получив возможность выразить элементы cuk через cwk, мы мо-
жем в случае мелкой гофрировки ограничиться только двумя уравнениями отно-
сительно неизвестных u и w. Их проекции на гармоники Фурье дают нам линей-
ную алгебраическую систему для коэффициентов cwjmn и cwjmn . Факторизация по
параметру Jm приводит ее к виду

π

L

+∞∑
n=−∞

jmn

[
a
[
d−jmn,m(k−n)(jmn) +αzd

+
jmn,m(k−n)(jmn)

]
−

−i b
2

[
d−jmn,m(k−n+1)(jmn) + αzd

+
jmn,m(k−n+1)(jmn)

]
−

− i
b

2

[
d−jmn,m(k−n−1)(jmn) + αzd

+
jmn,m(k−n−1)(jmn)

]]
cvjmn−

−
+∞∑

n=−∞

[
2

(2π
L
(jmn)− h)

+ h

]
djmn,m(k−n)(jmn)cwjmn = 0,

+∞∑
n=−∞

[
adjmn,m(k−n)(jmn)+

+
b

2

[(m
k

− i
)
djmn,m(k−n+1)(jmn)+

(m
k

+ i
)
djmn,m(k−n−1)(jmn)

]]
cwjmn+

+i
k

+∞∑
n=−∞

{
jmn

2

[(
a2 +

b2

2

)[
d−jmn,m(k−n)(jmn) + d+jmn,m(k−n)(jmn)

]
−

−iab
[
d−jmn,m(k−n+1)(jmn)+ d+jmn,m(k−n+1)(jmn)

]
+

+
[
d−jmn,m(k−n−1)(jmn)+ d+jmn,m(k−n−1)(jmn)

]
−

−b
2

4

[
d−jmn,m(k−n+2)(jmn)+ d+jmn,m(k−n+2)(jmn)

]
−

−b
2

4

[
d−jmn,m(k−n−2)(jmn)+ d+jmn,m(k−n−2)(jmn)

]]
−

−bm(jmn)

2

[
djmn,m(k−n+1)(jmn)+ djmn,m(k−n−1)(jmn)

]}
cvjmn = 0.
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6. Случай глубокой гофры

Используем функцию Грина (3.18) для интегрального представления полей в
винтовом волноводе в случае глубокой гофры, когда интегрирование ведется по
контуру

ρδ (ψ) = aδ + b sinmψ, aδ > a,

u (r, φ) =

∫
C

αc (ψ)G (r, ρ(ψ), φ, ψ) dS.

Перейдем от интегрирования по длине дуги к интегрированию по пере-

менной ψ, включив элемент длины дуги
√
(ρ2 (ψ) + (ρ′ (ψ))2 в функцию

α (ψ) = αc (ψ)
√
(ρ2 (ψ) + (ρ′ (ψ))2,

u (r, φ) =
1

2π

2π∫
0

α (ψ)
+∞∑

n=−∞

+∞∑
k=1

gknJn
(
µknr/Ra

)
Jn
(
µknρδ (ψ) /Ra

)
exp (in(φ− ψ)) dψ.

Теперь воспользуемся разложениями функций Бесселя в ряды

Jn
(
µknr (φ) /Ra

)
=

+∞∑
j=−∞

dkn,mje
imjφ, Jn (µ

n
nρδ (ψ) /Ra) =

+∞∑
j1=−∞

dδ,kn,mj1e
imj1ψ,

α (ψ) =
+∞∑
l=−∞

αle
ilψ.

Тогда

u (r(φ), φ) =
1

2π

2π∫
0

+∞∑
l=−∞

+∞∑
n=−∞

+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

+∞∑
j1=−∞

αlg
k
nd

k
n,mjd

δ,k
n,mj1

ei(mj+n)φei(mj1+l−n)ψdψ.

В результате интегрирования суммирование по индексу n пропадает и вместо ин-
декса n будет n = l +mj1

u(r(φ), φ) =
+∞∑

j1=−∞

+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

+∞∑
l=−∞

αlg
k
l+mj1

dkl+mj1,mjd
δ,k
l+mj1,mj1

ei(l+m(j+j1))φ.

Коэффициенты dkn,ml и d
δ,k
n,mj нужно считать только один раз для каждого заданно-

го граничного контура. Введем вместо l двойной индекс суммирования l = jm+mn.
Естественно, меняя при этом порядки суммирования (замена индекса произво-
дится для внутреннего индекса). В результате всех смен порядков суммирования
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получим

m−1∑
jm=0

+∞∑
n−∞

[
+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

+∞∑
j1=−∞

αjm+mng
k
jm+m(n+j1)k

dkjm+m(n+j1),mj
dδ,kjm+m(n+j1),mj1

]
×

× eijmφeim(n+j+j1)φ.

Вместо индекса j введем q = n+ j + j1 и получим

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
n−∞

[
+∞∑
k=1

+∞∑
q=−∞

+∞∑
j1=−∞

αjm+mng
k
jm+m(n+j1)k

dkjm+m(n+j1),m(q−n−j1) ×

× dδ,kjm+m(n+j1),mj1

]
eimqφ.

Вместо индекса j1 введем j = n+ j1 и получим

=
m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑

n=−∞

[
+∞∑
k=1

+∞∑
q=−∞

+∞∑
j=−∞

αjm+mng
k
jm+mjd

k
jm+mj,m(q−j)d

δ,k
jm+mj,m(j−n).

]
eimqφ.

Изменим порядок суммирования, получаем выражение, аналогичное (5.4)

u (r (φ) , φ) =
m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
q=−∞

[
+∞∑

n=−∞

αjm+mnΩqn

]
eimqφ,

где

Ωqn =
+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

gkjm+mjd
k
jm+mj,m(q−j)d

δ,k
jm+mj,m(j−n). (6.1)

Теперь приведем производные от решения:

∂u (r, φ)

∂φ
=

1

2π

2π∫
0

α (ψ)
+∞∑

n=−∞

+∞∑
k=1

ingknJn
(
µknr/Ra

)
Jn
(
µknρδ (ψ) /Ra

)
exp (in(φ− ψ)) dψ.

После аналогичных преобразований окончательно получаем

∂u (r (φ) , φ)

∂φ
=

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
q=−∞

[
+∞∑

n=−∞

αjm+mnΩφqn

]
eimqφ,

где

Ωφqn =
+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

i(jm +mj)gkjm+mjd
k
jm+mj,m(q−j)d

δ,k
jm+mj,m(j−n). (6.2)
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Для производной по r

∂u(r, φ)

∂r
=

1

2π

2π∫
0

α (ψ)
+∞∑

n=−∞

+∞∑
k=1

(
µkn/Ra

)
gknJ

′
n

(
µknr/Ra

)
Jn
(
µknρδ (ψ) /Ra

)
×

× exp(in(φ− ψ)) dψ,

∂u (r (φ) , φ)

∂r
=

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
q=−∞

[
+∞∑

n=−∞

αjm+mnΩrqn

]
eimqφ,

где

Ωrqn =
+∞∑
k=1

+∞∑
j=−∞

(
µkn/2Ra

)
gkjm+mj[d

−,k
jm+mj,m(q−j) + d+,kjm+mj,m(q−j)]d

δ,k
jm+mj,m(j−n). (6.3)

Выражение для Ωnqn легко получается с помощью линейной комбинации Ωrqn и
Ωφqn и разложения f ′

r
в соответствующий ряд Фурье.

В систему уравнений (4.11)-(4.13) кроме интегральных составляющих входят
выражения типа anγ(ψ), где коэффициенты разлагаются в соответстующие ряды
Фурье

an(φ) =
+∞∑
l=−∞

an,le
imlφ.

Тогда

anγ(ψ) =
+∞∑
l=−∞

an,le
imlφ

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
j=−∞

γjm+mje
imjφ

m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
j=−∞

+∞∑
l=−∞

an,lγjm+mje
im(j+l)φ.

Заменив q = j + l, получаем

anγ(ψ) =
m−1∑
jm=0

eijmφ
+∞∑
q=−∞

(
+∞∑
j=−∞

γjm+mjan,q−j

)
eimqφ.

Теперь мы можем,подставив полученные представления для функций u, v, w и их
производных и перейдя к пределу при δ → 0, т.е. при стремлении контура интегри-
рования к границе волновода, заменить систему уравнений (4.11) - (4.13) соответ-
ствующей бесконечной системой линейных алгебраических уравнений для коэф-
фициентов Фурье неизвестных функций. Предварительно проинтегрируем первое
и третье уравнения по φ, учитывая условие периодичности и особо выделяя случай
jm + q = 0.

Как коэффициенты уравнений системы, так и коэффициенты разложения вхо-
дящих в уравнения неизвестных функций и их производных нумеруются с шагом,
равным числу заходов винтовой поверхности. Поэтому в разложении уравнений в
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ряды Фурье в коэффициент при каждой гармонике будут входить суммы коэф-
фициентов Фурье неизвестных функций с шагом, равным числу заходов винта на
поверхности волновода Следовательно, система линейных уравнений распадается
на точно такое же число независимых подсистем. Случаю jm = 0 соответствует
линейное подпространство в линейном пространстве показателей экспонент базис-
ных функций преобразования Фурье. jm ̸= 0 определяет соответствующий класс
смежности в этом пространстве [18].

Для фиксированного jm получаем замкнутую подсистему. Распишем ее проек-
цию на ei(jm+q)φ при jm + q ̸= 0.

+∞∑
j=−∞

(
1

jm + q
(an,q−j + Ωnq,j)γjm+mj −

2π

L
Ωq,jαjm+mj+

+
1

(jm + q)
(
2π

L
((f ′ar)q−j + (f ′Ωr)q,j) + ihΩq,j)αjm+mj

)
= 0, (6.4)

+∞∑
j=−∞

(
h(an,q−j + Ωnq,j)γjm+mj −

2π

L
((rar)q−j + (rΩr)q,j)βjm+mj − i2Ωq,jαjm+mj

)
= 0,

(6.5)
+∞∑
j=−∞

(
(an,q−j + Ωnq,j)γjm+mj − i

jm +mj
((ran)q−j + (rΩn)q,j)βjm+mj

)
= 0.

Отдельно распишем проекции первого и третьего уравнений на нулевую гармони-
ку jm +mq = 0, что возможно лишь при jm = q = 0

+∞∑
j=−∞

(
(an,−j + Ωn0,j)γmj + (

2π

L
((f ′ar)−j + (f ′Ωr)0,j) + ihΩ0,j)αmj

)
= 0,

+∞∑
j=−∞

((ran)−j + (rΩn)0,j)βmj = 0.

7. Поиск дисперсионных кривых

Заменив систему интегральных уравнений (4.11)-(4.13) соответствующей беско-
нечной системой линейных алгебраических уравнений для коэффициентов Фурье
неизвестных функций для случая мелкой гофры и системы (6.4)-(6.5) для глу-
бокой гофры, выделим из них подсистемы для фиксированного jm. В обоих слу-
чаях ограничимся конечномерной матрицей для коэффициентов при гармониках
e−iNφ, . . . , eiNφ. Найдем её сингулярное представление. Теперь в качестве миними-
зируемого функционала возьмем наименьшее sN – число этой матрицы. Точкой
на приближенной дисперсионной кривой и будет min(sN)h,. Дисперсионная кривая
находится предельным переходом при N → ∞.
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Для облегчения вычислений дисперсионных кривых мы можем искать величи-
ну h при вариации . График зависимости минимального s-числа от носит ярко
выраженный «клювообразный» характер.

Рис. 2 График зависимости MinS-числа от вол-
нового числа. Узкие провалы – область локали-
зации собственных мод.

Так как для случая мелкой гофры входящие в функцию Грина (3.8) функции
Бесселя зависят от параметра , то для движения вдоль дисперсионной кривой,
соответствующей «дну» узкого глубокого оврага, необходимо упростить способ
вариации минимального s-числа, для чего необходимо упростить сначала варьи-
рование коэффициентов исходной матрицы.

Введем величину 2
0 и будем искать приращение δ значения h0 при фиксирован-

ной величине 2
0

2
0 =

2 −
(
2π(m+ hf )

l

)2

, 2
0,δ =

2
0

и теперь по найденному значению hf =
l
2L

(h0 + δ) находим соответствующее зна-
чение .

2
jmn =

(
0L

2π(jmn)

)2

− 1 +
2Lm

ljmn
+

h0
jmn

,

jmn =
2π

L
|jmn|κjmn,

jmn,δ =
2π

L
|jmn|

√
κ2jmn

+ δ/jmn,

∆jmn,δ =
jmn,δ

jmn

=
√

1 + δ/jmnκ2jmn
.
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Соответственно,

κ̃2jmn = 1−
(

0L

2πjmn

)2

− 2Lm

ljmn
− h0
jmn

,

χjm,n =
2π

L
|jmn|κ̃jmn,

χjmn,δ =
2π

L
|jmn|

√
κ̃2jmn − δ/jmn,

∆̃jmn,δ =
χjmn,δ
χjmn

=
√

1− δ/jmnκ̃2jmn.

Воспользуемся известными разложениями теоремы умножения для функций
Бесселя:

Jp(ajmn,δ) = Jp(ajmn∆jmn,δ) = (−1)p∆
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
J|p|+k(ajmn)

(
ajmn

1−∆2
jmn,δ

2

)k
.

Это разложение Ломмеля, (Ватсон, стр. 154), справедливо при p ≥ 0.

Jp(ajmn,δ) = (−1)p∆
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
J|p|+k(ajmn)

(
ajmn
2

(
1−

2
jmn,δ

2
jmn

))k
=

= (−1)p∆
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
J|p|+k(ajmn)

(
ajmn
2

2
jmn−2

jmn,δ

2
jmn

)k
=

= (−1)p∆
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
J|p|+k(ajmn)

(
−a
2

(
2π
L
(jmn)

)2 δ
jmn

jmn

)k

=

= (−1)p∆
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
J|p|+k(ajmn)

(
− πaδ

Lκjmn

)k
,

Ip(aχjmn,δ) = Ip(aχjmn∆̃jmn,δ)∆̃
|p|
jmn,δ

+∞∑
k=0

1

k!
I|p|+k(aχjmn)

(
πaδ

Lκ̃jmn

)k
.

Аналогичные разложения получаются и для коэффициента b/2.
Мы получили многоиндексное (тензорное) представление для элементов коэф-

фициентов матрицы нашей линейной системы. Для его реализации можно вос-
пользоваться идеями работ [25], [27]. Для этого преобразуем произведение рядов
по степеням δ приращения h0.

Js(bjmn∆jmn,δ/2)Jk−s(bjmn∆jmn,δ/2) =

= qb(k, s)∆
|k−s|+|s|
jmn,δ

+∞∑
j1=0

+∞∑
j2=0

1

j1!j2!
J|s|+j1(bjmn/2)J|k−s|+j2(bjmn/2)

(
− πbδ

2Lκjmn

)j1+j2
.
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Здесь

qb(k, s) =


1 k > s ≥ 0,

(−1)k k < s ≤ 0,
(−1)s−k s > k > 0,
(−1)s s < k ≤ 0.

Взяв за новые индексы j3 = j1 + j2 и j4 = j2 и опять в полученных выражениях
обозначая их через j1, j2, находим

qb(k, s)∆
|k−s|+|s|
jmn,δ

+∞∑
j1=0

[
j1∑
j2=0

1

(j1 − j2)!j2!
J|s|+j2(bjmn/2)J|k−s|+j1−j2(bjmn/2)

](
− πbδ

2Lκjmn

)j1
.

Выражение в квадратных скобках обозначим dbjmn,s,k(j1)

dbjmn,s,k(j1) =

j1∑
j2=0

1

(j1 − j2)!j2!
J|s|+j2(bjmn/2)J|k−s|+j1−j2(bjmn/2).

Может быть посчитано с помощью Быстрого Преобразования Фурье (БПФ). Для
этого зададим два вектора длины M = 2K , 2j1 + 2 ≤M :{

1

0!
J|s|(bjmn/2),

1

1!
J|s|+1(bjmn/2), , . . . ,

1

j1!
J|s|+j1(bjmn/2), 0, . . . , 0

}
,

{
1

0!
J|k−s|(bjmn/2),

1

1!
J|k−s|+1(bjmn/2), , . . . ,

1

j1!
J|k−s|+j1(bjmn/2), 0, . . . , 0

}
.

Тогда, взяв от обоих векторов дискретное преобразование Фурье с помощью БПФ,
перемножив результаты и применив к произведению обратное к БПФ преобразо-
вание, получим вектор длины M , у которого на первых j1+1 местах будут стоять
элементы dbjmn,s,k(j), j = 0, 1, . . . , j1. Теперь, обозначив

kns = |k − jmn − 2s|, ksns = |k − s|+ |s|+ kns,

qa(k, s) =

{
1 k − jmn − 2s ≥ 0,

(−1)kns k − jmn − 2s < 0,

и учитывая, что значение jm указано в jmn, запишем выражение для djmn,mk(δ) :

ik

2π

+∞∑
s=−∞

qb(k, s)∆
|k−s|+|s|
jmn,δ

+∞∑
j=0

(−1)sqa(k, s)Jkns(ajmn∆jmn,δ)dbjmn,s,k(j)

(
− πbδ

2Lκjmn

)j
=

=
ik

2π

+∞∑
s=−∞

(−1)sqa(k, s)qb(k, s)∆
ksns
jmn,δ

+∞∑
j3=0

+∞∑
j=0

1

j3!
Jkns+j3(ajmn)dbjmn,s,k(j)

(
b

2a

)j(
−πaδ

Lκn

)j+j3
.
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Теперь поступим аналогично предыдущему

ik

2π

+∞∑
s=−∞

(−1)sqa(k, s)qb(k, s)∆
ksns
jmn,δ

+∞∑
j=0

dabjmn,s,k(j)

(
−πaδ

Lκn

)j
.

где

dabjmn,s,k(j) =

j∑
j3=0

1

j3!
Jkns+j3(ajmn)dbjmn,s,k(j − j3)

(
b

2a

)j−j3
.

Оно также считается с помощью БПФ. Поменяв порядок суммирования, оконча-
тельно получаем ряд по малому параметру

(
− πaδ
Lκn

)
djmn,mk(δ) =

ik

2π

+∞∑
j=0

[
+∞∑
s=−∞

(−1)sqa(k, s)qb(k, s)∆
ksns
jmn,δdabjmn,s,k(j)

](
−πaδ

Lκn

)j
.

Обозначим

q±a (k, s) ==

{
1, k − jmn − 2s± 1 ≥ 0,

(−1)kns, k − jmn − 2s± 1 < 0,

dab±jmn,s,k(j) =

j∑
j3=0

1

j3!
Jkns∓1+j3(ajmn)dbjmn,s,k(j − j3)

(
b

2a

)j−j3
.

Тогда

d±jmn,m(k−n)(δ) =
ik

2π

+∞∑
j=0

[
+∞∑
s=−∞

(−1)sq±a (k, s)qb(k, s)∆
ksns∓1
jmn,δ dab

±
jmn,s,k(j)

](
−πaδ

Lκn

)j
.

Здесь n меняется в пределах α− < n < α+, где α± = L
2π
(h±). Для остальных

значений n

dbn,s,s+k(j1) =

j1∑
j2=0

1

(j1 − j2)!j2!
Is+j2(bn/2)Ik−s+j1−j2(bn/2),

dabn,s,k−s(j) =

j∑
j3=0

1

j3!
Ik−n−2s+j3(an)dbn,s,k−s(j − j3)

(
b

2a

)j−j3
,

dab±n,s,k−s(j) =

j∑
j3=0

1

j3!
Ik−n∓1−2s+j3(an)dbn,s,k−s(j − j3)

(
b

2a

)j−j3
.

Применение алгоритмов БПФ к тензорному многоиндексному представлению мат-
рицы системы линейных уравнений для случая мелкой гофры дополнительно со-
кращает время счета.
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В случае глубокой гофры в выражении (3.18) для функции Грина от вели-
чины зависят только коэффициенты gkn, что, существенно облегчает нахождение
вариации рассматриваемого функционала. Ценой за это упрощение является до-
полнительное суммирование по номерам корней функций Бесселя в выражениях
(6.1)-(6.3). Напомним, что коэффициенты dkjm+mj,m(q−j) в этих выражениях счита-
ются только один раз.

Заключение

Мы разбили исходную задачу поиска дисперсионных кривых на m подзадач,
где m — число заходов винта гофрированной поверхности. Каждая из подзадач
эквивалентна исходной, но «однозаходной» задаче для области с границей типа
r = f(φ) = a + b sinφ с разрезом по радиусу при φ = 0. Значения неизвестных
функций на границе разреза связаны соотношением

u(r, 0) = u(r, 2π)ei2πj/m где j = 0,m− 1.

Аналогичные двумерные задачи для уравнений Лапласа и Гельмгольца вне
разомкнутых кривых (разрезов) на плоскости с импедансным краевым условием
рассмотрены в [10, 11].

К сожалению, как стало известно лишь из некролога В.С. Рябенького уже по-
сле принятия статьи в печать, им был рассмотрен альтернативный метод решения
рассмотренных задач [16].
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