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Аннотация. Рассматривается задача Коши для полного линейного дифференциального урав-
нения второго порядка в гильбертовом пространстве с самосопряжёнными операторными ко-
эффициентами, порождающими квадратичные формы кинетической и потенциальной энергии,
а также достаточно сильной диссипации энергии. В такой форме могут быть записаны задачи
для многих механических и гидродинамических систем с бесконечным числом степеней свободы
и наличием трения. На основе известных результатов С. Г. Крейна и Н.Д. Копачевского уста-
навливается теорема существования и единственности сильного решения задачи, описываются
свойства соответствующей спектральной задачи. Найдены необходимые условия при которых
спектральная задача сводится к исследованию обобщённого пучка С. Г. Крейна. Приводятся ос-
новные свойства этого пучка, используя результаты Ю.Ш. Абрамова, изучается вопрос о числе
отрицательных собственных значений задачи в зависимости от свойств оператора потенциальной
энергии.
Ключевые слова: полное линейное дифференциальное уравнение второго порядка, подчинен-
ность операторов, теорема существования и единственности, пучок С.Г. Крейна, число отрица-
тельных собственных значений.
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Abstract. We consider Cauchy problem for a full linear differential equation of second order in
Hilbert space with selfadjoint operator coefficients which generate quadratic forms of kinetic, potential
energy, and dissipation of energy. Such problems can be generated by initial boundary value problems
of mechanics or hydromechanics in nonconservative systems with friction. Using known results of
S. G.Krein and N. D.Kopachevsky we prove theorem on existence and unicity of strong solution on
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given time segment [0;T ], describe general spectral properties of the problem. We find necessary
condition then spectral problem can be reduced to the generalized pencil of S.G. Krein. We describe
properties of its operator-function, and using results of Yu. Sh. Abramov study the question on number
of negative eigenvalues dependent on properties the operator of potential energy.
Keywords: full linear differential equation of second order, subordination of operators, theorem on
existence and unicity, S. G.Krein’s pencil, number of negative eigenvalues.
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1. Введение

В работе изучается задача Коши для полного линейного дифференциального
уравнения второго порядка в гильбертовом пространстве H:

Cu′′ + Au′ +Bu = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (1.1)

Согласно второму закону Ньютона к такому уравнению приводит задача описания
неизвестного малого поля смещений u(t) ∈ H около состояния равновесия в ли-
нейной динамической системе с бесконечным числом степеней свободы, наличием
трения и действием малого известного поля внешних сил f(t). При этом опера-
тор C соответствует кинетической энергии (Cu′, u′)/2, всюду далее считаем его
положительным и ограниченно обратимым. Полагаем, что оператор диссипации
A положительно определён, а оператор потенциальной энергии B самосопряжён,
ограничен снизу и подчинён оператору A, т.е. D(A) ⊂ D(B) и оператор BA−1 явля-
ется ограниченным. Системы, в которых главным является оператор диссипации
энергии, называют сильно демпфированными.

Полные линейные дифференциальные уравнения второго порядка изучались
ранее многими авторами. Задачам с неограниченными операторными коэффици-
ентами посвящена монография С. Г. Крейна [12]. В ней, в-частности, изучен вопрос
разрешимости более общего уравнения, чем (1.1), с C = I и главным оператором
−A(t), порождающим аналитическую полугруппу. Данное уравнение сводится в
[12] к абстрактному параболическому уравнению первого порядка. С. Г. Крейном,
его учениками, а позже Н.Д. Копачевским с учениками были изучены различные
прикладные гидродинамические задачи, сводящиеся к уравнению вида (1.1) с раз-
личными свойствами и типами подчинения операторов A и B. Это, в-частности,
задачи о малых движениях вязких и стратифицированных жидкостей и систем
жидкостей в открытом сосуде, колебания маятников с жидким наполнением. Свой-
ства подобных задач с ограниченными операторами описаны, например, в пособии
[9]. Случай C = I и неограниченных положительно определённых операторов A и
B в уравнении (1.1) (а также приводящие к нему задачи) изучен в монографии [3],
гл. 2. Отметим также, что абстрактные задачи вида (1.1) c главным оператором B
изучались в серии работ А.А. Шкаликова с соавторами, см., например, [14]–[16].

В данной работе приводится доказательство теоремы существования и един-
ственности сильного решения задачи (1.1) на основе теоремы С. Г. Крейна из [12].
Описываются спектральные свойства задачи в случае, когда оператор B не явля-
ется положительно определённым. Используя результаты Ю.Ш. Абрамова, изу-
чается вопрос о числе отрицательных собственных значений задачи в зависимости
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от свойств оператора потенциальной энергии. Приводится точное описание спек-
тральных свойств, когда ограниченным является оператор BA−1/2.

2. Теорема о существовании и единственности сильного
решения

Для дальнейшего исследования уравнения (1.1) перепишем его в форме

d2u

dt2
= A0

du

dt
+B0u+ C−1f(t), (2.1)

где A0 := −C−1A, B0 := −C−1B. Будем рассматривать уравнение (2.1) в простран-
стве HC с эквивалентным скалярным произведением

[u1, u2]HC
:= (Cu1, u2)H. (2.2)

Определение 1. Будем называть сильным решением на отрезке [0;T ] задачи
Коши (2.1) c заданными начальными данными u(0), u′(0) такую функцию u(t),
что u(t) ∈ C2([0;T ];HC), A0u

′(t), B0u(t) ∈ C([0;T ];HC), выполнены начальные
условия и уравнение (2.1) для любого t ∈ [0;T ].

Дифференциальное уравнение (2.1) попадает в класс изученных ранее задач.
Если оператор B0 ≫ 0, то теорему о разрешимости можно доказать с помощью
перехода к дифференциальному уравнению первого порядка для операторной мат-
рицы, действующей на парах элементов, см. [3], гл. 2. Несколько модифицирован-
ный метод приводит к теореме существования и единственности в случае, когда
оператор B0 ограничен снизу, см. [10], п. 3.1.3. Разрешимость данной задачи сле-
дует также из результатов монографии [12], гл. 3, где сформулирован ряд теорем
о разрешимости уравнений второго порядка с переменными операторами A0(t) и
B0(t). В частности, на стр. 336 сформулировано следующее утверждение.

Теорема 1. Если задача dv/dt = A(t)v равномерно корректна, оператор A(t)
сильно непрерывно дифференцируем на D(A(0)), его резольвента удовлетворяет
условию ∥R(λ)∥ ≤ 1/(1 + λ) при λ ≥ 0, а оператор B(t)A−1(0) ограничен и сильно
непрерывно дифференцируем по t ∈ [0;T ], то задача Коши для дифференциального
уравнения (2.1) (с абстрактными переменными операторами) имеет единствен-
ное сильное решение при любых u(0), u′(0) ∈ D(A(0)) (при этом правую часть
C−1f(t) достаточно считать непрерывно дифференцируемой на отрезке [0;T ]).

Следствие 1. Операторы задачи A0, B0 удовлетворяют условиям теоремы 1.
При этом задача (2.1) (а вместе с ней и (1.1)) имеет единственное сильное
решение на отрезке [0;T ], если u(0) = u0, u′(0) = u1 ∈ D(A0) = D(A), а C−1f(t) ∈
C1([0;T ];H).

Доказательство. Действительно, оператор A0 в пространстве HC является са-
мосопряжённым отрицательно определённым, следовательно он порождает сжи-
мающую полугруппу и задача dv/dt = A0v является равномерно корректной.
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Для самосопряжённых операторов справедлива оценка резольвенты ∥RA0(λ)∥ ≤
1/dist(λ, σ(A0)) ≤ 1/(−λ1(A0) + λ). При этом в силу ограниченности оператора
BA−1 оператор B0A

−1
0 = C−1BA−1 является ограниченным.

3. Спектральные свойства задачи в случае компактности
оператора BA−1

Будем искать нетривиальные решения соответствующей однородной задачи
(1.1) в виде u(t) = e−λtu. Тогда собственные значения задачи являются таковыми
для пучка

L0(λ)u := (λ2C − λA+B)u = 0, u ∈ D(A). (3.1)

Отметим сразу, что λ = 0 может являться собственным значением задачи, ес-
ли KerB ̸= {0}. В силу дискретности спектра оператора B нулевое собственное
значение может иметь лишь конечную кратность.

Предположим всюду далее в этом пункте, что оператор BA−1 является ком-
пактным в H. Если λ ̸= 0, то от пучка L0(λ) с неограниченными операторными
коэффициентами можно перейти к пучку с ограниченными операторами

L1(λ)u := (I − λCA−1 − λ−1BA−1)u = 0. (3.2)

Очевидно, что оператор-функция L1(λ) =: I −Φ(λ), где для всех λ ∈ G := C \ {0}
функция Φ(λ) принимает компактные значения, т.е. пучок L1(λ) является фред-
гольмовым. Можно доказать, что пучок L1(λ) является регулярным в области G,
т.е. в этой области существует по крайней мере одно число λ0 такое, что в нем
существует ограниченная резольвента L−1

1 (λ0). Отсюда по теореме И.Ц. Гохберга
(см. [4], c. 39) все собственные значения L1(λ) в области G являются изолиро-
ванными конечнократными, при этом предельные точки могут лежать лишь на
границе области, т.е. собственные значения могут сходится лишь к нулю или бес-
конечности.

Если λ является собственным значением пучка (3.1), которому соответствует
собственная функция u ∈ D(A), тогда должно быть выполнено свойство

λ2(Cu, u)− λ(Au, u) + (Bu, u) = 0. (3.3)

Отсюда

λ =
(Au, u)±

√
(Au, u)2 − 4(Cu, u)(Bu, u)

2(Cu, u)
. (3.4)

Если для всех u ∈ D(A) имеем (Au, u)2 ≥ 4(Cu, u)(Bu, u), то задача не имеет
невещественных собственных значений. В противном случае задача может иметь
невещественные собственные значения, расположенные в правой комплексной по-
луплоскости, которых, по-видимому, не более конечного числа (этот факт имеет
место в случае неотрицательного оператора B).
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Если оператор B является неотрицательным, то согласно (3.4) задача не мо-
жет иметь отрицательных собственных значений. В общем случае квадратичная
форма оператора B (а вместе с ней и форма (3.4)) может принимать отрицатель-
ные значения на подпространстве конечной размерности. Следовательно пучок
(3.1) может иметь отрицательные собственные значения. Докажем сейчас, что их
может быть с учетом кратности не более κ штук, где κ — число отрицательных
собственных значений оператора B.

Лемма 1. Собственные функции, соответствующие различным отрицатель-
ным собственным значениям λ1, λ2 пучка (3.1), являются линейно независимы-
ми.

Доказательство. Поскольку собственные функции, отвечающие одному собствен-
ному значению, образуют подпространство, то в случае наличия линейно зависи-
мых собственных функций у λ1 и λ2 возникает ситуация наличия общей собствен-
ной функции у λ1 и λ2, т.е.

(λ21C − λ1A+B)u1 = 0, (λ22C − λ2A+B)u1 = 0.

Отсюда (λ21 − λ22)Cu1 = (λ1 − λ2)Au1, значит (λ1 + λ2)Cu1 = Au1, что невозможно
поскольку (Au1, u1) > 0 и (Cu1, u1) > 0.

Согласно лемме 1 пучок (3.1) имеет более κ отрицательных собственных зна-
чений, если в совокупности им соответствует не менее κ+ 1 линейно независимая
собственная функция. С другой стороны, согласно (3.4) для собственных функций,
соответствующих отрицательным собственным значениям, должно быть выполне-
но свойство (Bu, u) < 0. Согласно вариационному принципу для оператора B все
такие функции вместе с нулём образуют κ-мерное подпространство, которое не мо-
жет содержать в себе более κ линейно независимых элементов. Что и требовалось
доказать.

Итогом приведённых рассмотрений является следующее утверждение.

Теорема 2. Если BA−1 ∈ S∞(H) и оператор B ограничен снизу, то спектр
пучка (3.1) состоит из изолированных конечнократных собственных значений с
предельными точками в нуле и на бесконечности. Если оператор B неотрицате-
лен, то задача не имеет собственных значений в левой комплексной полуплоско-
сти, при этом количество невещественных собственных значений не более чем
конечно (при выполнении условия (Au, u)2 ≥ 4(Cu, u)(Bu, u), ∀u ∈ D(A), задача
не имеет невещественных собственных значений). Если оператор B имеет ко-
нечное число нулевых собственных значений, то столько же имеет пучок (3.1).
Если оператор B имеет κ отрицательных собственных значений, то пучок (3.1)
имеет не более κ отрицательных собственных значений.
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4. Спектральные свойства задачи в случае ограниченности
оператора BA−1/2

В случае BA−1/2 ∈ L(H) пучок (3.1) сводится к классическому пучку
С. Г. Крейна, что позволяет применить к нему известные результаты С. Г. Крейна,
Н.Д. Копачевского и соавторов.

Предположим, что λ ̸= 0, осуществим замену v := A1/2u и подействуем на обе
части (3.1) компактным оператором A−1/2, тогда получаем

L(λ)v := (I − λA− λ−1B)v = 0, A := A−1/2CA−1/2, B := A−1/2BA−1/2. (4.1)

Очевидно операторы A и B являются компактными самосопряжёнными операто-
рами в H. Следовательно пучок L(λ) является пучком С. Г. Крейна.

Используя теорему о локализации и асимптотике собственных значений пучка
С. Г. Крейна (см. [11], п. 7.2, [8], а также [5]), получаем следующее утверждение
(доказательство можно найти например, в [8], теоремы 2.3.6., 3.2.7).

Теорема 3. Спектр пучка (4.1) состоит из двух ветвей положительных соб-
ственных значений с предельными точками 0 и +∞, не более чем из конечно-
го числа невещественных пар комплексно сопряженных собственных значений
в правой полуплоскости, а также не более чем из конечного числа нулевых и
отрицательных собственных значений, которые отсутствуют при выполнении
условия B > 0.

1. Если
4∥A∥ · ∥B∥ < 1, (4.2)

то задача не имеет невещественных собственных значений, для ветвей поло-
жительных собственных значений выполнены асимптотические формулы

λ+k = λk(A−1)[1 + o(1)], k → ∞, (4.3)
λ−k = λk(B) [1 + o(1)], k → ∞. (4.4)

При этом
{λ+k }

∞
k=1 ⊂ [r+,+∞), {λ−k }

∞
k=1 ⊂ (0, r−],

где
r± = (1±

√
1− 4∥A∥ · ∥B∥)/(2∥A∥). (4.5)

2. Если 4∥A∥ · ∥B∥ ≥ 1, то все невещественные собственные значения (конеч-
ное число), а также вещественные, имеющие присоединенные элементы, распо-
ложены в сегменте

{λ ∈ C : Reλ ≤ r+, |λ| ≥ r−}. (4.6)

Теорема 4. При выполнении условия (4.2) число отрицательных собственных
значений пучка (4.1) совпадает с учетом кратности с количеством отрицатель-
ных собственных значений операторов B и B.
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Доказательство. Введем пучок M(λ) := λL(λ) = −λ2A + λI − B, равносильный
исходному пучку (4.1) для λ ̸= 0. Если λ и Y — собственное значение и соответ-
ствующий ему собственный элемент этого пучка, то выполняется равенство

g(λ) := (M(λ)Y, Y ) = −λ2(AY, Y ) + λ(Y, Y )− (BY, Y ) = 0.

Отсюда

λ± =
(Y, Y )±

√
(Y, Y )2 − 4(AY, Y )(BY, Y )

2(AY, Y )
. (4.7)

Так как операторы A и B являются самосопряжёнными и A > 0, то отрицатель-
ным собственным значением может быть лишь корень λ− =: p(Y ), принадлежащий
интервалу I = (−r−− ϵ; r−+ ϵ). Из (4.7) следует, что отрицательным собственным
значениям соответствует собственный элемент Y для которого (BY, Y ) < 0. Так
как оператор B а вместе с ним и B может иметь лишь конечное число κ отрица-
тельных собственных значений, то согласно вариационному принципу для ограни-
ченного снизу оператора, существует конечномерное подпространство N той же
размерности κ, на ненулевых элементах которого выполнено свойство (BY, Y ) < 0.

Функция g(λ) возрастает в точке p(Y ). Функционал p(Y ) (функционал Рэлея)
непрерывен при Y ̸= 0 и inf p(Y ), sup p(Y ) ∈ I. Также известно, что пучок M(λ)
имеет в интервале I последовательность собственных значений конечной кратно-
сти, сходящуюся к нулю. Если выполнено условие (4.2), то известно, что систе-
ма собственных элементов пучка M(λ), отвечающих собственных значениям из
интервала I (включая нулевое собственное значение) полна в H. Следовательно
выполнены все условия для справедливости вариационного принципа Пуанкаре-
Ритца (см. [1], [2], а также [8], с. 119). Согласно нему собственные значения λ−k,+ > 0

(по невозрастанию) и λ−k,− < 0 (по неубыванию), находятся как

λ−k,+ = max
dimM=k

min
0 ̸=Y ∈M

p(Y ), (4.8)

λ−k,− = min
dimM=k

max
0 ̸=Y ∈M

p(Y ). (4.9)

Так как функционал p(Y ) принимает отрицательные значения на введенном выше
подпространстве N (конечной размерности κ), то для всех M ⊂ N собственные
значения λ−k,− будут отрицательными и их будет с учётом кратности ровно κ штук.

Определение 2. Будем говорить, следуя В.А. Пригорскому (см. [13]), что базис
Рисса {ψn}∞n=1 ⊂ H является p-базисом (0 < p ≤ ∞) гильбертова пространства H,
если

ψn = (I + T )φn, n ∈ N,

где T ∈ Sp, а {φn}∞n=1 — ортонормированный базис H.

Справедливо утверждение, доказанное Н. Д. Копачевским (см. [6], [7], [8]).
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Теорема 5 (о p-базисности собственных элементов пучка С. Г. Крейна). Пусть
для пучка С. Г. Крейна L(λ) = I − λA− λ−1B выполнены условия

A = A∗ ∈ SpA(H), B = B∗ ∈ SpB(H),

KerA = {0}, dimH0 := dimKerB ≥ 0, dimH1 := dim{H ⊖H0} = ∞,

4∥A∥ · ∥B∥ < 1, r± = (1±
√
1− 4∥A∥ · ∥B∥)/(2∥A∥).

Тогда система собственных элементов, отвечающая собственным значениям из
отрезка [−r−, r−], после проектирования на H1 образует p-базис в H1 при

p ≥ p0, p−1
0 = p−1

A + p−1
B .

При тех же p система собственных элементов, отвечающая вещественным соб-
ственным значениям вне интервала (−r+, r+), образует p-базис в H.

Замечание 1. При невыполнении свойства 4∥A∥ · ∥B∥ < 1 соответствующие систе-
мы собственных элементов образуют p-базисы с конечным дефектом.

5. Заключение

В работе рассмотрены свойства задачи Коши и сопутствующей спектральной
задачи, порождённой полным линейным дифференциальным уравнением второ-
го порядка в гильбертовом пространстве с главным положительно определенным
оператором A при первой производной, ограниченным снизу оператором потенци-
альной энергии B и положительным ограниченно обратимым оператором кинети-
ческой энергии C при второй производной. В случае ограниченности оператора
BA−1 доказана теорема о существовании и единственности сильного решения на
произвольном отрезке времени [0;T ]. В случае компактности оператора BA−1 либо
в частном случае, когда оператор BA−1/2 ограничен, установлены спектральные
свойства задачи. В последнем случае задача сводится к пучку С. Г. Крейна. При
выполнении условия 4∥A∥ · ∥B∥ = 4∥A−1/2CA−1/2∥ · ∥A−1/2BA−1/2∥ < 1, основыва-
ясь на вариационном принципе для нелинейных операторных пучков, доказанном
Ю. Ш. Абрамовым, установлено совпадение (с учетом кратности) числа отрица-
тельных собственных значений оператора B и пучка С. Г. Крейна. В общем слу-
чае доказано, что количество отрицательных собственных значений пучка L0(λ)
(с неограниченными операторными коэффициентами) не превосходит числа от-
рицательных собственных значений оператора B. При этом для пучка L0(λ) в
общем случае пока не установлены достаточные условия, которые гарантировали
бы существование отрицательных собственных значений, факт конечности числа
невещественных собственных значений и теоремы о полноте частей собственных
функций.

Автор выражает благодарность Н.Д. Копачевскому и Д.А. Закоре за помощь
и научные консультации.
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