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Аннотация. Как известно, достаточным условием сильной субдифференцируемости вариаци-
онного функционала в пространстве гладких функций является субдифференцируемость его
интегранта, что позволило обобщить на этот случай понитие первой вариации функционала с
гладким интегрантом, а также уравнение Эйлера-Лагранжа. С целью получения аналогичных
обобщений в случае пространств Соболева, для вариационных функционалов вводятся так на-
зываемые порядково доминантные классы субгладкости интегранта в терминах колебания раз-
ностного отношения функции, попадание интегранта в которые гарантирует соответствующий
уровень субгладкости вариационного функционала
Ключевые слова: вариационный функционал, пространства Соболева, субгладкий интегрант,
доминантные классы субгладкости.
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Abstract. In the works of I. V. Orlov a subdifferential calculus of a new type with applications to
the variational problems in one-dimensional case was built. Thus, some results associated to the
smoothness of the variational functional with a smooth integrand were generalized. In particular, a
sufficient condition for strong subdifferentiability of the variational functional in the space of smooth
functions is subdifferentiability of the integrand, that allowed to generalize the concept of the first
variation of the functional with a smooth integrand on this case, and also the equation of Euler-
Lagrange. With the aim of obtaining similar generalizations in the case of Sobolev spaces, for the
variational functionals the so-called order-dominant classes of the subsmoothness of the integrand in
terms of oscillation of the difference relation of function are introduced, such that belonging of the
integrand to the appropriate class provides the corresponding subsmoothness level of the variational
functional. Thus, we developed a technique with the help of which the sub-analytic properties of the
variational functionals in Sobolev spaces were investigated
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1. Введение

При исследовании вариационных задач в пространствах Соболева, для вариа-
ционных функционалов с гладким интегрантом

Φ(y(·)) =
b∫

a

f(x, y, y′)dx
(
y ∈ W 1,p[a; b]

)
(1.1)

была введена последовательность так называемых доминантных оценок роста гра-
диента соответствующего порядка от интегранта, каждая из которых гарантирует
соответствующий уровень гладкости вариационного функционала в C1-гладких
точках пространства Соболева [3]. Таким образом, обобщались результаты ра-
бот [1, 2], связанные с K-псевдополиномиальными представлениями гладкого ин-
тегранта.

Обобщение некоторых результатов в случае негладкого, а именно субгладкого,
интегранта представлено в [4], где построено субдифференциальное исчисление но-
вого типа вместе с приложениями к вариационным задачам в одномерном случае.
В частности, достаточным условием сильной субдифференцируемости вариацион-
ного функционала в пространстве гладких функций является C1-субгладкость его
интегранта, что позволило в [5] обобщить на этот случай понятие первой вариаци
функционала с гладким интегрантом, а также уравнение Эйлера-Лагранжа.

Таким образом, актуальной является задача получить подобные обобщения в
случае пространств Соболева. С этой целью в настоящей работе для вариационных
функционалов в пространствах W 1,p[a, b], (1 6 p < ∞) вводятся так называемые
порядково доминантные классы субгладкости в терминах колебания n-го порядка
(n ∈ N) разностного отношения функции. Попадание интегранта в такой класс
гарантирует соответствующий уровень субгладкости вариационного функциона-
ла (1.1).

2. Порядково доминантная ограниченность интегранта
и корректная определенность вариационных функционалов
в W1,p[a;b]

Напомним определение доминантно по x, y ограниченной функции (см. [6]).

Определение 1. Борелевская функция P : Rx × Ry × Rz → R называется доми-
нантно (по переменным x, y) ограниченной (обозначение: P ∈ B(z)), если для
любого компакта C ⊂ Rx × Ry функция P ограничена на множестве C × Rz.

Введем класс порядково доминантно ограниченных функций.
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Определение 2. Борелевская функция f : Rx × Ry × Rz → R называется доми-
нантно ограниченной порядка p по z (обозначение: f ∈ Bp(z), 1 6 p <∞), если для
любого компакта C ⊂ Rx ×Ry существуют неотрицательные функции P ∈ B(z) и
Q ∈ B(z) такие, что для любых (x, y, z) ∈ C × Rz f допускает оценку:∣∣f(x, y, z)∣∣ 6 P (x, y, z) +Q(x, y, z)|z|p. (2.1)

Условие (2.1) для интегранта гарантирует корректную определенность основ-
ного вариационного функционала в W 1,p[a; b], а также позволяет дать удобную
локальную оценку функционала на компактах из W 1,p[a; b].

Теорема 1. Если интегрант f ∈ Bp(z) (1 6 p <∞), то вариационный функцио-
нал Эйлера-Лагранжа

Φ(y) =

b∫
a

f(x, y, y′)dx,
(
y(·) ∈ W 1,p[a; b]

)
всюду определен в пространстве W 1,p[a; b]. Кроме того, для любого компакта
C∆ ⊂ W 1,p[a; b] при y(·) ∈ C∆ справедлива локальная оценка:∣∣Φ(y)∣∣ 6 α(C∆) + β(C∆)∥y∥pW 1,p ,

где коэффициенты α и β зависят только от выбора компакта C∆; α, β > 0.

Этот результат аналогичен результату, полученному в [3].

3. Порядково доминантная субнепрерывность интегранта
и субнепрерывность вариационных функционалов
в W1,p[a;b]

Дадим следующее определение колебания функции в точке.

Определение 3. Колебанием функции φ : X → R в точке x ∈ X называется
величина

ωφ(x) = lim
h1→0

φ(x+ h1)− lim
h2→0

φ(x+ h2).

Справедлива следующая

Лемма.

Если φ(x) =

b∫
a

g(x)dx, то ωφ(x) 6
b∫

a

ωg(x)dx.
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Доказательство. Используя теорему Фату, получим:

ωφ(x) = lim
h1→0

b∫
a

g(x+ h1)dx− lim
h2→0

b∫
a

g(x+ h2)dx =

= lim
h1,h2→0

b∫
a

[g(x+ h1) + g(x+ h2)] dx 6

6
b∫

a

lim
h1,h2→0

[g(x+ h1) + g(x+ h2)] dx =

b∫
a

ωg(x)dx.

Сформулируем критерий субнепрерывности функции в точке в терминах ко-
лебания:

φ ∈ Csub(x) ⇔ ωφ(x) < +∞.

Введем определение доминантно субнепрерывной функции.

Определение 4. Субнепрерывная функция φ : Rx × Ry × Rz → R называется
доминантно (по переменным x, y) субнепрерывной по z (обозначение: φ ∈ Csub(z)),
если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry функция φ равномерно субнепрерывна и
ограничена на множестве C × Rz.

Из определения следует равносильность доминантной субнепрерывности функ-
ции ее ограниченности на любом множестве C × Rz, т.е.

φ ∈ Csub(z) ⇔ |φ| < M(C),

где константа M зависит от выбора компакта C.
Введем класс порядково доминантно субнепрерывных функций.

Определение 5. Субнепрерывная функция f : Rx × Ry × Rz → R называется
доминантно субнепрерывной порядка p по z (обозначение: f ∈ Csub

p (z) (1 < p <
∞)), если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry и для любых приращений h, k,
соответственно, переменных y, z, при (x, y) ∈ C и z ∈ Rz приращение f допускает
оценку:

|∆yzf(C;h, k)| = |f(x, y + h, z + k)− f(x, y, z)| 6
6 |∆yzP (C;h, k)|+ |∆yzQ(C;h, k)| |z|p−1|k|, (3.1)

где функции P,Q ∈ Csub(z).

Покажем, что условие (3.1) для интегранта гарантирует субнепрерывность ос-
новного вариационного функционала в W 1,p[a; b].
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Теорема 2. Если интегрант f ∈ Csub
p (z) (1 6 p <∞), то вариационный функцио-

нал Φ субнепрерывен всюду в W 1,p[a; b] равномерно на любом компакте C∆ ⊂W 1,p.

Доказательство. Фиксируем компакт C∆ ⊂ W 1,p[a; b] и положим C = [a; b] ×
(C∆ · [a; b]). Пусть y(·) ∈ C∆, тогда для произвольного ε > 0 выберем δ < ε так,
чтобы ∥h∥W 1,p < δ и, в частности, |h(x)| < δ. Так как f ∈ Csub

p (z), то, используя
представление (3.1) (при k = h′) и неравенство Гельдера-Минковского, проведем
оценку ∆Φ(y, h):

|∆Φ(y, h)| =
∣∣Φ(y + h)− Φ(y)

∣∣ 6 b∫
a

∣∣f(x, y + h, y′ + h′)− f(x, y, y′)
∣∣dx 6

6
b∫

a

|∆yzP (C;h, h
′)|dx+

b∫
a

|∆yzQ(C;h, h
′)| |y′|p−1|h′|dx 6

6M1(C∆)(b− a) +M2(C∆)

b∫
a

|y′|p−1|h′|dx 6M1(C∆)(b− a)+

+M2(C∆)∥y∥p−1
W 1,p∥h∥W 1,p 6M3(C∆)

при достаточно малых ∥h∥W 1,p , с учетом ограниченности ∥y∥W 1,p при y ∈ C∆.
Таким образом, ωΦ(y) 6 M3(C∆). Следовательно, вариационный функционал

Φ(y) субнепрерывен всюду в W 1,p[a; b] равномерно на любом компакте C∆ ⊂ W 1,p.

4. Порядково доминантная субдифференцируемость
интегранта и субдифференцируемость вариационных
функционалов в W1,p[a;b]

Дадим следующее определение колебания первого порядка разностного отно-
шения функции в точке.

Определение 6. Колебанием первого порядка разностного отношения функции
φ : X → R в точке x ∈ X по направлению h называется величина

ω1
φ(x, h) = lim

t1→+0

φ(x+ t1h)− φ(x)

t1
− lim

t2→+0

φ(x+ t2h)− φ(x)

t2
.

Очевидно, что Лемма справедлива и в случае колебания первого порядка раз-
ностного отношения функции, т.е.

Если φ(x) =
b∫

a

g(x)dx, то ω1
φ(x, h) 6

b∫
a

ω1
g(x, h)dx.
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Также имеет место критерий субдифференцируемости функции в точке в тер-
минах колебания первого порядка:

φ ∈ C1,sub(x) ⇔ ω1
φ(x, h) < +∞.

Введем класс порядково доминантно субдифференцируемых функций.

Определение 7. C1-субгладкая функция f : Rx ×Ry ×Rz → R называется доми-
нантно (по переменным x, y) субдифференцируемой порядка p по z (обозначение:
f ∈ C1, sub

p (z) (1 6 p < ∞)), если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry и для любых
приращений h ∈ Vr(0) ⊂ C, k, соответственно, переменных y, z, при (x, y) ∈ C и
z ∈ Rz колебание разностного отношения первого порядка для f удовлетворяет
условию:

ω1
f (x, y, z;h, k) = O

(
|z|p−1|k|

)
при |k| → ∞ (4.1)

равномерно на множестве C × Rz × Vr.

Покажем, что условие (4.1) для интегранта гарантирует субдифференцируе-
мость основного вариационного функционала в W 1,p[a; b].

Теорема 3. Если интегрант f ∈ C1, sub
p (z) (1 6 p < ∞), то вариационный функ-

ционал субдифференцируем в W 1,p[a; b] равномерно на любом компакте C∆ ⊂ W 1,p.
При этом справедливо включение:

∂subΦ(y)h ⊂

 b∫
a

∇ yy′f(x, y, y
′) · (h, h′)dx;

b∫
a

∇yy′f(x, y, y
′) · (h, h′)dx

 . (4.2)

Доказательство. Фиксируем компакт C∆ ⊂ W 1,p[a; b] и положим C = [a; b] ×
(C∆ · [a; b]). Пусть y(·) ∈ C∆, тогда для произвольного ε > 0 выберем δ < ε так,
чтобы ∥h∥W 1,p < δ и, в частности, |h(x)| < δ. Так как f ∈ C1, sub

p (z), используя
условие (4.1) (при k = h′), теорему Фату и неравенство Гельдера-Минковского,
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проведем оценку ω1
Φ(y, h):

ω1
Φ(y, h) = lim

t1→+0

Φ(y + t1h)− Φ(y)

t1
− lim

t2→+0

Φ(y + t2h)− Φ(y)

t2
=

= lim
t1→+0

b∫
a

f(x, y + t1h, y
′ + t1h

′)− f(x, y, y′)

t1
dx−

− lim
t2→+0

b∫
a

f(x, y + t2h, y
′ + t2h

′)− f(x, y, y′)

t2
dx 6

6
b∫

a

lim
t1,t2→+0

[
f(x, y + t1h, y

′ + t1h
′)− f(x, y, y′)

t1
+

+
f(x, y + t2h, y

′ + t2h
′)− f(x, y, y′)

t2

]
dx =

=

b∫
a

ω1
f (x, y, z;h, h

′)dx 6
∫

(|h′|<δ)

M1(C∆)dx+

∫
(|h′|>δ)

M2(C∆)|y′|p−1|h′|dx 6

6M1(C∆)(b−a) +M2(C∆)

b∫
a

|y′|p−1|h′|dx 6M1(C∆)(b− a)+

+M2(C∆)∥y∥p−1
W 1,p∥h∥W 1,p 6M3(C∆)

при достаточно малых ∥h∥W 1,p , с учетом ограниченности ∥y∥W 1,p при y ∈ C∆.
Таким образом, ω1

Φ(y) 6 M3(C∆) при y ∈ C∆. Следовательно, вариационный
функционал Φ(y) субдифференцируем всюду в W 1,p[a; b] равномерно на любом
компакте C∆ ⊂ W 1,p. При этом справедливо включение (4.2).

5. Порядково доминантная n-кратная
субдифференцируемость интегранта и n-кратная
субдифференцируемость вариационного функционала
в W1,p[a;b]

Дадим теперь по индукции определение колебания n-го порядка разностного
отношения функции в точке.

Определение 8. Колебанием n-го порядка (n ∈ N) разностного отношения функ-
ции φ : X → R в точке x ∈ X по направлению h называется величина

ωn
φ(x, h) = lim

t1→+0

φ(n−1)(x+ t1h)− φ(n−1)(x)

t1
(h)n−1−

− lim
t2→+0

φ(n−1)(x+ t2h)− φ(n−1)(x)

t2
(h)n−1.
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Аналогично, очевидно, что Лемма справедлива и в случае колебания n-го по-
рядка разностного отношения функции, т.е.

Если φ(x) =
b∫

a

g(x)dx, то ωn
φ(x, h) 6

b∫
a

ωn
g (x, h)dx.

А также, имеет место критерий n-кратной субдифференцируемости функции в
терминах колебания n-го порядка:

φ ∈ Cn,sub(x) ⇔ ωn
φ(x, h) < +∞.

Введем класс порядково доминантно n-раз субдифференцируемых функций.

Определение 9. Cn-субгладкая функция f : Rx ×Ry ×Rz → R называется доми-
нантно (по переменным x, y) n раз субдифференцируемой порядка p по z (обозна-
чение: f ∈ Cn, sub

p (z) (n 6 p < ∞, n ∈ N)), если для любого компакта C ⊂ Rx × Ry

и для любых приращений h ∈ Vr(0) ⊂ C, k, соответственно, переменных y, z, при
(x, y) ∈ C и z ∈ Rz колебание n-го порядка разностного отношения для f удовле-
творяет условию:

ωn
f (x, y, z;h, k) = O

(
|z|p−n|k|n

)
при |k| → ∞ (5.1)

равномерно на множестве C × Rz × Vr.

Покажем, что условие (5.1) для интегранта гарантирует n-кратную субдиффе-
ренцируемость вариационного функционала в W 1,p[a; b].

Теорема 4. Если интегрант f ∈ Cn, sub
p (z) (n 6 p < ∞, n ∈ N), то вариаци-

онный функционал Φ n раз субдифференцируем в W 1,p[a; b] равномерно на любом
компакте C∆ ⊂ W 1,p. При этом справедливо включение:

∂nsubΦ(y)(h)
n ⊂

[ b∫
a

∇yy′

(
f (n−1)(x, y, y′)(h, h′)n−1

)
· (h, h′)dx;

b∫
a

∇yy′
(
f (n−1)(x, y, y′)(h, h′)n−1

)
· (h, h′)dx

]
. (5.2)

Доказательство. Фиксируем компакт C∆ ⊂ W 1,p[a; b] и положим C = [a; b] ×
(C∆ · [a; b]). Пусть y(·) ∈ C∆, тогда для произвольного ε > 0 выберем δ < ε так,
чтобы ∥h∥W 1,p < δ и, в частности, |h(x)| < δ. Так как f ∈ Cn, sub

p (z), используя
условие (5.1) (при k = h′), теорему Фату и неравенство Гельдера-Минковского,
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проведем оценку ωn
Φ(y, h):

ωn
Φ(y, h) = lim

t1→+0

Φ(n−1)(y + t1h)− Φ(n−1)(y)

t1
(h)n−1−

− lim
t2→+0

Φ(n−1)(y + t2h)− Φ(n−1)(y)

t2
(h)n−1 =

= lim
t1→+0

b∫
a

(
∇yy′f

(n−1)(x, y + t1h, y
′ + t1h

′) · (h, h′)
)n−1−

t1

−
(
∇yy′f

(n−1)(x, y, y′) · (h, h′)
)n−1

dx−

− lim
t2→+0

b∫
a

(
∇yy′f

(n−1)(x, y + t2h, y
′ + t2h

′) · (h, h′)
)n−1 −

t2

−
(
∇yy′f

(n−1)(x, y, y′) · (h, h′)
)n−1

dx 6

6
b∫

a

lim
t1,t2→+0

[(∇yy′f
(n−1)(x, y + t1h, y

′ + t1h
′) · (h, h′)

)n−1 −
t1

−
(
∇yy′f

(n−1)(x, y, y′) · (h, h′)
)n−1

+

+

(
∇yy′f

(n−1)(x, y + t2h, y
′ + t2h

′) · (h, h′)
)n−1−

t2

−
(
∇yy′f

(n−1)(x, y, y′) · (h, h′)
)n−1]

dx =

=

b∫
a

ωn
f (x, y, z;h, h

′)dx 6
∫

(|h′|<δ)

M1(C∆)dx+

∫
(|h′|>δ)

M2(C∆)|y′|p−n|h′|ndx 6

6M1(C∆)(b− a) +M2(C∆)

b∫
a

|y′|p−n|h′|ndx 6M1(C∆)(b− a)+

+M2(C∆)∥y∥p−n
W 1,p∥h∥nW 1,p 6M3(C∆)

при достаточно малых ∥h∥W 1,p , с учетом ограниченности ∥y∥W 1,p при y ∈ C∆.

Значит, ωn
Φ(y) 6 M3(C∆) при y ∈ C∆. Следовательно, вариационный функ-

ционал Φ(y) n раз субдифференцируем всюду в W 1,p[a; b] равномерно на любом
компакте C∆ ⊂ W 1,p. При этом справедливо включение (5.2).
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6. Заключение

Таким образом, для вариационных функционалов в пространствах Соболева
W 1,p[a, b] (1 ≤ p < ∞) введена последовательность порядково доминантных клас-
сов субгладких функций. Тем самым, построен аппарат, с помощью которого изу-
чены суб-аналитические свойства вариационного функционала в W 1,p[a, b]. Дан-
ный результат позволит получить суб-аналоги "основной вариационной леммы"
и уравнения Эйлера-Лагранжа в пространствах Соболева.
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