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Аннотация. В работе рассмотрены некоторые приложения теории симметрических дифферен-
циалов и симметрических субдифференциалов в теории вероятностей и в теории экстремальных
задач. Понятие оптимальности направления мы связываем с локальными аналогами известных
в теории вероятностей понятий асимметрии и эксцесса. Эти характеристики оказываются тес-
но связанными с симметрическими дифференциалами либо, при соответствующем обобщении,
с субдифференциалами, что позволяет применить для исследования подобных экстремальных
задач симметрический анализ.
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Abstract.
In the last decade, the theory of so-called compact subdifferentials has been constructed and found

significant applications in the works of the first author and his students, the main point of which is the
use for the mappings in Banach spaces as subdifferentials of many-valued sublinear and polysublinear
operators with compact convex values. In our papers we consider the question of constructing the
foundations of the theory of symmetric compact subdifferentials of mappings in Banach spaces.

Symmetric local characteristics of maps, from their very appearance, take a special position in the
material analysis. However, the symmetric differential calculus, in contrast to the classical calculus, has
not been generalized to the infinite-dimensional case — an analog of the Gateau–Hadamard–Frechet
calculus was not constructed for the symmetric case.

In the applied plan, we associate the feasibility of constructing a symmetric version of the
subdifferential calculus with the following capabilities of applications that are implemented in this
paper.

Earlier, in our works, the problem of finding the direction of the optimal transition (in diameter)
through the minimum point was formulated and investigated. It turned out that to study such a
problem it is convenient to use symmetric rather than centered characteristics (symmetric differentials,
or, in the more general case, symmetric subdifferentials of the first and second order).

This possibility is associated with the application of symmetric characteristics in extremal
problems «at the second stage»: for the extremum point already found, determine the optimal (in
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a certain sense) linear direction of motion to the extremum point. In this connection, we should
mention two known approaches in the nonsmooth case. The first of these is also known as the «steepest
descent method» (along the radius) to the minimum point, and in the computational plan is close to
the gradient method of finding the minimum. The second approach, known as the «Gelfand ravine
method», is connected with the passage through the extremum point along the diameter.

In our work, the concept of optimality of direction we associate with local analogues of the concepts
of asymmetry and kurtosis known in probability theory. These characteristics turn out to be closely
related to symmetric differentials, or, with appropriate generalization, to subdifferentials, which allows
us to apply symmetric analysis to study such extremal problems.
Keywords: symmetric derivatives, symmetric subdifferential, local asymmetry, local kurtosis.
MSC 2010: 46G05, 49J52

Введение

В последнее десятилетие в работах первого автора и его учеников (см. [10],
[11], [18]) была построена и нашла значимые применения теория так называемых
компактных субдифференциалов, основным моментом которой является исполь-
зование для отображений в банаховых пространствах в качестве субдифференци-
алов многозначных сублинейных и полисублинейных операторов с компактными
выпуклыми значениями. В наших работах [1], [9] рассмотрен вопрос о прострое-
нии основ теории симметрических компактных субдифференциалов отображений
в банаховых пространствах.

Симметрические локальные характеристики отображений, с самого их возник-
новения, занимают особую позицию в вещественном анализе. Однако симметриче-
ское дифференциальное исчисление, в отличие от классического не получило обоб-
щения на бесконечномерный случай — аналог исчисления Гато–Адамара–Фреше
для симметрического случая не был построен.

В работе [1] была сформулирована и исследована задача поиска направления
оптимального перехода (по диаметру) через точку минимума. Оказалось, что для
исследования такой задачи удобно использовать симметрические, а не обычные
характеристики (симметрические дифференциалы, либо, в более общем случае,
симметрические субдифференциалы первого и второго порядка).

Напомним определение симметрических производных первого и второго по-
рядков ([2], [12]) как пределов соответствующих разностных отношений:

f [′](y) = lim
h→+0

∆1f(y, h)

2h
= lim

h→+0

f(y + h)− f(y − h)

2h
,

f [′′](y) = lim
h→+0

∆2f(y, 2h)

4h2
= lim

h→+0

f(y + 2h)− 2f(y) + f(y − 2h)

4h2
.

В прикладном плане целесообразность построения симметрической версии суб-
дифференциального исчисления мы связываем со следующей возможностью при-
ложения, которая реализуется в данной работе.

Эта возможность связана с применением симметрических характеристик в экс-
тремальных задачах «на втором этапе»: для уже найденной точки экстремума
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определить оптимальное (в некотором смысле) линейное направление движения
к точке экстремума. В этой связи следует упомянуть о двух известных подходах
в негладком случае. Первый из них (метод Демьянова–Рубинова) известен также
как «метод наискорейшего спуска» (по радиусу) ([5], [6]) к точке минимума, и в
вычислительном плане близок к градиентному методу поиска минимума. Второй
подход, известный как «метод оврагов Гельфанда» ([3], [4]), связан с переходом
через точку экстремума по диаметру.

В нашей работе понятие оптимальности направления мы связываем с локаль-
ными аналогами известных в теории вероятностей понятий асимметрии и эксцесса.
Эти характеристики оказываются тесно связанными с симметрическими диффе-
ренциалами либо, при соответствующем обобщении, с субдифференциалами, что
позволяет применить для исследования подобных экстремальных задач симмет-
рический анализ.

Работа состоит из трех разделов. В первом разделе исследуется возможность
применения симметрических дифференцируемых и субдифференцируемых харак-
теристик к негладким распределениям вероятностей случайной величины. Как из-
вестно, классическая теория вероятностей широко использует понятия асиммет-
рии и эксцесса случайной величины (skewness), в основном, с «одновершинной»
плотностью распределения. Однако, в негладком случае с этой целью предпочти-
тельнее ввести локальные характеристики, описывающие «скос» и «островершин-
ность» распределения вблизи точки максимума (пример 1).

Предлагаемый нами метод опирается на введенные ниже понятия локальной
асимметрии и локального эксцесса плотности распределения в точке максимума
(определение 1). При наличии соответствующей симметрической дифференцируе-
мости, эти характеристики выражаются через симметрические производные пер-
вого либо второго порядка, соответственно (теорема 1). В примере 2 эта техника
применяется к «склейке» двух различных нормальных распределений.

В случае набора случайных величин (случайного вектора) во втором разделе,
мы вводим понятия локальной асимметрии и локального эксцесса по заданному
направлению. Это позволяет поставить также вопрос о поиске оптимального на-
правления, минимизирующего (по модулю) локальную асимметрию, либо локаль-
ный эксцесс. В примере 3 эта техника применяется к «склейке» континуального
набора радиальных нормальных распределений.

В заключительном разделе мы обобщаем понятия локальной асимметрии и
локального эксцесса на общий случай функционала в банаховом пространстве,
достигающего локального экстремума в заданной точке (определение 3). Здесь
вопрос о выборе оптимального направления, вдоль которого минимизируются, со-
ответственно, локальная асимметрия либо локальный эксцесс, выступает на пер-
вый план.
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1. Локальная асимметрия и локальный эксцесс негладких
распределений, их минимизация

Любое распределение вероятностей случайной величины можно изобразить
в виде кривой, воспроизводящей основные особенности данного распределе-
ния.Выяснение общего характера распределения предполагает, в частности, и вы-
числение показателей асимметрии и эксцесса. При анализе распределения значи-
тельный интерес представляет оценка отклонения данного распределения от сим-
метричного. В некоторых случаях распределения могут быть асимметричными,
или скошенными.

Асимметрия характеризует степень смещения относительно среднего значения
по величине и направлению. Эксцесс характеризует степень концентрации вокруг
среднего значения и является своеобразной мерой крутости кривой.

Как известно, классические понятия асимметрии и эксцесса случайной вели-
чины в теории вероятностей (см. [7], [8], [13] – [17], [19]) связаны с центральными
моментами, соответственно, третьего и четвертого порядков, и используются, как
правило, для сравнения поведения «одновершинной» плотности распределения
случайной величины в точке максимума с плотностью соответствующего нормаль-
ного распределения случайной величины:

AS(f) =
1

σ3

∞∫
−∞

(x−M(ξ))3f(x)dx, EX(f) =
1

σ4

∞∫
−∞

(x−M(ξ))4f(x)dx− 3, (1.1)

где M(ξ) – математическое ожидание случайной величины ξ, σ — среднеквадра-
тичное отклонение данной случайной величины. При этом знак AS(f) характери-
зует «скос вправо» (AS(f) > 0) либо «скос влево» (AS(f) < 0) данного распределе-
ния в сравнении с нормальным, а знак EX(f) характеризует «островершинность»
(EX(f) > 0) либо «пологость» (EX(f) < 0) распределения в сравнении с соответ-
ствующим нормальным:

Рис. 1.

Обратим внимание на следующий факт: глобальные характеристики (1.1) ис-
пользуются для описания локального поведения f(x) вблизи точки максимума.
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Такая связь, приемлемая в гладком случае, уже не оправдана в негладком слу-
чае, как показывает следующий пример «склейки» двух распределений в точке
максимума.

Пример 1. Пусть f1(x) и f2(x) — две плотности распределения с общим макси-
мальным значением в точке x = x0, причем

x0∫
−∞

f1(x)dx+

x0∫
∞

f2(x)dx = 1 (fi ∈ C1(R)).

Положим

f(x) =

{
f1(x), −∞ < x ≤ x0;
f2(x), x0 ≤ x < +∞.

Тогда f(x) также является плотностью распределения, однако, ввиду негладкости,
для описания поведения f(x) вблизи x0 нужны уже локальные характеристики.
Введем их как пределы соответствующих интегральных средних значений.

Определение 1. Назовем локальной асимметрией f(x) в точке x0 величину:

Af(x0) = lim
h→+0

(
1

2h

x0+h∫
x0−h

f(x)dx

x− x0

)
(1.2)

и локальным эксцессом f(x) в точке x0 величину:

Ef(x0) = lim
h→+0

(
1

2h

x0+h∫
x0−h

f(x)− f(x0)

(x− x0)2
dx

)
, (1.3)

в предположении сходимости соответствующих интегралов (1.2) и (1.3).

Введенные характеристики нетрудно выразить через симметрические произ-
водные f в точке x0, соответственно, первого и второго порядков, если они суще-
ствуют.

Теорема 1. 1) Если f симметрически дифференцируема в точке x0, то

Af(x0) = ∂[′]f(x0). (1.4)

2) Если f дважды симметрически дифференцируема в точке x0, то

Ef(x0) =
1

2
∂[′′]f(x0). (1.5)
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Доказательство. 1) Имеем, применяя теорему о среднем:

1

2h

x0+h∫
x0−h

f(x)dx

x− x0
=

1

2h

( x0+h∫
x0

f(x)dx

x− x0
+

x0∫
x0−h

f(x)dx

x− x0

)
=

=
1

2h

( h∫
0

f(x0 + t)dt

t
−

h∫
0

f(x0 − t)dt

t

)
=

1

h

h∫
0

f(x0 + t)− f(x0 − t)

2t
dt =

=
f(x0 + τ)− f(x0 − τ)

2τ
, где 0 < τ < h. (1.6)

Отсюда, при h→ +0 следует равенство (1.6).
2) Применяя теорему о среднем, имеем:

1

2h

x0+h∫
x0−h

f(x)− f(x0)

(x− x0)2
dx =

1

2h

( x0+h∫
x0

f(x)− f(x0)

(x− x0)2
dx+

x0∫
x0−h

f(x)− f(x0)

(x− x0)2
dx

)
=

=
1

2h

( h∫
0

f(x0 + t)− f(x0)

t2
dt+

h∫
0

f(x0 − t)− f(x0)

t2
dt

)
=

=
1

h

h∫
0

f(x0 + t)− 2f(x0) + f(x0 − t)

2t2
dt =

=
f(x0 + τ)− 2f(x0) + f(x0 − τ)

2τ 2
, где 0 < τ < h. (1.7)

Отсюда, при h→ +0 следует равенство (1.7).

Возвращаясь теперь к примеру 1, отметим, что в данном случае

Af(x0) = ∂[′]f(x0) =
1

2
[∂f1(x0) + ∂f2(x0)] .

В случае негладкости второго порядка в точке x0 (∂f1(x0) = ∂f2(x0)), ∂2f1(x0) ̸=
̸= ∂2f2(x0), локальный эксцесс вычисляется по аналогичной формуле:

Ef(x0) =
1

2
∂[′′]f(x0) =

1

4

[
∂2f1(x0) + ∂2f2(x0)

]
.

Рассмотрим теперь конкретный пример «склейки» (с точностью до постоянных
множителей) двух нормальных распределений.

Пример 2. Далее φ(x) — «малая» функция Лапласа: φ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 , x ∈ R;

Φ(x) =
x∫
0

φ(t)dt — «большая» функция Лапласа. Напомним, что так называемое
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«нормальное» распределение вероятностей случайной величины N(m,σ) (см. [7],
[8]), задается плотностью f(x) = 1

σ
φ
(
x−m
σ

)
; здесь m — математическое ожидание,

σ — среднеквадратичное отклонение данной случайной величиной.
Рассмотрим «склейку» двух нормально распределенных случайных величин
N1(m1, σ1) и N2(m2, σ2) (mi, σi > 0) :

f(x) =


γ1 ·

1

σ1
φ

(
x−m1

σ1

)
,−∞ < x ≤ 0;

γ2 ·
1

σ2
φ

(
x−m2

σ2

)
, 0 ≤ x < +∞.

(1.8)

Здесь множители γ1 и γ2 подбираются из условий непрерывной склейки в нуле:

γ1 ·
1

σ1
φ

(
m1

σ1

)
= γ2 ·

1

σ2
φ

(
m2

σ2

)
(1.9)

и нормировки плотности:
∞∫

−∞

f(x)dx = γ1 ·
(
1

2
− Φ

(
m1

σ1

))
+ γ2 ·

(
1

2
− Φ

(
m2

σ2

))
= 1, (1.10)

откуда находим:

γ1 = 2σ1 · φ
(

m2

σ2

)
·

·
[
σ1 · φ

(
m2

σ2

)
·
(
1− 2Φ

(
m1

σ1

))
+ σ2 · φ

(
m1

σ1

)
·
(
1− 2Φ

(
m2

σ2

))]−1

;

γ2 = 2σ2 · φ
(

m1

σ1

)
·

·
[
σ2 · φ

(
m1

σ1

)
·
(
1− 2Φ

(
m2

σ2

))
+ σ1 · φ

(
m2

σ2

)
·
(
1− 2Φ

(
m1

σ1

))]−1

.

1) Вычислим локальную асимметрию распределения (1.8) в нуле и поставим за-
дачу ее минимизации (по модулю):

Af(0) = ∂[′]f(0) =
1

2
(∂f−(0) + ∂f+(0)) =

=
1

2

(
γ1 ·

m1

σ3
1

· φ
(
m1

σ1

)
− γ2 ·

m2

σ3
2

· φ
(
m2

σ2

))
.

Отсюда, приравнивая Af(0) к нулю, получаем:

γ1 ·
m1

σ3
1

· φ
(
m1

σ1

)
= γ2 ·

m2

σ3
2

· φ
(
m2

σ2

)
. (1.11)

Из уравнений (1.9) и (1.11) следует условие минимальности |Af(0)|:

m1

m2

=
σ2
1

σ2
2

. (1.12)
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2) Вопрос о локальном эксцессе распределения (1.8) мы рассматриваем при до-
полнительном условии m1 = m2 = 0:

f(x) =

 γ1 · φ
(

x
σ1

)
,−∞ < x ≤ 0;

γ2 · φ
(

x
σ2

)
, 0 ≤ x < +∞.

В этом случае f(x) является C1-гладкой в нуле, однако f ′′(0) не существует. Имеем:

f ′′
−(0) =

1

σ2
1

, f ′′
+(0) =

1

σ2
2

,

откуда

Ef(0) =
1

2
∂[′′]f(0) =

1

4

(
1

σ2
1

+
1

σ2
2

)
.

2. Локальная асимметрия и локальный эксцесс набора
случайных величин

Рассмотрим теперь совместную плотность распределения f(x1, . . . , xn) набора
случайных величин (ξ1, . . . , ξn) (см. [8]). В этом случае мы введем понятия ло-
кальной асимметрии и локального эксцесса по заданному направлению h ∈ Rn,
соответствующим образом обобщая определение 1.

Определение 2. Назовем локальной асимметрией f по направлению h в точке
x0 ∈ Rn величину

Af(x0)h = lim
t→+0

(
1

2t

t∫
−t

f(x0 + τh)dτ

τ

)
(2.1)

и локальным эксцессом f по направлению h в точке x0 ∈ Rn величину

Ef(x0)(h)
2 = lim

t→+0

(
1

2t

t∫
−t

f(x0 + τh)− f(x0)

τ 2
dτ

)
, (2.2)

если соответствующие интегралы сходятся.

Из теоремы 1 легко вытекает связь характеристик (2.1) – (2.2) с соответству-
ющими симметрическими дифференциалами, в случае их существования.

Теорема 2. 1) Если f симметрически дифференцируема в точке x0 по направ-
лению h, то

Af(x0)h = ∂[′]f(x0)h.

2) Если f дважды симметрически дифференцируема по направлению h в точке
x0, то

Ef(x0)(h)
2 =

1

2
∂[′′]f(x0)(h)

2.
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Рассмотрим двумерный пример, также связанный со «склейкой» нормальных
распределений по лучам в полярных координатах на плоскости (x = ρ cosα, y =
= ρ sinα, 0 ≤ α ≤ 2π).
Пример 3. Пусть на каждом луче (α = const, 0 ≤ ρ < ∞) задано нормальное
распределение (с точностью до постоянного множителя):

f(ρ, α) =
γ(α)

σ(α)
· φ
(
ρ−m(α)

σ(α)

)
(σ(α) > 0).

Проведем склейку распределений на каждой паре лучей, соответствующих углам
α и π + α.
Из условия (1.9) непрерывной склейки (пример 2) получаем:

γ(α)

σ(α)
· φ
(
m(α)

σ(α)

)
=
γ(α + π)

σ(α + π)
· φ
(
m(α + π)

σ(α + π)

)
. (2.3)

Применяя условие нормировки
∞∫
0

f(ρ, α)dρ+

∞∫
0

f(ρ, α + π)dρ = 1,

получаем:

γ(α) ·
(
1

2
+ Φ

(
m(α)

σ(α)

))
+ γ(α + π) ·

(
1

2
+ Φ

(
m(α + π)

σ(α + π)

))
= 1. (2.4)

Из системы (2.3) – (2.4) выражаются подходящие γ(α) и γ(α + π).
Находим локальную асимметрию f(ρ, α) по ρ в нуле:

Af(ρ, α)|ρ=0 =
1

2

(
∂f

∂ρ
(0, α) +

∂f

∂ρ
(0, α + π)

)
=

=
1

2

(
γ(α)

σ3(α)
· φ
(
m(α)

σ(α)

)
+

γ(α + π)

σ3(α + π)
· φ
(
m(α + π)

σ(α + π)

))
.

Отсюда: (
Af(ρ, α)|ρ=0 = 0

)
⇔
(
γ

σ3
· φ
(m
σ

)∣∣∣
α
+

γ

σ3
· φ
(m
σ

)∣∣∣
α+π

= 0

)
. (2.5)

Условия (2.3) – (2.5) приводят к равенству:

m(α)

σ2(α)
+
m(α + π)

σ2(α + π)
= 0. (2.6)

Конкретные примеры:
(i) Пусть m(α) ≡ 0, σ(α) = 2 + cos 2α. Здесь условия (2.3) – (2.4) выполнены при
γ(α) ≡ 1; условие (2.5) также выполнено для любого α.
(ii) Пусть m(α) = sin 2α, σ(α) ≡ σ. Здесь условия (2.3) – (2.4) выполнены при

γ(α) =
1

1 + 2Φ( sin 2α
σ

)
; условие (2.5) выполнено при sin 2α = 0, тогда α =

π

2
, α =

3π

2
.
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3. Общая экстремальная задача поиска оптимальных
направлений, минимизирующих локальную асимметрию и
локальный эксцесс функционала

Введенные выше понятия нетрудно распространить на общий случай непре-
рывного функционала Φ : E ⊃ U(y) → R, достигающего локального экстремума
в некоторой точке y вещественного банахового пространства E, h ∈ E — любое
направление в E.

Определение 3. Назовем локальной асимметрией функционала Φ в точке y по
направлению h следующий предел:

AΦ(y)h = lim
t→+0

(
1

2t

t∫
−t

Φ(y + τh)dτ

τ

)
, (3.1)

а локальным эксцессом функционала Φ в точке y по направлению h следующий
предел:

EΦ(y)(h)2 = lim
t→+0

(
1

2t

t∫
−t

Φ(y + τh)− Φ(y)

τ 2
dτ

)
, (3.2)

в предположении, что пределы (3.1) и (3.2) существуют.

Очевидно, результат теоремы 2 без изменений переносится на данный случай.

Теорема 3. 1) Если Φ симметрически дифференцируем в точке y по направлению
h, то

AΦ(y)h = ∂[′]Φ(y)h.

2) Если Φ дважды симметрически дифференцируем в точке y по направлению h,
то

EΦ(y)(h)2 =
1

2
∂[′′]Φ(y)(h)2.

Отметим также, что AΦ(y)h и EΦ(y)(h)2 могут существовать и при отсутствии
симметрической дифференцируемости. Приведем простые скалярные примеры.
Пример 4. 1) Пусть Φ(x) = x

1
3 . Тогда ∂[′]Φ(0) = ∞, однако

AΦ(0) = lim
t→+0

(
1

2t

t∫
−t

x
1
3dx

x

)
= 0.

2) Пусть Φ(x) = x
8
3 . Тогда ∂[′′]Φ(0) = ∞, однако

EΦ(0) = lim
t→+0

(
1

2t

t∫
−t

x
8
3dx

x2

)
= 0.
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Заметим теперь, что рассматривая вопрос о вычислении локальной асиммет-
рии и локального эксцесса при произвольно заданном направлении h, естественно
поставить вопрос о выборе оптимальных направлений, вдоль которых минимизи-
руются, соответственно, модуль асимметрии и модуль эксцесса. Отметим также,
что в C1–гладком случае, в силу леммы Ферма, ∂[′]Φ(y)h = 0 по любому направле-
нию h ∈ E, откуда, в соответствии с теоремой 3, AΦ(y)h = ∂[′]Φ(y)h = 0 по любому
направлению h ∈ E. Таким образом, задача минимизации локальной асимметрии
является нетривиальной лишь в точке негладкого экстремума. В общем виде эта
задача исследована в нашей работе [1].

Заключение

В работе исследована возможность применения симметрических дифферен-
цируемых и субдифференцируемых характеристик к негладким распределениям
вероятностей случайной величины. Введены понятия локальной асимметрии и ло-
кального эксцесса по заданному направлению в случае набора случайных величин
(случайного вектора), что позволило поставить вопрос о поиске оптимального на-
правления, минимизирующего (по модулю) локальную асимметрию, либо локаль-
ный эксцесс. Эта техника применена к «склейке» набора нормальных распределе-
ний.
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