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Аннотация. На примере кубического консервативного отображения плоскости проведено ис-
следование локальных бифуркаций разрушения консервативной динамики, возникающих при
добавлении к консервативным системам обратимых возмущений. Показано, что основными би-
фуркациями разрушения консервативной динамики здесь являются обратимые бифуркации вил-
ки. В результате такой бифуркации симметричная эллиптическая точка становится седловой, а
в ее окрестности рождается пара из асимптотически устойчивой и вполне неустойчивой точек.
Процесс разрушения консервативной динамики продемонстрирован на примере резонансов 1:3 и
1:4, возникающих в окрестности эллиптической неподвижной точки в кубическом консерватив-
ном отображении Эно.
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1. Введение

В работе рассматривается задача, связанная с изучением обратимых возмуще-
ний консервативных (сохраняющих площадь) двумерных отображений и исследо-
ванием в них бифуркаций разрушений симметрии, то есть бифуркаций, приводя-
щих к рождению устойчивых и вполне неустойчивых периодических траекторий
(орбит).

Напомним, что диффеоморфизм f называется обратимым (реверсивным), ес-
ли он сопряжен со своим обратным отображением посредством некоторого преоб-
разования h, являющегося инволюцией (h ◦ h = id). То есть для обратимого отоб-
ражения f выполняется следующее соотношение: f = h ◦ f−1 ◦ h. Фазовый объем
при обратимых отображениях, в отличии от консервативных, в общем случае не
сохраняется2. С другой стороны, в отличие от чисто диссипативных отображений,
в фазовом пространстве обратимых диффеоморфизмов, помимо областей, отвеча-
ющих сжатию объемов, существуют также области, отвечающие их растяжению,
в результате чего в таких диффеоморфизмах для каждого аттрактора A суще-
ствует симметричный ему (относительно инволюции h) репеллер R = h(A), то
есть аттрактор обратного отображения f−1.

Характерной чертой обратимых неконсервативных отображений является со-
существование консервативных элементов динамики (эллиптических орбит и
КАМ-кривых вокруг них) с диссипативными — аттракторами и репеллерами. По-
видимому, впервые явление сосуществования консервативного и диссипативного
поведения в обратимых системах было исследовано в работе [1], после которой
появился целый ряд работ по исследованию хаотической динамики обратимых
двумерных отображений (см. обзоры [2, 3] и ссылки в них).

В последнее время интерес к изучению обратимых отображений значительно
усилился благодаря открытию смешанной динамики [4, 6, 5, 7] — третьей формы
динамического хаоса, дополнительной к консервативному (гамильтонову) хаосу и
странным аттракторам, для которой характерна принципиальная неотделимость
аттракторов от репеллеров. Само явление смешанной динамики было открыто еще
в работе Гонченко, Тураева и Шильникова [4], а специфика ее проявления в случае
обратимых отображений была исследована в работах [6, 7]. Основы математиче-
ской теории смешанной динамики были построены совсем недавно в работах Гон-
ченко и Тураева [8, 9]. В этих работах, в частности, была введена новая концепция
аттракторов и репеллеров, позволяющая теоретически объяснить часто наблюда-
емые в численных экспериментах явления пересечения аттракторов и репеллеров.
При этом, в случае обратимых систем, эти явления неизбежно сопровождаются

2В некоторых случаях, например для гамильтоновых систем, обратимые отображения могут
быть консервативными.
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возникновением обратимой смешанной динамики, характеризующейся неотдели-
мостью не только аттракторов от симметричных им репеллеров, но также и от
консервативной динамики, включающей эллиптические и консервативные перио-
дические траектории, КАМ-кривые и т.п.

Среди работ, посвященных численным исследованиям смешанной динамики в
обратимых системах, отметим работы [10, 11, 12], в которых явление обратимой
смешанной динамики было обнаружено в неголономных моделях кельтского кам-
ня, резинового волчка Чаплыгина и волчка Суслова, а также работы [13] и [14],
посвященные исследованию сценариев возникновения такого явления в модели
связанных осцилляторов, а также в вихревой модели.

Заметим, что во всех перечисленных выше случаях смешанная динамика воз-
никала в обратимых системах, получающихся в результате таких возмущений об-
ратимых консервативных систем, которые сохраняют обратимость, но приводят
к разрушению консервативности. В результате этого, в таких системах возника-
ют аттракторы и репеллеры. В связи с этим, большой интерес представляют две
связанные друг с другом задачи: как в конкретных примерах построить такие
возмущения и какова структура соответствующих бифуркаций разрушения сим-
метрии. В настоящей работе мы рассмотрим обе эти задачи на примере сохра-
няющих площадь кубических отображений плоскости. Заметим, что разрушение
консервативной динамики в обратимых системах связано с бифуркациями двух
типов: локальные бифуркации разрушения симметрии и глобальные бифуркации
разрушения симметрии.

Основные элементы теории локальных бифуркаций обратимых отображений
построены, в частности, в работе [15]. Одним из основных типов таких бифурка-
ций является так называемая бифуркация обратимая вилка (reversible pitchfork),
в результате которой симметричная эллиптическая периодическая точка стано-
вится седловой, а в ее окрестности рождается пара из устойчивой (сток) и вполне
неустойчивой (источник) точек, см. рис. 1. Напомним, что орбита называется сим-
метричной, если она пересекает множество Fix(h) неподвижных точек инволюции
h (т.е. множество таких точек x, для которых h(x) = x). Кроме того заметим, что
подобные локальные бифуркации разрушения симметрии служат своеобразным
индикатором смешанной динамики в таких моделях, как неголономный волчок
Суслова [16], модель Пиковского-Топажа [13], описывающая взаимодействие че-
тырех связанных ротаторов, и др.

Глобальные бифуркации разрушения симметрии связаны с возникновением
нетрансверсальных пересечений инвариантных многообразий либо одной и той
же седловой периодической траектории (гомоклинические касания), либо разных
(гетероклинические касания). При выполнении соответствующих условий бифур-
кации таких касаний приводят к появлению как симметричных пар периодических
траекторий типа «сток-источник», так и симметричных эллиптических траекто-
рий. К примеру, одни из основных типов таких глобальных бифуркаций связаны
с образованием негрубых гетероклинических контуров, содержащих 2 седловые
точки, одна из которых обладает якобианом J < 1, а другая — J > 1 (см. рис.
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Рис. 1. Фазовые портреты в окрестности бифуркации обратимая вилка: (а) до бифуркации, (б)
после бифуркации.

2a)3. В работе [4] доказано, что в окрестности любого двумерного диффеоморфиз-
ма, содержащего такой гетероклинический контур, существуют открытые обла-
сти (области Ньюхауса), в которых всюду плотны диффеоморфизмы со счетными
множествами устойчивых, вполне неустойчивых и седловых периодических орбит,
замыкания которых имеют непустые пересечения, что и означает неотделимость в
системе аттракторов от репеллеров. Позже, в работе [6], аналогичная теорема была
доказана в случае, когда диффеоморфизм с таким гетероклиническим контуром
является обратимым (соответствующий гетероклинический контур изображен на
рис. 2б). Однако, в отличие от общего случая, в дополнение к периодическим ис-
точникам и стокам, в таких отображениях также возникают симметричные эллип-
тические и консервативные седловые периодические орбиты. Отметим, что такие
симметричные орбиты пересекают множество Fix(h) инволюции h (то есть мно-
жество таких точек x, что h(x) = x). Среди работ, посвященных исследованию
сценариев возникновения смешанной динамики в результате глобальных бифур-
каций разрушения симметрии, отметим работы [13, 14], в которых описанные вы-
ше негрубые гетероклинические контуры были найдены численно, и, тем самым,
доказано возникновение смешанной динамики в исследуемых системах.

Исследования глобальных бифуркаций разрушения симметрии сводятся к по-
строению и исследованию локальных бифуркаций в отображениях первого воз-
вращения в окрестность седловой точки, принадлежащей негрубому гетероклини-
ческому контуру [4, 6, 7]. Как правило, такие отображения, в некотором прибли-

3Напомним, что под негрубым гетероклиническим контуром подразумевается сепаратрисный
контур, содержащий 2 седловые точки, в котором одна пара сепаратрис пересекается трансвер-
сально (грубо), а другая пара образует негрубое касание.
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Рис. 2. Примеры негрубых гетероклинических контуров: (а) контур, исследованный в работе [4];
(б) негрубый гетероклинический контур с квадратичным касанием [6]; (в) негрубый гетерокли-
нический контур с кубическим касанием.

жении, входят в класс обобщенных отображений Эно вида:

Hn :

{
x̄ = y,

ȳ = −bx+ P (y),
(1.1)

где P (y) — полином n-й степени, имеющий вид P (y) = ±yn + O(yn−2), а b —
параметр, задающий якобиан отображения (J = b). Когда P (y) =M − y2, отобра-
жение 1.1 является хорошо известным отображением Эно [18]. Такое отображение
возникает, например, при исследовании бифуркаций квадратичных гомоклиниче-
ских касаний [19].

При изучении бифуркаций кубических гомоклинических касаний (см. рис. 2в)
возникает кубическое отображение Эно H3, для которого f(y) = M ± y3 +M2y
[20, 21]:

H3 :

{
x̄ = y,

ȳ = −bx+M1 +M2y ± y3.
(1.2)

Обратим внимание, что при b = 1 семейство обобщенных отображений Эно 1.1
являются консервативными и, более того, обратимыми относительно инволюции h

h :

{
x̄ = y,

ȳ = x.
(1.3)

Обозначим консервативное кубическое отображение Эно с y3 через H+
3 , а с

−y3 — через H−
3 . Именно такие отображения возникают при изучении кубических

гомоклинических касаний в консервативных системах. Подробный бифуркацион-
ный анализ отображений H±

3 содержится в работе [22], где изучены бифуркации
неподвижных, 2- и 3- периодических точек, а также в работе [23], посвященной де-
тальному изучению резонанса 1:4 в окрестности эллиптической неподвижной точ-
ки отображения. В частности, в указанных работах показано, что эллиптические
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точки резонансов 1:3 и 1:4 могут претерпевать бифуркацию вилка, в результате
которой симметричная эллиптическая точка, становится седловой, а в ее окрест-
ности рождается пара несимметричных эллиптических точек такого же периода.

О результатах работы
В настоящей работе предложен метод построения обратимых неконсерватив-

ных отображений. С помощью предложенного метода сконструировано обрати-
мое неконсервативное отображение, являющееся возмущением суперпозиции двух
одинаковых кубических консервативных отображений Эно H+

3 (1.2). Показано,
что при добавлении такого возмущения эллиптические орбиты резонансов 1:3 и
1:4 при некоторых значениях параметров претерпевают бифуркацию обратимая
вилка, в результате чего в системе возникают аттракторы — устойчивые периоди-
ческие точки и репеллеры — вполне неустойчивые периодические точки.

Заметим, что резонансные орбиты 1:3 (как и любые другие орбиты нечетного
периода) исходного кубического отображения Эно H+

3 , являются периодическими
орбитами того же периода для суперпозиции двух таких же отображений Эно, то
есть для отображения (H+

3 )
2. Однако, для периодических орбит четного периода

ситуация иная. Периодическая орбита четного периодаN для исходного отображе-
ния H+

3 распадается на пару N/2 периодических орбит для квадрата отображения
Эно (H+

3 )
2. Таким образом, неконсервативные возмущения для сконструирован-

ного нами отображения, в общем случае, по разному влияют на поведение разных
орбит из этой пары, в результате чего бифуркационные диаграммы для каждой
из этих орбит будут различными. В разделе 4 описанный эффект продемонстри-
рован для двух орбит периода 2, являющихся одной резонансной орбитой 1:4 в
исходном кубическом отображении H3.

2. Алгоритм построения неконсервативных обратимых
отображений

2.1. Построение консервативных обратимых отображений

Рассмотрим двумерное отображение, заданное в неявном виде:{
x̄ = F (x, ȳ),

y = F (ȳ, x).
(2.1)

В работе [7] показано, что такое отображение является обратимым относительно
инволюции h : {x̄ = y, ȳ = x} (1.3). Если функция F (x, y), входящая в правую
часть уравнения, зависит от переменной x линейно, то есть F (x, y) = xG1(y) +
G0(y), то отображение (2.1) может быть переписано в явном виде:{

x̄ = xG1(ȳ) +G0(ȳ),

ȳ = y−G0(x)
G1(x)

.
(2.2)
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Заметим, если функция G1(x) является гладкой и G1(x) ̸= 0, x ∈ R, тогда отобра-
жение (2.2) является диффеоморфизмом плоскости.

Далее возьмем F (x, y) =M1+M2y+y
3−x и получим отображение следующего

вида:

H2
3 :

{
x̄ =M1 +M2ȳ + ȳ3 − x,

ȳ =M1 +M2x+ x3 − y.
(2.3)

Лемма 1. Отображение (2.3) является суперпозицией двух отображений, яв-
ляющихся обратными к кубическому отображению Эно H+

3 . Верно следующее
соотношение:

H2
3 = (H+

3 )
−1 ◦ (H+

3 )
−1.

Так как, при b = 1, кубическое отображение Эно (1.2) является консерва-
тивным, то и обратное к нему отображение тоже будет консервативным. Поэто-
му отображение (2.3), являющееся суперпозицией двух обратных консервативных
отображений (1.2), также будет консервативным.
Замечание 1. Бифуркации периодических орбит отображения (2.3) будут соот-
ветствовать бифуркациям консервативного отображения Эно H+

3 . Однако, орби-
ты четного периода N в этом отображении будут отвечать двум разным орбитам
периода N/2 в отображении (2.3).

2.2. Построение неконсервативных обратимых отображений

Возьмем в качестве функции F (x, y) в отображении (2.1) следующую:

F (x, y) =M1 +M2y + y3 − x+ εxy

и запишем полученное отображение в явном виде

H̃2
3 :

{
x̄ =M1 +M2ȳ + ȳ3 − x+ εxȳ,

ȳ = M1+M2x+x3−y
1−εx

.
(2.4)

Здесь ε — параметр возмущения. При ε = 0 отображение H̃2
3 в точности совпа-

дает с отображением H2
3 . Сконструированное отображения является обратимым

относительно инволюции (1.3). Однако, при ε ̸= 0, полученное отображение не
является консервативным, так как его якобиан J не равен единице:

J =
1− εȳ

1− εx
̸= 1.

Замечание 2. Отображение (2.4) не является диффеоморфизмом на всей плос-
кости R2. При этом, динамика этого отображения сосредоточена вблизи начала
координат и, при малых значениях параметра ε, отображение можно считать диф-
феоморфизмом в достаточно большой окрестности начала координат. Более того,
отображение (2.4) легко сделать диффеоморфизмом, взяв в качестве возмущения
εx arctan(y), вместо εxy.
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Таким образом, отображение (2.4) можно рассматривать как неконсервативное
возмущение отображения (2.3), сохраняющее свойство обратимости. Результаты
исследования бифуркаций в этом отображении приведены в разделах 3.2 и 4.

3. Бифуркации неподвижных точек и резонансов в H+
3

Подробный бифуркационный анализ кубического консервативного отображе-
ния содержится в работе [22]. На рисунке 3 приведена бифуркационная диаграм-
ма отображения H+

3 для некоторых неподвижных и периодических точек. Кратко

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма для консервативного кубического отображения Эно H+
3 . SN ,

1 : 3, 1 : 4 и PD — бифуркационные кривая параболической бифуркации, резонансов 1 : 3, 1 : 4 и
удвоения периода эллиптической точки. PF — кривые консервативной бифуркации разрушения
симметрии (вилка).
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опишем кривые, изображенные на этом рисунке. Кривая SN отвечает параболиче-
ской бифуркации, при переходе через которую в сторону уменьшения параметра
M2 возникают эллиптическая и седловая неподвижные точки. При дальнейшем
уменьшении параметра M2 встречается кривая 1 : 4, отвечающая возникновению
точки периода четыре в окрестности эллиптической точки. Подробное исследо-
вание бифуркаций резонанса 1 : 4 содержится в работе [23]. Следующая кривая
соответствует возникновению резонанса 1:3. Самая нижняя кривая PD отвечает
бифуркации удвоения периода неподвижной эллиптической точки. При перехо-
де через эту кривую неподвижная точка становится седловой, а в ее окрестности
рождается эллиптическая точка периода 2.

Заметим, что в точке (0, 0) к кривой 1 : 3 подходит пара кривых PF , соот-
ветствующих консервативной бифуркации разрушения симметрии (вилка). При
переходе в область, ограниченную двумя кривыми PF , симметричная эллипти-
ческая точка периода 3 становится седловой, а в ее окрестности рождается пара
несимметричных эллиптических точек такого же периода. Отметим, что в обра-
тимом неконсервативном случае, в результате такой бифуркации в окрестности
возникает пара из устойчивой (сток) и вполне неустойчивой (источник) точек.
Также обратим внимание, что изображенная на рисунке 3 бифуркационная диа-
грамма не является полной. На ней, например, не изображены линии, отвечающие
бифуркации вилка для эллиптической точки периода 4.

На рисунке 3 также изображены фрагменты фазовых портретов в окрестности
эллиптической точки при фиксированном M2 = −1.25. Двигаясь вдоль линии
M2 = −1.25, можно проследить за эволюцией фазовых портретов при переходе
через кривую 1 : 3, а затем при переходе через кривую PF .

4. Бифуркации разрушения симметрии для возмущенного
отображения H̃2

3

Далее приведены результаты исследования бифуркаций разрушения симмет-
рии для резонансов 1 : 3 и 1 : 4 обратимого неконсервативного отображения H̃2

3 ,
сконструированного на основе кубического консервативного отображения ЭноH+

3 .

4.1. Бифуркациии разрушения симметрии для резонанса 1 : 3

Сперва изучим влияние неконсервативного возмущения на резонанс 1:3, за-
фиксировав величину возмущения ε = 0.01. Соответствующая бифуркационная
диаграмма изображена на рисунке 4. Как и в невозмущенном случае, на диаграм-
ме изображена бифуркационная кривая 1 : 3, отвечающая возникновению эллип-
тической точки периода 3 и две кривые PF , отвечающие бифуркации разрушения
симметрии эллиптической точки периода 3. Однако, в отличии от невозмущенно-
го случая, бифуркация разрушения симметрии здесь является неконсервативной
(обратимой «вилкой»). То есть при переходе в область III, ограниченную двумя
кривыми PF симметричная эллиптическая точка периода 3 становится седловой,
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а рядом с ней рождается устойчивая точка периода 3 (сток) и вполне неустойчивая
точка периода 3 (источник).

Рис. 4. Бифуркационная диаграмма для неконсервативного отображения H̃2
3 при ε = 0.01 в

окрестности резонанса 1:3. Кривая 1 : 3 отвечает возникновению точки периода 3, а кривые PF

неконсервативной бифуркации потери симметрии (обратимой «вилки»).

Снова зафиксируем параметр M2 = −1.25 и проследим за эволюцией фазовых
портретов при возрастании параметра M1. Как и на диаграмме, представленной
на рис. 3, после перехода через кривую резонанса 1:3, в отображении рождается
эллиптическая точка периода три (см. рис. 5б). При переходе через кривую бифур-
кации обратимая вилка PF точка периода три распадается на устойчивую, вполне
неустойчивую и седловую точки периода 3 (см. рис. 5в). При этом заметим, что
в результате такой бифуркации рождается пара не симметричных точек периода
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3. При дальнейшем увеличении параметра M1 устойчивая и неустойчивая точки
отходят друг от друга. При этом одна из компонент устойчивой (вполне неустой-
чивой) точки периода 3 отходит от линии неподвижных точек инволюции y = x.
Однако заметим, что другие 2 компоненты этих точек приближаются друг к дру-
гу и к линии y = x с другой стороны от эллиптической точки (см. рис. 5г). При
переходе через вторую кривую PF возникает обратная бифуркация разрушения
симметрии, в результате которой устойчивая, вполне неустойчивая и симметрич-
ная седловая точки периода 3 сливаются и снова возникает эллиптическая точка
периода 3 (см. рис. 5д). Далее мы переходим через линию 1 : 3, точка периода три
исчезает (см. рис. 5е).

Рис. 5. Эволюция фазовых портретов при изменении параметра M1 (M2 = −1.25)

4.2. Бифуркациии разрушения симметрии для резонанса 1 : 4

Теперь изучим, как эволюционирует резонанс 1:4 в случае возмущенного отоб-
ражения H̃2

3 (2.4). Сперва заметим, что точка периода 4 для исходного отобра-
жения H+

3 распадается на 2 точки периода 2 для отображения (H+
3 )

2. В общем
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случае, возмущение такого отображения будет по разному влиять на каждую из
точек периода 2. На рисунке 6 изображена бифуркационная диаграмма для воз-
мущенной системы H̃2

3 в окрестности резонанса 1:4.

Рис. 6. Бифуркационная диаграмма для неконсервативного отображения H̃2
3 при ε = 0.01 в

окрестности резонанса 1:4. Описание бифурационных кривых см. в легенде к рисунку.

Далее, для удобства зафиксируем параметр M2 = −0.5 (пунктирная прямая
линяя на рис. 6 и проследим за эволюцией фазового портрета в этом случае, дви-
гаясь в сторону увеличения параметра M1 (см. рис. 7).

На рис. 7а изображен фазовый портрет отображения в окрестности эллип-
тической неподвижной точки при M1 = −0.97. При пересечении первой бифур-
кационной кривой, отвечающей в возмущенном отображении удвоению периода
эллиптической точки (напомним, что в исходном отображении такая кривая соот-
ветствовала резонансу 1:4), эта эллиптическая точка становится седловой, а рядом
рождается эллиптическая точка периода 2 (см. рис. 7б). Далее, при незначитель-
ном увеличении параметра M1, мы пересекаем вторую бифуркационную кривую,
отвечающую бифуркации удвоения периода только что образовавшейся седловой
неподвижной точки. В результате этого на фазовом портрете отображения снова
появляется неподвижная эллиптическая точка, а также седловая точка периода 2
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(см. рис. 7в). При дальнейшем увеличении параметраM1 пересекаем кривую, отве-
чающую бифуркации разрушения симметрии эллиптической точки периода 2 (на
рис. 6 штриховая кривая), в результате чего эллиптическая точка периода 2 ста-
новится седловой, а в ее окрестности рождается пара источник-сток (устойчивая
и вполне неустойчивая точки периода 2), см. рис. 7г. Такой фазовый портрет со-
храняется до обратного пересечения этой кривой, после чего устойчивая и вполне
неустойчивая точки периода 2 сливаются, а на фазовом портрете вновь появляется
эллиптическая точка периода 2 (см. рис. 7д). Далее, при незначительном измене-
нии параметра M1, встречается кривая седло-узловой бифуркации, в результате
которой рождаются 2 седлоузла периода 2, один из которых распадается на седло-
вую и устойчивую точку периода 2, а второй — на седловую и вполне неустойчи-
вую точку периода 2 (см. рис 7е). При незначительном изменении параметра M1

пересекаем кривую бифуркации восстановления симметрии (штриховая кривая
на рис. 6), в результате чего образовавшиеся устойчивая и вполне неустойчивая
точки периода 2 сливаются (вместе с симметричной седловой точкой периода 2),
образуется симметричная эллиптическая точка периода 2 (см. рис. 7ж). Далее, на
достаточно большом интервале по параметру M1, фазовый портрет в окрестно-
сти двух эллиптических точек периода 2 качественно не меняется, см. фазовый
портрет при M1 = 0.68 при подходе к следующей бифуркационной кривой (рис.
7з).

Рис. 7. Эволюция фазовых портретов при изменении параметра M1 (M2 = −0.5).

Далее эллиптическую точку периода 2, лежащую на линии y = x, назовем сим-
метричной, а вторую эллиптическую точку периода 2 — несимметричной. При пе-
реходи первой бифуркационной кривой, лежащей в правой полуплоскости несим-
метричная эллиптическая точка периода 2 претерпевает бифуркацию потери сим-
метрии, рождается пара несимметричных устойчивых и вполне неустойчивых то-
чек периода 2 (см. рис. 7и). При незначительном увеличении параметра M1 пере-
секаем зеленую линию, отвечающую обратной седло-узловой бифуркации. В ре-
зультате этого родившаяся устойчивая точка периода 2 (как и вполне неустойчива
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точка периода 2) сливается с седловой точка периода 2, а на фазовом портрете
снова остаются лишь консервативне траектории (см. рис. 7к). Далее, при пересе-
чении второй штриховой линии в правой полуплоскости (см. рис. 6), бифуркация
потери симметрии возникает с симметричной парой эллиптических точек периода
2, опять возникает пара источник сток (см. рис. 7л), а при обратном пересечении
этой же кривой наблюдается обратная бифуркация потери симметрии (восстанов-
ление симметрии), см. рис. 7м. В конце концов, пересекаем кривую, отвечающую
бифуркации удвоения седловой точки, в результате чего седловая точка периода 2
влипает в эллиптическую неподвижную точку и возникает седловая неподвижная
точка (см. рис. 7н). А затем пересекаем последнюю кривую, в результате которой
симметричная эллиптическая точка периода 2 влипает в седловую неподвижную
точку, возникает эллиптическая неподвижная точка (см. рис. 7о).

4.3. Бифуркациии разрушения симметрии для резонансов более
высокого порядка

Мы полагаем, что бифуркации разрушения симметрии для нечетных резонан-
сов проходят в соответствии со сценарием, изложенным в разделе 4.1. В подтвер-
ждении этому на рисунке 8 приведены бифуркации потери симметрии для ре-
зонанса 1:5. С другой стороны, так как точки четного периода N для исходно-
го отображения H+

3 распадаются на пары точек периода N/2 для отображения
H̃2

3 , в соответствии результатами, полученными для резонанса 1:4 в разделе 4.2,
бифуркационные диаграммы для четных резонансов 4.2 будут устроены гораздо
сложнее.

Рис. 8. Эволюция фазовых портретов при изменении параметра M1 (M2 = −1.7).
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