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Об устойчивости стационарных движений
механических систем с неизвестными
первыми интегралами1

А.В.Карапетян, А. С.Кулешов
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
Москва 119991. E-mail: avkarapetyan@yandex.ru, kuleshov@mech.math.msu.su

Аннотация. В работе обсуждаются вопросы устойчивости стационарных движений консерва-
тивных и диссипативных механических систем с первыми интегралами. Рассматриваются систе-
мы определенного вида, для изучения устойчивости которых не требуется знания явных выра-
жений первых интегралов кроме, быть может, одного. Общие результаты иллюстрируются на
примере задачи о качении динамически симметричного тела вращения по неподвижной абсо-
лютно шероховатой горизонтальной плоскости и на примере задачи о качении круглого диска
по неподвижной абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости.
Ключевые слова: механические системы, первые интегралы, устойчивость.

Stability of stationary motions of mechanical systems
with unknown first integrals
A. V. Karapetyan, A. S. Kuleshov
M. V. Lomonosov Moscow State University, Moscow 119991.

Abstract. Application of the Routh-Salvadori theorem and its generalizations for investigation of
stability of stationary motions of mechanical systems with first integrals U0 = c0, U1 = c1, . . . Uk = ck
is reduced to study the type of stationary value of U0 (here U0 can be also a nonincreasing along
system trajectories function) for fixed values of U1, . . ., Uk. This method does not take into account
equations of motion of the considered system however it is supposed that all first integrals are known
explicitly. On the other hand it is possible to distinguish the systems for which the stability analysis
does not require the explicit form of all first integrals U1 = c1, . . . Uk = ck, except U0 = c0. In this
paper we discuss problems of stability of stationary motions for such systems. General results are
illustrated by the problem of motion of a rotationally symmetric rigid body on a perfectly rough plane
and by the problem of motion of a round disk on a perfectly rough plane.
Keywords: mechanical systems; first integrals; stability.
MSC 2010: 70K20; 70E50; 70E18
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4 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

1. Постановка задачи и общие результаты

Применение теоремы Рауса-Сальвадори и её модификаций [7, 10, 11, 12] для
исследования устойчивости стационарных движений систем, допускающих пер-
вые интегралы, связано с изучением характера стационарного значения одного
из них (или невозрастающей вдоль траекторий системы функции) при фиксиро-
ванных значениях других интегралов. Эффективный метод такого исследования
приведен, например, в работе [5], и предполагает, что все используемые первые
интегралы известны в явном виде. Уравнения движения рассматриваемой систе-
мы в этом методе не используются. С другой стороны, руководствуясь идеями
И. М.Миндлина и Г.К. Пожарицкого [4], можно [1] указать системы определенного
вида, для изучения устойчивости которых не требуется знания явных выражений
первых интегралов кроме, быть может, одного.

Пусть уравнения движения какой-либо системы можно представить в виде
(значок T означает транспонирование):

d

dt

(
∂K

∂q̇

)
=
∂K

∂q
+Gq̇ − ∂W

∂q
− ΓT∂W

∂p
, ṗ = Γq̇. (1.1)

Здесь введены следующие обозначения

q = (q1, . . . , qm)
T , p = (p1, . . . , pk)

T , W =W (q,p) , Γ = Γ (q,p) ,

2K = q̇TA (q) q̇, ∀q̇ ̸= 0, G = G (q, q̇,p) , GT = −G.

Матрица A (q) размера (m×m) и скалярная функция W (q,p) предполага-
ются два раза, а матрица G (q, q̇,p) размера (m×m) и матрица Γ (q,p) размера
(k ×m) – один раз непрерывно дифференцируемыми по входящим в них перемен-
ным.

В частности, уравнения вида (1.1) могут описывать движение механических
систем с псевдоциклическими координатами (при этом q и q̇ – позиционные коор-
динаты и скорости соответственно, p – импульсы или квазискорости квазицикли-
ческих координат).

Очевидно, уравнения (1.1) допускают обобщённый интеграл энергии

U0 (q, q̇,p) = K +W = c0. (1.2)

Кроме того, если матрица Γ = Γ (q,p) – нулевая, то уравнения (1.1) совпадают
с уравнениями движения консервативных механических систем с циклическими
координатами, записанными в переменных Рауса [10], и допускают k циклических
интегралов

U1 = p1 = c1, . . . , Uk = pk = ck. (1.3)

При этом стационарным значениям интеграла (1.2) при фиксированных зна-
чениях интегралов (1.3) отвечают стационарные движения вида

q = q0, q̇ = 0, p = p0, (1.4)
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причем постоянные p0 произвольны, а постоянные q0 определяются из системы
уравнений

∂W

∂q
= 0. (1.5)

Стационарные движения (1.4) образуют семейство S0 размерности, не меньшей
числа циклических координат. Для таких (Γ = 0) систем теорема Рауса может
быть сформулирована следующим образом [10, 11].

Теорема 1. Если функция W (обычно называемая измененной потенциальной
энергией) имеет строгий минимум в точке (q0,p0) при фиксированных значени-
ях интегралов (1.3), то соответствующее стационарное движение (1.4) устой-
чиво.

Отметим, что условия Теоремы 1 заведомо выполнены, если все собственные
значения матрицы (∂2W/∂q2) положительны в точке (q0,p0).

В общем случае, при Γ ̸= 0 система (1.1) также допускает стационарные дви-
жения вида (1.4), однако при этом постоянные q0 и p0 определяются из уравнений

DW

Dq
= 0

(
D

Dq
def
=

∂

∂q
+ ΓT ∂

∂p

)
, (1.6)

которые, вообще говоря, не совпадают с уравнениями (1.5). Очевидно, как и в
случае Γ = 0, стационарные движения (1.4) образуют семейство размерности, не
меньшей числа псевдоциклических координат, поскольку m уравнений (1.6) слу-
жат для определения k+m неизвестных q0, p0; будем обозначать его по-прежнему
через S0.

Достаточные условия устойчивости таких стационарных движений даёт [1].

Теорема 2. Если все собственные значения матрицы(
D2W

Dq2

)
(1.7)

положительны в точке (q0,p0) и в некоторой окрестности этой точки справед-
ливы соотношения

Dγαi
Dqj

=
Dγαj
Dqi

, (i, j = 1, . . . ,m; α = 1, . . . , k) (1.8)

где γαi = γαi (q,p) – элементы матрицы Γ, α = 1, . . . , k, i = 1, . . . ,m, то стацио-
нарное движение (1.4) системы (1.1) устойчиво.

Доказательство. Для доказательства Теоремы 2 заметим, что при выполнении
условий (1.8) система k ×m уравнений в частных производных

∂p

∂q
= Γ (1.9)
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6 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

относительно k неизвестных функций p (q) вполне интегрируема в окрестности
точки (q0,p0). Следовательно, в окрестности этой точки существует семейство
решений системы (1.9) вида

p = F (q, c) , (1.10)

зависящее от k произвольных постоянных c = (c1, . . . , ck)
T, причём соотношения

(1.10) разрешимы относительно этих постоянных. Это означает, что кроме инте-
грала (1.2) система (1.1) допускает k первых интеграла вида

U1 (q,p) = c1, . . . , Uk (q,p) = ck (1.11)

причем по определению этих интегралов имеем

Ui (q,F (q, c)) ≡ ci, i = 1, . . . , k.

Далее, если все собственные значения матрицы (1.7), симметричной при усло-
виях (1.8), положительны в точке (q0,p0), то функция W (q,F (q, c)) имеет стро-
гий минимум при q = q0, c ≡ c0 ≡ U (q0,p0), U = (U1, . . . Uk). Отсюда следует, что
функция W (q,p) и интеграл (1.2) (так какK > 0 ∀q̇ ̸= 0) имеют строгий минимум
при фиксированных значениях интегралов (1.11) на невозмущенном движении, и
последнее, согласно теореме Рауса [10, 11, 12], является устойчивым.

Очевидно, что как в случае Γ = 0 так и в случае Γ ̸= 0 справедлива следующая
теорема.

Теорема 3. Если (
D2W

Dq2

)
< 0

в точке (q0,p0), то стационарное движение (1.4) неустойчиво.

Замечание 1. Применение Теоремы 2 для исследования устойчивости стационар-
ных движений (1.4) системы вида (1.1) связано с исследованием собственных зна-
чений матрицы (1.7) и требует знания лишь функции W (q,p) и матрицы Γ (q,p);
явные выражения интегралов (1.11) (а также матриц A (q) и G = G (q, q̇,p))
при этом не требуются. Отметим также, что условия стационарности интеграла
(1.2) при фиксированных значениях интегралов (1.11) имеют вид (1.6) и также не
требуют знания явного вида интегралов (1.11). Более того, уравнения (1.6) опре-
деляют установившиеся решения (1.4) системы (1.1) и в случае отсутствия этих
интегралов (т.е. при невыполнении условий (1.8)).

Замечание 2. Условия (1.8) заведомо выполнены, если Γ = 0 (при этом интегра-
лы (1.11) можно выписать в явном виде (1.3)) или если при Γ ̸= 0 мы имеем
dim q = 1 (в этом случае интегралы (1.11), вообще говоря, в явном виде выписать
невозможно).

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №1
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Замечание 3. При фиксированных значениях постоянных p0 как уравнения (1.5)
так и уравнения (1.6) (относительно q) могут иметь не только решение q0, но и,
вообще говоря, решения q1, q2, . . ., которые также зависят от постоянных p, т.е.
стационарные движения q1 (p), q2 (p), . . . образуют семейства S1, S2, . . .. Таким
образом, множество S всех стационарных движений рассматриваемой системы
представляет собой объединение семейств S0, S1, S2, . . ..

Если на рассматриваемую систему действуют (помимо потенциальных) дисси-
пативные силы Q = Q (q, q̇), отвечающие позиционным координатам q, то урав-
нения движения системы примут вид

d

dt

(
∂K

∂q̇

)
=
∂K

∂q
+Gq̇ − ∂W

∂q
− ΓT∂W

∂p
+Q, ṗ = Γq̇. (1.12)

При этом, согласно определению диссипативных сил

d

dt
(K +W ) = (Q · q̇) ≤ 0; Q (q, 0) ≡ 0

и вместо интеграла (1.2) система (1.12) допускает невозрастающую вдоль всех
движений системы функцию

U0 ≡ K +W ≤ c0.

Очевидно, Теоремы 1 и 2 сохраняют справедливость и по отношению к ста-
ционарным движениям (1.4) системы (1.12), причем постоянные (q0,p0) в (1.4)
по-прежнему удовлетворяют либо уравнениям (1.5) при Γ = 0, либо уравнениям
(1.6) при Γ ̸= 0. Кроме того, если диссипативные силы обладают полной по отно-
шению к обобщенным скоростям позиционных координат диссипацией, т.е. если

(Q · q̇) ̸= 0 ∀ q̇ ̸= 0, (1.13)

то справедливы следующие утверждения.

Теорема 4. Если стационарное движение (1.4) системы (1.12) при Γ = 0 до-
ставляет функции W строгий минимум и изолировано при фиксированных зна-
чениях интегралов (1.5), то оно устойчиво, причем при условии (1.13) всякое
возмущенное движение, достаточно близкое к невозмущенному, асимптотиче-
ски при t → +∞ стремится к одному из стационарных движений вида (1.4),
принадлежащих семейству S0; в частности, если постоянные интегралов (1.3)
не возмущаются, то невозмущенное движение асимптотически устойчиво.

Теорема 5. Если стационарное движение (1.4) системы (1.12) при Γ = 0 не
доставляет функции W даже нестрогого минимума и изолировано при посто-
янных значениях интегралов (1.3), то при условии (1.13) оно неустойчиво.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №1



8 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

Отметим, что первое условие Теоремы 4 [Теоремы 5] заведомо выполнено, ес-
ли все собственные значения матрицы (∂2W/∂q2) в точке (q0,p0) положительны
[среди собственных значений матрицы (∂2W/∂q2) в точке (q0,p0) имеются отри-
цательные].

Теорема 6. Если все собственные значения матрицы (1.7) положительны в
точке (q0,p0) и в некоторой окрестности этой точки выполняются соотноше-
ния (1.8), то стационарное движение (1.4) системы (1.12) устойчиво, причем
при условии (1.13) всякое возмущенное движение, достаточно близкое к невозму-
щенному, асимптотически при t → +∞ стремится к одному из стационарных
движений вида (1.4), принадлежащих семейству S0; в частности, если перемен-
ные p не возмущаются, невозмущенное движение асимптотически устойчиво.

Теорема 7. Если среди собственных значений матрицы (1.7) в точке (q0,p0)
есть отрицательные и в некоторой окрестности этой точки выполняются со-
отношения (1.8), то при условии (1.13) стационарное движение (1.4) системы
(1.12) неустойчиво.

Доказательства Теорем 4–7 следуют из результатов работ [1, 7, 12]. Применим
теперь сформулированные выше теоремы для исследования устойчивости стацио-
нарных движений тела вращения на абсолютно шероховатой горизонтальной плос-
кости.

2. Стационарные движения тела вращения на абсолютно
шероховатой плоскости

Рассмотрим задачу о качении без скольжения тяжелого твердого динамически
симметричного тела, ограниченного поверхностью вращения, по неподвижной го-
ризонтальной плоскости, предполагая, что центр тяжести тела G лежит на его оси
симметрии Gζ. Пусть M – точка касания тела с плоскостью.

Рис. 1.
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Введем неподвижную систему координат Oxyz: точка O принадлежит опорной
плоскости Oxy, и ось Oz направлена вертикально вверх. Обозначим через θ угол
между осью симметрии тела и вертикалью, через β – угол между меридианом
Mζ тела и какой-либо фиксированной меридианной плоскостью, а через α – угол
между горизонтальной касательной MQ меридиана Mζ и осью Ox. Положение
тела будет вполне определено углами α, β и θ и координатами x и y точки M .

Введём также систему координат Gξηζ, подвижную как в теле, так и в аб-
солютном пространстве, следующим образом: ось Gζ является осью симметрии
тела, ось Gξ все время лежит в плоскости вертикального меридиана Mζ, а ось Gη
перпендикулярна этой плоскости (Рис. 1). Пусть векторы скорости центра масс
G, угловой скорости ω тела и угловой скорости Ω трехгранника Gξηζ задаются в
системе координат Gξηζ компонентами vξ, vη, vζ ; ωξ, ωη, ωζ и Ωξ, Ωη, Ωζ соответ-
ственно. Тогда для компоненты ωη справедливо очевидное соотношение:

ωη = −dθ
dt

= −θ̇.

Пусть m – масса тела, A1 – его момент инерции относительно осей Gξ и Gη, а
A3 – момент инерции относительно оси симметрии.

Заметим, что расстояние GQ от центра тяжести до плоскости Oxy будет функ-
цией угла θ, т.е. GQ = f(θ) [6]. Координаты ξ, η, ζ точки M касания тела и плос-
кости в системе координат Gξηζ также будут функциями только угла θ, причём
η = 0 и

ξ = −f(θ) sin θ − f ′(θ) cos θ, ζ = −f(θ) cos θ + f ′(θ) sin θ, (2.1)

где ()′ обозначает производную функции f (θ) по θ [6]. Таким образом, с помощью
функции f(θ) мы можем полностью охарактеризовать форму движущегося тела.
Так как ось Gζ неподвижна в теле, то Ωξ = ωξ, Ωη = ωη = −θ̇. Плоскость Gξζ
будет всё время вертикальной, поэтому Ωζ = Ωξ ctg θ. Поскольку скольжения нет,
то

vξ − θ̇ζ = 0, vη + ωζξ − ωξζ = 0, vζ + θ̇ξ = 0

а для трех неизвестных функций времени θ, ωξ и ωζ мы имеем замкнутую систему
уравнений [6]

(A1 +mξ2 +mζ2) θ̈ = −mgf ′(θ)− (A3ωζ − A1ωξ ctg θ)ωξ+

+mωξ (ζ ctg θ + ξ) (ωξζ − ωζξ)−mθ̇2 (ξξ′ + ζζ ′) ,

ω̇ξ =

(
−cos θ

sin θ
− A3mζ (ξ + ζ ′)

∆

)
ωξθ̇ +

A3 (A3 +mξ2 +mξ′ζ)

∆
ωζ θ̇,

ω̇ζ =
A1mξ (ξ + ζ ′)

∆
ωξθ̇ +

mξ (A3ζ − A1ξ
′)

∆
ωζ θ̇,

∆ = A1A3 + A1mξ
2 + A3mζ

2.

(2.2)
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10 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

Если обозначить

ωξ = p1, ωζ = p2, K =
1

2

(
A1 +mξ2 +mζ2

)
θ̇2,

W =
A1

2
p21 +

A3

2
p22 +

m

2
(p1ζ − p2ξ)

2 +mgf,

Γ1 =

(
−cos θ

sin θ
− A3mζ (ξ + ζ ′)

∆

)
p1 +

A3 (A3 +mξ2 +mξ′ζ)

∆
p2,

Γ2 =
A1mξ (ξ + ζ ′)

∆
p1 +

mξ (A3ζ − A1ξ
′)

∆
p2,

то система уравнений (2.2) может быть переписана в виде

d

dt

(
∂K

∂θ̇

)
=
∂K

∂θ
− ∂W

∂θ
− Γ1

∂W

∂p1
− Γ2

∂W

∂p2
,

ṗ1 = Γ1θ̇, ṗ2 = Γ2θ̇.

Таким образом, система уравнений (2.2), описывающая движение тяжелого
твердого динамически симметричного тела по абсолютно шероховатой горизон-
тальной плоскости, приводится к виду (1.1). Поскольку в данному случае число
позиционных координат равно единице и Γ1 ̸= 0, Γ2 ̸= 0, то для системы (2.2)
справедлива Теорема 2. Стационарные движения тела вида (1.4)

θ = θ0, θ̇ = 0, p1 = p01, p2 = p02 (2.3)

определяются из уравнения

DW

Dθ
=
∂W

∂θ
+ Γ1

∂W

∂p1
+ Γ2

∂W

∂p2
= 0 (2.4)

или, в явном виде,

mgf ′ +Dp1p2 − C ctg θp21 = 0,

C = A1 −
mζ

cos θ
f, D = A3 −

mξ

sin θ
f.

и образуют двумерное семейство. Анализ знака выражения

D2W

Dθ2

на стационарном движении (2.3) дает достаточное условие устойчивости этого дви-
жения по отношению к переменным θ, θ̇, p1 и p2 в виде неравенства

mgf ′′ + (Dp2 − 2Cp1 ctg θ) Γ1 − C ′ ctg θp21 +
C

sin2 θ
p21 +D′p1p2 +Dp1Γ2 > 0. (2.5)
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Можно показать [1], что при строгом нарушении неравенства (2.5) стационар-
ное движение (2.3) неустойчиво.

В соответствии с Теоремой 5 все результаты исследуемой задачи о стационар-
ных движениях динамически симметричного тела вращения на абсолютно шерохо-
ватой горизонтальной плоскости сохраняются при действии диссипативной силы
Q
(
θ, θ̇
)
, отвечающей позиционной координате θ. Если, кроме того, диссипативная

сила удовлетворяет условию

Q
(
θ, θ̇
)
θ̇ < 0, ∀ θ̇ ̸= 0

то стационарное движение (2.3) при условии (2.5) становится асимптотически
устойчивым по отношению к переменным

θ̇, P = mgf ′ +Dp1p2 − C ctg θp21.

3. Стационарные движения диска на абсолютно
шероховатой плоскости

Рассмотрим частный случай предыдущего примера, когда динамически сим-
метричное тело, движущееся по неподвижной абсолютно шероховатой плоскости,
представляет собой круглый диск [2, 3, 8, 9]. Пусть m – масса диска, a – его ра-
диус, A1 = kma2 и A3 = 2kma2 – экваториальный и осевой моменты инерции. В
случае однородного диска постоянная k = 1/4, а в случае обруча k = 1/2. Тогда
GQ = a sin θ и в соответствии с формулами (2.1) имеем:

ξ = −a, ζ = 0.

Система уравнений (2.2) принимает вид

(k + 1) aθ̈ = −g cos θ + kaω2
ξ ctg θ − (2k + 1) aωξωζ ,

ω̇ξ =

(
−cos θ

sin θ
ωξ + 2ωζ

)
θ̇, ω̇ζ =

ωξ

(2k + 1)
θ̇.

(3.1)

Если снова обозначить ωξ = p1 и ωζ = p2, то стационарные движения диска
вида (2.3) определяются из уравнения

kap21 ctg θ − (2k + 1) ap1p2 − g cos θ = 0. (3.2)

Заметим, что в рассматриваемом случае система уравнений (3.1) может быть
разрешена относительно ωξ = p1 и ωζ = p2. Соответствующее решение имеет вид:

p1 = sin θ

(
c1F

(
α+1, β+1, 2; sin2 θ

2

)
−c2F

(
α+1, β+1, 2; cos2

θ

2

))
=

= sin θ (c1v1 − c2v2) ,

p2 = c1F

(
α, β, 1; sin2 θ

2

)
+ c2F

(
α, β, 1; cos2

θ

2

)
= c1u1 + c2u2.

(3.3)
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12 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

Здесь c1 и c2 – произвольные постоянные, а F (α, β, 1; z) – гипергеометриче-
ская функция Гаусса, параметры α и β которой являются корнями квадратного
уравнения

s2 − s+
2

2k + 1
= 0.

Подставляя выражения (3.3) для p1 и p2 в уравнение (3.2) и вводя безразмерные
постоянные xi = ci

√
a/g, i = 1, 2, приведем уравнение (3.2) к безразмерному виду

2∑
i,j=1

ai jxixj − cos θ = 0, (3.4)

ai j = aj i =
(
(k + 1/2)

(
(−1)i ujvi + (−1)j uivj

)
+ (−1)i+j kvivj cos θ

)
sin θ.

В пространстве переменных x1, x2 и θ уравнение (3.4) задает некоторую по-
верхность. Ниже, на Рис. 2-5 представлены сечения этой поверхности плоскостя-
ми x2 = lx1, где l принимает различные значения. Значение параметра k было
принято равным 1/4, что соответствует случаю однородного диска. Отметим, что
сечения, аналогичные приведённым на Рис. 2-5, были построены в работе [9].

Рис. 2. x2 = x1. Рис. 3. x2 = 0.5x1.

Рис. 4. x2 = 2x1. Рис. 5. x2 = 0.
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Легко видеть, что при каждом фиксированном θ уравнение (3.4) задает неко-
торую кривую второго порядка. Анализ инвариантов этой кривой показывает, что
при θ ̸= π/2 она представляет собой гиперболу, а при θ = π/2 – пару пересека-
ющихся прямых. Эти прямые определяются уравнениями x1 = x2 и x1 = −x2 и
соответствуют двум однопараметрическим подсемействам стационарных движе-
ний диска вида

θ =
π

2
, θ̇ = 0, p2 = 2u∗c1 = Ω, p1 = 0; u∗ = F

(
α, β, 1;

1

2

)
(3.5)

θ =
π

2
, θ̇ = 0, p1 = 2v∗c1 = ω, p2 = 0; v∗ = F

(
α + 1, β + 1, 2;

1

2

)
. (3.6)

Эти подсемейства отвечают соответственно равномерному качению вертикаль-
но расположенного диска вдоль прямой (3.5) и равномерному верчению диска во-
круг вертикально расположенного диаметра (3.6). Стационарное движение (3.5)
устойчиво [неустойчиво] при

Ω2 > Ω2
0 =

g

2a (2k + 1)

[
Ω2 < Ω2

0

]
,

а стационарное движение (3.6) устойчиво [неустойчиво] при

ω2 > ω2
0 =

g

a (k + 1)

[
ω2 < ω2

0

]
(подробнее см. [8, 9]).

Условие устойчивости (2.5) стационарных движений диска записывается в без-
размерной форме следующим образом:

2∑
i,j=1

bi jxixj − sin θ ≥ 0, (3.7)

bi j = bj i = 2 (2k + 1)uiuj + (3k + 1/2)
(
(−1)i ujvi + (−1)j uivj

)
cos θ+

+(−1)i+j ((k + 1) sin2 θ + 3k cos2 θ
)
vivj.

При каждом фиксированном θ границей области устойчивости также будет
некоторая кривая второго порядка. Анализ ее инвариантов показывает, что при
всех k > 1/

√
3 − 1/2 данная кривая представляет собой эллипс с центром в точ-

ке x1 = 0, x2 = 0. Вне соответствующего эллипса будет область устойчивости
стационарных движений(2.3), а внутри – область неустойчивости.

Таким образом, можно указать на следующую геометрическую интерпретацию
условий существования и устойчивости стационарных движений диска [2, 3]. Те
стационарные движения, которые на плоскости x1 и x2 соответствуют точкам ги-
перболы, лежащим вне эллипса, очевидно, являются устойчивыми (Рис. 6-7). Если
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14 А.В. КАРАПЕТЯН, А. С.КУЛЕШОВ

для некоторого значения угла θ = θ0 соответствующие эллипс и гипербола не пе-
ресекаются, то все стационарные движения диска, существующие для данного θ0
являются устойчивыми, независимо от того, какие значения принимают величины
x1 и x2 (Рис. 6-7).

Рис. 6. Гипербола и эллипс при θ = π/3. Рис. 7. Гипербола и эллипс при θ = π/2.

Условия существования (3.4) и устойчивости (3.7) стационарных движений
(2.3) диска детально анализировались в работах [2, 3]. В частности, в указанных
работах [2, 3] было показано, что стационарные движения (2.3) диска являются
устойчивыми (независимо от значений переменных x1 и x2) при всех θ, удовлетво-
ряющих условию

cos2 θ > cos2 θ∗ =
2 (2k + 1)

[
4k + 3−

√
6 (2k + 1) (k + 1)

]
(2k + 3)2 + 3 (2k + 1)2

.

В частности, для однородного диска (k = 1/4) имеем

cos2 θ >
25− 9

√
5

38
≈ 0.102, θ∗ ≈ 1.2457

Для обруча (k = 1/2) имеем

cos2 θ >
5− 3

√
2

7
≈ 0.108, θ∗ ≈ 1.2356.

При других значениях θ стационарные движения (2.3) диска будут устойчивы,
если величина x1 превосходит по модулю некоторое критическое значение, явный
вид которого здесь не приводится вследствие его громоздкости. Результаты, по-
лученные в работах [2, 3], полностью согласуются с приведёнными в работах [8, 9]
и в настоящей работе бифуркационными диаграммами.
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О малых движениях системы из двух
вязкоупругих жидкостей, заполняющих
неподвижный сосуд1

Н.Д.Копачевский
Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского,
Симферополь 295007. E-mail: kopachevsky@crimea.edu

Аннотация. В данной работе изучается проблема малых движений двух вязкоупругих несжима-
емых жидкостей модели Олдройта, заполняющих неподвижный сосуд. С помощью применения
операторного подхода получена задача Коши для дифференциально-операторного уравнения в
некотором гильбертовом пространстве, доказана теорема о корректной разрешимости проблемы
на произвольном промежутке времени. Выведено уравнение для нормальных колебаний гидро-
системы (обобщённый операторный пучок С. Г.Крейна).
Ключевые слова: вязкоупругая жидкость, гидродинамическая система, ортопроектор,
операторно-дифференциальное уравнение, задача Коши.

Small motions of two viscoelastic fluids in stationary
containers
N. D. Kopachevsky
V. I.Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol 295007.

Abstract. In the paper, we consider a problem on small motions of two viscoelastic fluids in a
stationary container. One of models of such fluids is Oldroid’s model. It is described, for example,
in the book by F.R. Eirich Rheology. Theory and Applications. N.-Y.: AP, 1956. It should be noted
that the present paper based on the previous N.D. Kopachevsky works together with T.Ya.Azizov,
L. D.Orlova, S. G.Krein. Namely, problem on small movements of one viscoelastic fluid for generalized
Oldroid’s model and small motions of a viscoelastic fluid in an open container were investigated in
these papers.

The aim of this paper is to use an operator approach of mentioned works, to develop new approach
and to prove the theorem on correct solvability for initial-boundary-value problem generated by a
problem of small motions of two viscoelastic fluids in a stationary container.

This paper is organized as follows. In section 1 we describe a model of viscoelastic fluid. In
section 2 we formulate mathematical statement of the problem: linearized equations of movements,
stickiness condition, kinematic and dynamic conditions. Further, in this section we receive the law
of full energy balance. In section 3, we choose the functional spaces generated by the problem. For
applying of method of orthogonal projection we need to get orthogonal projectors on corresponding
spaces. The laws of action of this projectors we receive in section 4. In section 5 we make transition

1Работа выполнена при частичной поддержке гранта Российского научного фонда (16-11-
10125 ”Операторные уравнения в функциональных пространствах и приложения к нелинейному
анализу”, выполняемого в Воронежском госуниверситете.)
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to operator equation by using orthogonal projectors derived in section 4. Further, we solve some
auxiliary problems and obtain the Cauchy problem for the system of integro-differential equation in
some Hilbert space. In section 6 we make transition to a system of differential equations. This system
can be rewrite as operator differential equation in the sum of Hilbert spaces. Properties of main
operator of this problem are studied in section 7. The existence and uniqueness theorems for final
operator differential equation as for original initial-boundary-value problem based on factorization,
closure and accretivity property of operator matrix. Finally, in section 7 we consider the spectral
problem on normal oscillations corresponding to the evolution problem. This means that external
forces are equal to zero and dependence by time for the unknown function has the form e−λt. Here
we obtain the spectral problem for operator pencil. But its investigation will be the object of another
paper.
Keywords: viscoelastic fluid, hydrodynamic system, orthogonal projector, operator differential
equation, Cauchy problem
MSC 2010: 76D05, 35Q30, 39A14, 39B42

1. Введение

1.1. О модели вязкоупругой жидкости

В данной работе изучается проблема малых движений вязкоупругих несжима-
емых жидкостей модели Олдройта (см., например, [8]). В этой модели связь между
тензором вязких напряжений и удвоенным тензором скоростей деформаций в вяз-
коупругой жидкости описывается не простейшим законом Гука, а линейным диф-
ференциальным соотношением, где фигурируют производные первого порядка по
времени как у тензора вязких напряжений, так и у тензора скоростей деформаций.

Некоторые исследователи (см., например, [5, 12, 13], а также [7, 11]) рассмат-
ривают так называемую обобщённую модель Олдройта, когда упомянутая выше
связь описывается линейным дифференциальным соотношением порядка m ≥ 1.
Тогда при естественном условии, что если в начальный момент времени тензор
скорости деформации и его производные по времени вплоть до порядка m − 1
равны нулю, то эти же условия выполнены и для тензора вязких напряжений,
получается связь между этими тензорами в любой момент времени с помощью
интегрального оператора Вольтерра. Этот переход от дифференциальной связи к
интегральной описан, например, в [11, c.316-318].

Пусть u(t, x) =
3∑

k=1

uk(t, x)ek — поле скоростей в вязкоупругой жидкости,

τkl(u) :=
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

, (k, l = 1, 2, 3) — удвоенный тензор скоростей деформаций,

а σ′
kl — тензор вязких напряжений. Тогда связь между ними описывается соотно-

шением
σ′ = µI0(t)τ, (1.1)

где µ > 0 — коэффициент динамической вязкой жидкости, а

I0(t)τ := τ(t) +
m∑
j=1

αj

t∫
0

e−βj(t−s)τ(s)ds, (1.2)
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где αj и βj — положительные константы, характеризующие вязкоупругую жид-
кость. Если αj = 0, j = 1, . . . ,m, то отсюда получаем модель обычной вязкой
несжимаемой жидкости, а из (1.1) — закон Гука. Отметим ещё следующий факт:
интегральный оператор Вольтерра из (1.1) является обратимым интегральным
оператором второго рода, причём обратный оператор также является интеграль-
ным оператором Вольтерра.

1.2. Об истории вопроса и содержании данной работы

Одними из первых работ, связанных с применением методов функциональ-
ного анализа к исследованию проблемы малых движений и нормальных коле-
баний вязкоупругой жидкости в частично заполненном сосуде, являются рабо-
ты А. И. Милославского (см. [5, 12, 13]). В них для обобщённой модели Ол-
дройта (m > 1) применён операторный подход, развивающий построения, про-
веденные ранее С. Г.Крейном и его учениками применительно к задаче о ма-
лых колебаниях вязкой жидкости в частично заполненном сосуде. Исследования
А. И.Милославского отражены, в частности, в главе 8 монографии [11]. Случай
полного заполнения полости вязкоупругой жидкостью рассмотрен в [7], а также в
параграфе 7.1 из [11].

В данной работе изучается проблема малых движений системы из двух вяз-
коупругих несмешивающихся жидкостей, полностью заполняющих неподвижный
сосуд. Для простоты взята модель Олдройта (m = 1), хотя все построения можно
провести и для обобщённой модели Олдройта (m > 1) по той же схеме. Анало-
гичный подход можно применить и к случаю, когда сосуд заполнен не двумя,
а системой из произвольного числа несмешивающихся вязкоупругих жидкостей
обобщённой модели Олдройта.

Изложение в данной работе проведено по следующей схеме. После введения
в параграфе 2 даётся постановка начально-краевой задачи о малых движениях
системы из двух несмешивающихся вязкоупругих жидкостей, полностью запол-
няющих неподвижный сосуд и находящихся в однородном гравитационном поле,
действующем вертикально вниз. Для классического решения задачи выведен за-
кон баланса полной энергии. Это позволяет в параграфе 3 осуществить выбор
функциональных гильбертовых пространств, в которых естественно изучать по-
ставленную проблему. Далее в параграфе 4 приводится вывод формул для ор-
топроекторов, непосредственно связанных с указанными пространствами. После
этого в параграфе 5 осуществлён операторный подход к исследуемой задаче, позво-
ляющий привести проблему к задаче Коши для интегро-дифференциального урав-
нения в некотором гильбертовом пространстве. Затем в параграфе 6 осуществлён
переход к системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений в орто-
гональной сумме гильбертовых пространств. После подробного изучения свойств
операторной матрицы, отвечающей возникшей системе уравнений (факторизация,
аккретивность, замыкание) в параграфе 7 доказываются теоремы о сильной раз-
решимости полученной задачи Коши на конечном интервале времени. На этой
основе доказана также теорема о существовании обобщённого решения исходной
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начально-краевой задачи. Наконец, для проблемы нормальных колебаний гидро-
системы получено уравнение (операторный пучок), обобщающее соответствующие
уравнения как для проблемы с двумя обычными вязкими жидкостями (пучок
С. Г.Крейна), так и для задачи о колебаниях одной вязкой жидкости.

2. Постановка задачи. Закон баланса полной энергии

2.1. Классическая постановка задачи

Будем считать, что две вязкоупругие жидкости модели Олдройта заполняют
произвольный сосуд Ω ⊂ R3 и в состоянии равновесия под действием гравитаци-
онного поля занимают области Ω1 и Ω2 соответственно с горизонтальной границей
раздела Γ. Обозначим через S1 и S2 те части границы ∂Ω, которые примыкают к
первой и второй жидкостям соответственно.

Введём декартову систему координат Ox1x2x3 таким образом, чтобы ось Ox3
была направлена вверх, т.е. против действия однородного гравитационного поля,
а начало координат O находилось на Γ. Тогда ускорение гравитационного поля
g = −ge3, g > 0, а в состоянии покоя поля давлений в жидкостях выражаются по
законам

P0,k(x3) = p0 − ρkgx3, k = 1, 2, (2.1)

где ρk — плотности жидкостей, а p0 — давление на границе раздела Γ, т.е. при
x3 = 0.

Рассмотрим малые движения системы из двух жидкостей, близкие к состоя-
нию покоя. Пусть uk(t, x) — поля малых скоростей, а pk(t, x) — отклонения полей
давлений от их равновесных значений (см.(2.1)). Для простоты рассматриваем
вязкоупругие жидкости модели Олдройта, когда в (1.1) m = 1. Кроме того, пола-
гаем, что на исследуемую гидродинамическую систему дополнительно к гравита-
ционному полю действует малое поле внешних сил f = f(t, x), x ∈ Ω.

Тогда линеаризованные уравнения движения жидкостей имеют следующий вид
(см., например, [11, c.318, 342-343]):

ρk
∂uk

∂t
= −∇pk + µk△vk + ρkf k(t, x), div uk = 0 (в Ωk), (2.2)

vk(t, x) = uk(t, x) + αk

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s, x)ds =: I0,k(t)uk, k = 1, 2, (2.3)

где µk > 0 — динамические вязкости жидкостей, αk ≥ 0, βk > 0 — коэффици-
енты, характеризующие свойства вязкоупругости жидкостей модели Олдройта,
fk(t, x) := f(t, x)|x∈Ωk

, а △ — трёхмерный оператор Лапласа.
Для вязких жидкостей, как известно, на твёрдых стенках Sk сосуда должны

выполняться условия прилипания, т.е.

uk = 0 (на Sk), k = 1, 2, (2.4)
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а на границе раздела Γ — условие непрерывности полей скоростей:

u1(t, x) = u2(t, x), x ∈ Γ. (2.5)

Будем описывать малые перемещения границы раздела между жидкостями с
помощью функции вертикального отклонения

x3 = ζ(t, x1, x2), (x1, x2) ∈ Γ. (2.6)

Тогда на Γ должно выполняться кинематическое условие
∂ζ

∂t
= u1 · n =: γn,1u1 = u2 · n =: γn,2u2, n = e3, (2.7)

а символом γn,k обозначена операция взятия нормального следа на Γ, т.е. следа
нормальной компоненты поля скорости. Заметим ещё, что из условия сохранения
объёма каждой из жидкостей имеем интегральную связь∫

Γ

ζdΓ = 0. (2.8)

Сформулируем теперь динамические условия на Γ. Они состоят в том, что
на движущейся границе раздела векторное поле напряжений при переходе от од-
ной жидкости к другой изменяется непрерывно. Линеаризация этого условия и
его снос на Γ приводят к следующим соотношениям: на Γ касательные напряже-
ния (т.е. вдоль Γ) изменяются непрерывно, а нормальное напряжение (т.е. вдоль
оси Ox3) компенсируется гравитационным скачком давлений. Имеем

µ1τj3(v1) = µ2τj3(v2), vk = I0,k(t)uk, k = 1, 2, j = 1, 2;

[−p1 + µ1τ33(v1)]− [−p2+ µ2τ33(v2)] = −g(ρ1 − ρ2)ζ (на Γ).
(2.9)

Наконец, для искомых функций uk(t, x), pk(t, x), k = 1, 2, и ζ(t, x1, x2) необхо-
димо ещё задать начальные условия:

uk(0, x) = u
0
k(x), x ∈ Ωk, u0

1(x) ≡ u0
2(x), x ∈ Γ,

ζ(0, x) = ζ0(x), x ∈ Γ.
(2.10)

2.2. Закон баланса полной энергии

Будем считать, что задача (2.2)-(2.10) имеет классической решение, и выведем
закон баланса полной энергии гидросистемы. Предварительно выпишем формулы
Грина для векторных полей скоростей в областях Ω1 и Ω2 соответственно. Для
дважды непрерывно дифференцируемых полей они имеют следующий вид:

µ1E1(η1,u1) :=
1

2
µ1

∫
Ω1

(
3∑

j,l=1

τjl(η1)τjl(u1)

)
dΩ1 =

=

∫
Ω1

η1 · (−µ1△u1 +∇p1)dΩ1 +

∫
Γ

3∑
j=1

η1,j(µ1τj,3(u1)− p1δj3)dΓ,

divη1 = divu1 = 0 (в Ω1), η1 = u1 ≡ 0 (на S1),

(2.11)
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µ2E2(η2,u2) :=
1

2
µ2

∫
Ω2

(
3∑

j,l=1

τjl(η2)τjl(u2)

)
dΩ2 =

=

∫
Ω2

η2 · (−µ2△u2 +∇p2)dΩ2 +

∫
Γ

3∑
j=1

η2,j(µ2τj,3(u2)− p2δj3)dΓ,

divη2 = divu2 = 0 (в Ω2), η2 = u2 ≡ 0 (на S2).

(2.12)

(В этих формулах учтено, что направление внешней нормали на Γ для области Ω1

будет n1 = e3, а для Ω2 — соответственно n2 = −n1 = −e3.)
Умножим обе части (2.2) слева на uk, проинтегрируем по Ωk и сложим резуль-

таты; будем иметь (для вещественнозначных полей):

2∑
k=1

ρk

∫
Ωk

uk ·
∂uk

∂t
dΩk =−

2∑
k=1

∫
Ωk

uk · ∇pkdΩk +
2∑

k=1

µk

∫
Ωk

uk · (△vk)dΩk+

+
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

uk · fkdΩk.

Используя формулы Грина (2.11), (2.12), а также граничные условия задачи (2.2)-
(2.10), отсюда получаем соотношение

1

2

d

dt


2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

|uk|2 dΩk

 = −
2∑

k=1

µkEk(uk,vk) +
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

uk · fkdΩk+

+

∫
Γ

3∑
j=1

uk,j (µ1τj3(u1)− µ2τj3(u2)− (p1 − p2)δj3) dΓ.

Учитывая ещё соотношения (2.8) и (2.9), окончательно приходим к выводу, что

1

2

d

dt


2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

|uk|2 dΩk + g(ρ1 − ρ2)

∫
Γ

|ζ|2 dΓ

 = −
2∑

k=1

µkEk(uk,vk)+

+
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

uk · f kdΩk.

(2.13)

Это тождество есть закон баланса полной энергии системы в дифференци-
альной форме. Здесь в фигурных скобках стоит удвоенная полная (кинетическая
плюс потенциальная) энергия гидросистемы, а справа — мощность диссипатив-
ных вязкоупругих сил и мощность дополнительных внешних сил, действующих
на систему. После интегрирования (2.13) по t в пределах от 0 до t получаем за-
кон баланса полной энергии в интегральной форме, т.е. на произвольном отрезке
времени (0, t).
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3. Выбор функциональных пространств

3.1. Предварительные соображения

Будем исследовать задачу (2.2)-(2.10) методами теории операторов, действую-
щих в гильбертовых пространствах (см. [3, 10, 11]). Тождество (2.13) показывает,
что поля скоростей в данной задач следует считать элементами векторного про-
странства пар функций

u = {u1;u2}, u ∈ L2(Ω), (3.1)

со скалярным произведением

(u,v)L2(Ω) :=
2∑

k=1

ρk(uk,vk)L2(Ωk) :=
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

uk · vkdΩk.

Точнее говоря, следует выбирать (см. [3]) лишь элементы

uk ∈ J0,Sk
(Ωk) := {uk ∈ L2(Ωk) : divuk = 0 (в Ωk), γn,kuk := uk · nk = 0 (на Sk)} ,

где nk — внешняя нормаль к ∂Ωk. Такие поля отвечают конечной кинетической
энергии системы.

Заметим, что пространство L2(Ωk) со скалярным произведением

(uk,vk)L2(Ωk) :=

∫
Ωk

uk · vkdΩk

имеет ортогональное разложение (см. [3])

L2(Ωk) = J0,Sk
(Ωk)⊕G0,Γ(Ωk), (3.2)

G0,Γ(Ωk) := {wk = ∇φk ∈ L2(Ωk) : φk = 0 (на Γ)} , (3.3)

причём
J0,Sk

(Ωk) = J0(Ωk)⊕Gh,Sk
(Ωk), (3.4)

J0(Ωk) = {vk ∈ L2(Ωk) : divvk = 0 (в Ωk), γn,kvk = 0 (на ∂Ωk)} , (3.5)

Gh,Sk
(Ωk) =

=

wk = ∇Φk ∈ L2(Ωk) : △Φk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk

= 0 (на Sk),

∫
Γ

ΦkdΓ = 0

 . (3.6)
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Будем далее обозначать подпространство пар из L2(Ω), у которых компоненты
являются элементами из J0,Sk

(Ωk), через J0,S(Ω), т.е.

J0,S(Ω) := {{u1;u2} ∈ L2(Ω) : uk ∈ J0,Sk
(Ωk), k = 1, 2} . (3.7)

Тогда в силу (3.2)-(3.6) будем иметь

L2(Ω) = J0,S(Ω)⊕G0,Γ(Ω),

J0,S(Ω) = J0(Ω1)⊕ J0(Ω2)⊕Gh,S1(Ω1)⊕Gh,S2(Ω2), (3.8)

G0,Γ(Ω) = G0,Γ(Ω1)⊕G0,Γ(Ω2).

Далее, с конечной потенциальной энергией системы связано простран-
ство L2(Γ) скалярных функций, заданных на Γ, с квадратом нормы

||ζ||2L2(Γ)
:=

∫
Γ

|ζ|2dΓ.

Точнее говоря, ввиду условия (2.8) далее будем считать, что вертикальные откло-
нения границы раздела жидкостей

ζ ∈ L2,Γ := L2(Γ)⊖ {1Γ},

где 1Γ — функция, тождественно равная 1 на Γ.
Введём ещё пространства векторных полей с конечной скоростью диссипации

энергии в жидкости:

J1
0,Sk

(Ωk) :=
{
uk ∈H1(Ωk) : divuk = 0 (в Ωk), uk = 0 (на Sk)

}
.

Здесь скалярное произведение определяется по формуле (см. (2.11), (2.12))

(uk,vk)J1
0,Sk

(Ωk)
:= Ek(uk,vk), (3.9)

а на множестве пар (3.1) — по формуле

(u,v)J1
0,S(Ω) :=

2∑
k=1

µkEk(uk,vk),

J1
0,S(Ω) := J

1
0,S1

(Ω1)⊕ J1
0,S2

(Ω2).

Отметим, что J1
0,Sk

(Ωk) плотно вложено в J0,Sk
(Ωk) и имеет место неравенство

Корна:

||uk||2J1
0,Sk

(Ωk)
≥ c̃k||uk||2H1(Ωk)

≥ ck||uk||2J0,Sk
(Ωk)

, ck > 0, ∀uk ∈ J1
0,Sk

(Ωk),

а метрика, порождённая скалярным произведением (3.9), эквивалентна стандарт-
ной метрике пространства H1(Ωk). Отсюда следует, что

(
J1

0,Sk
(Ωk);J0,Sk

(Ωk)
)

—
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гильбертова пара пространств. Обозначим через Ak : J1
0,Sk

(Ωk) →
(
J1

0,Sk
(Ωk)

)∗
оператор этой гильбертовой пары. Тогда будем иметь соотношения

(uk,vk)J1
0,Sk

(Ωk)
= (A

1/2
k uk, A

1/2
k vk)J0,Sk

(Ωk) = ⟨uk, Akvk⟩J0,Sk
(Ωk), ∀uk,vk ∈ J1

0,Sk
(Ωk).

(3.10)
Здесь косыми скобками обозначено значение функционала, стоящего на втором
месте, на элементе, стоящем на первом месте.

Таким образом, возникают оснащённые гильбертовы пространства

J1
0,Sk

(Ωk) ⊂→⊂→ J0,Sk
(Ωk) ⊂→⊂→

(
J1
0,Sk

(Ωk)
)∗
, k = 1, 2, (3.11)

причём вложения, обозначаемые символом ⊂→⊂→, компактные.
Введём, наконец, пространство J1

0,S(Ω) пар векторных полей (3.1) со скаляр-
ным произведением

(u,v)J1
0,S(Ω) :=

2∑
k=1

µk(uk,vk)J1
0,Sk

(Ωk)
=

2∑
k=1

µkEk(uk,vk). (3.12)

Из приведенных построений очевидно, что(
J1

0,S(Ω);J0,S(Ω)
)

— гильбертова пара пространств, причём оператор A этой пары имеет вид

A = (µ1A1;µ2A2), (3.13)

а формулы (3.10), (3.12) порождают соотношения

(u,v)J1
0,S(Ω) = (A1/2u, A1/2v)J0,S(Ω) =

2∑
k=1

µkEk(uk,vk) =

=
2∑

k=1

µk(A
1/2
k uk, A

1/2
k vk)J0,Sk

(Ωk) = ⟨u, Av⟩J0,S(Ω) = (3.14)

=
2∑

k=1

⟨uk, µkAkvk⟩J0,Sk
(Ωk), ∀u = {u1;u2}, v = {v1;v2} ∈ J1

0,S(Ω).

3.2. Выбор функциональных пространств, порождённых задачей

Кинематическое условие (2.7) показывает, что в данной задаче элементы uk,
составляющие пару (3.1), не могут быть произвольными: для них нормальные
компоненты на Γ должны совпадать, т.е.

γn,1u1 = γn,2u2 (на Γ).
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Совокупность таких пар u = {u1;u2} ∈ J0,S(Ω) образует подпространство, кото-
рое обозначим через J0,S,Γ(Ω), т.е.

J0,S,Γ(Ω) := {u = {u1;u2} ∈ J0,S(Ω) : γn,1u1 = γn,2u2 (на Γ)}. (3.15)

Далее, условие (2.5) показывает также, что на Γ всё векторное поле для пары
u = {u1;u2} ∈ J1

0,S(Ω) изменяется непрерывно, т.е.

γ1u1 = γ2u2 (на Γ),

где γk — операция(оператор) взятия полного следа векторного поля uk из обла-
сти Ωk на границу Γ.

Такие пары векторных полей образуют подпространство в простран-
стве J1

0,S(Ω), которое обозначим через J1
0,S,Γ(Ω), т.е.

J1
0,S,Γ(Ω) :=

{
u = {u1;u2} ∈ J1

0,S(Ω) : γ1u1 = γ2u2 (на Γ)
}
. (3.16)

Это подпространство плотно вложено в J0,S,Γ(Ω) и потому(
J1

0,S,Γ(Ω);J0,S,Γ(Ω)
)

(3.17)

— гильбертова пара пространств.
Обозначим через Ã оператор гильбертовой пары (3.17). Очевидно, он является

сужением оператора A из (3.13) с J1
0,S(Ω) на J0,S,Γ(Ω), и для него в силу (3.14)

выполнены тождества

(u,v)J1
0,S,Γ(Ω) =(Ã1/2u, Ã1/2v)J0,S,Γ(Ω) =

=
2∑

k=1

µkEk(uk;vk) =⟨u, Ãv⟩J0,S,Γ(Ω), ∀u,v ∈ J1
0,S,Γ(Ω).

(3.18)

Отметим ещё, что оснащения (3.11) порождают оснащение

J1
0,S(Ω) ⊂→⊂→ J0,S(Ω) ⊂→⊂→

(
J1

0,S(Ω)
)∗
, (3.19)

из которого следует, что

J1
0,S,Γ(Ω) ⊂→⊂→ J0,S,Γ(Ω) ⊂→⊂→

(
J1

0,S,Γ(Ω)
)∗
. (3.20)

Будем далее считать, что область Ω, составленная из двух областей Ω1 и Ω2,
имеет липшицеву границу. При этом ∂Ω1 = S1 ∪ Γ, ∂Ω2 = S2 ∪ Γ, где Sk — лип-
шицевы куски ∂Ωk, имеющие также липшицевы границы ∂Sk : ∂S1 = ∂S2 = ∂Γ.
Такие предположения позволяют использовать обобщённые формулы Грина для
оператора Лапласа в случае как скалярных полей, заданных в Ωk, так и в случае
векторных полей скоростей (см. [2]).
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4. Вывод формул для ортопроекторов

4.1. Первая формула

Получим сначала закон действия ортопроектора

P0 := P0,S,Γ : J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω) (4.1)

(см. (3.7), (3.8), (3.15)). Для этого выясним, каково ортогональное дополнение в
J0,S(Ω) к подпространству J0,S,Γ(Ω).

Учтём структуру (3.8) подпространства J0,S(Ω) и заметим, что для элементов
из J0(Ω1) и J0(Ω2) нормальные компоненты полей равны нулю на всей границе.
Отсюда получаем, что J0,S,Γ(Ω) имеет структуру

J0,S,Γ(Ω) = J0(Ω1)⊕ J0(Ω2)⊕Gh,S,Γ(Ω),

Gh,S,Γ(Ω) =
{
u =

{
1

ρ1
∇φ1;

1

ρ2
∇φ2

}
: △φk = 0 (в Ωk),

∂φk

∂nk

= 0 (на Sk),
1

ρ1

∂φ1

∂n
=

1

ρ2

∂φ2

∂n
(на Γ), n = e3,∫

Γ

φkdΓ = 0
}
⊂ Gh,S1(Ω1)⊕Gh,S2(Ω2).

(4.2)

Пусть u =

{
1

ρ1
∇φ1;

1

ρ2
∇φ2

}
∈ Gh,S,Γ(Ω), а v = {∇ψ1;∇ψ2} ортогональна u в

Gh,S1(Ω1)⊕Gh,S2(Ω2). Тогда

ρ1

∫
Ω1

∇ψ1 ·
(

1

ρ1
∇φ1

)
dΩ1 + ρ2

∫
Ω2

∇ψ2 ·
(

1

ρ2
∇φ2

)
dΩ2 = 0. (4.3)

Воспользуемся теперь обобщёнными формулами Грина для оператора Лапласа и
скалярных полей (см. [2]). В рассматриваемом случае для липшицевых областей
Ω1 и Ω2 они имеют следующий вид:∫

Ω1

∇ψ1 · ∇φ1dΩ1 = ⟨ψ1, (−△φ1)⟩L2(Ω1) + ⟨γ1ψ1,
∂φ1

∂n
⟩L2(Γ), (4.4)

∫
Ω2

∇ψ2 · ∇φ2dΩ2 = ⟨ψ2, (−△φ2)⟩L2(Ω1) − ⟨γ2ψ2,
∂φ2

∂n
⟩L2(Γ), (4.5)

∀ψk, φk ∈ H1
Γ(Ωk), γkψk := ψk|Γ ∈ H

1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ,

∂φk

∂n
∈ H̃

−1/2
Γ := (H

1/2
Γ )∗, n = e3, △φk ∈ (H1

Γ(Ωk))
∗, k = 1, 2.

(4.6)
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Поясним смысл обозначений в (4.4)-(4.6). Прежде всего, слева в этих формулах
стоит скалярное произведение функций из H1

Γ(Ωk):

(ψk, φk)H1
Γ(Ωk) :=

∫
Ωk

∇ψk · ∇φkdΩk,

∫
Γ

φkdΓ =

∫
Γ

ψkdΓ = 0. (4.7)

Соответствующая норма эквивалентна стандартной норме H1(Ωk), а H1
Γ(Ωk) —

подпространство пространства H1(Ωk) коразмерности 1. Далее, γk — операторы
следа скалярных функций, заданных в Ωk, на границе Γ ⊂ ∂Ωk. Согласно теореме
Гальярдо (см. [9]), следы γkψk ∈ H1/2(Γ) и удовлетворяют условиям нормиров-
ки (4.7). Как известно, см. [1, 14], множество H

1/2
Γ плотно в L2,Γ и имеет место

оснащение
H

1/2
Γ ⊂→⊂→ L2,Γ ⊂→⊂→ H̃

−1/2
Γ :=

(
H

1/2
Γ

)∗
.

Здесь символом˜обозначен класс функций из H1/2
Γ , продолжимых нулём на всю

границу ∂Ωk в классе H−1/2(∂Ωk) (см. [1, 6]). В частности, в формулах Грина (4.4),
(4.5) производные по нормали ∂φk/∂n ∈ H̃

−1/2
Γ , так как в силу постановки задачи

(см. (3.6), (4.2)) должны быть выполнены условия Неймана ∂φk/∂nk = 0 (на Sk).
Отметим ещё, что имеется также оснащение

H1
Γ(Ωk) ⊂→⊂→ L2(Ωk) ⊂→⊂→

(
H1

Γ

)∗
,

и потому △φk ∈ (H1
Γ)

∗, а косыми скобками в (4.4), (4.5) обозначены значения
функционалов, стоящих на втором месте, на элементе, стоящем на первом месте.

Возвращаясь к тождеству (4.3) и используя (4.4), (4.5), будем иметь соотноше-
ние (с учётом свойств (4.2) для φk)∫

Ω1

∇ψ1 · ∇φ1dΩ1 +

∫
Ω2

∇ψ2 · ∇φ2dΩ2 = 0 = ⟨ρ1γ1ψ1 − ρ2γ2ψ2,
1

ρ1

∂φ1

∂n
⟩L2(Γ).

Отсюда в силу свойства ⟨1Γ,
∂φ1

∂n
⟩L2,Γ

= 0 получаем, что

ρ1γ1ψ1 − ρ2γ2ψ2 = const = 0 (на Γ),

где использовано также свойство нормировки (4.7) для ψk, k = 1, 2.
Итогом проведенных рассмотрений является следующее утверждение.

Лемма 1. Элементы из (Gh,S,Γ(Ω))
⊥ образуют множество

(Gh,S,Γ(Ω))
⊥ =

{
{∇ψ1;∇ψ2} : △ψk = 0 (в (Ωk)),

∂ψk

∂nk

= 0 (на Sk), k = 1, 2,

ψ := ρ1γ1ψ1 = ρ2γ2ψ2 ∈ H
1/2
Γ

}
.

(4.8)
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Опираясь на представление (4.8), получим закон действия ортопроектора P0

из (4.1). Для любого u = {u1;u2} ∈ J0,S(Ω) должно быть

P0u = P0{u1;u2} − {∇ψ1;∇ψ2} ∈ J0,S,Γ(Ω),

и потому

γn,1(P0u)1 = γn,2(P0u)2 ⇒ γn,1u1 −
∂ψ1

∂n
|Γ = γn,2u2 −

∂ψ2

∂n
|Γ, n = e3.

Значит, для ψ1 и ψ2 должно выполняться условие

∂ψ1

∂n
− ∂ψ2

∂n
= γn,1u1 − γn,2u2 (на Γ).

Таким образом, для определения пары функций {ψ1;ψ2} возникает следующая
задача сопряжения:

△ψk = 0 (в Ωk),
∂ψk

∂nk

= 0 (на Sk), k = 1, 2,

ψ := ρ1ψ1 = ρ2ψ2,
∂ψ1

∂n
− ∂ψ2

∂n
= γn,1u1 − γn,2u2 (на Γ).

(4.9)

Найдём решение задачи (4.9), опираясь на свойства решений задач Неймана в
областях Ωk:

△ψk = 0 (в Ωk),
∂ψk

∂n
= 0 (на Sk),

∂ψk

∂n
= ζk (на Γ),

∫
Γ

ζkdΓ = 0.

Используя известные результаты разрешимости таких задач в областях Ωk с лип-
шицевыми границами, разбитыми на липшицевы куски (см. [1, 6, 14]), сформули-
руем итоговые утверждения, основанные на формулах Грина (4.4), (4.5).

1. Слабое решение ψk|Ωk
∈ H1

Γ(Ωk) существует и единственно тогда и только
тогда, когда ψk|Γ ∈ H̃

−1/2
Γ . В этом случае

ψ1 = V1ζ1, ψ2 = −V2ζ2, Vk ∈ L(H̃−1/2
Γ ;H1

Γ(Ωk)), (4.10)

при этом

γ1ψ1 = γ1V1
∂ψ1

∂n
=: C1

∂ψ1

∂n
, C1 ∈ L(H̃−1/2

Γ ;H
1/2
Γ ), (4.11)

и аналогично

γ2ψ2 = −γ2V2
∂ψ2

∂n
=: −C2

∂ψ2

∂n
, C2 ∈ L(H̃−1/2

Γ ;H
1/2
Γ ). (4.12)

2. Операторы Ck (их называют операторами Стеклова) обладают свойствами
положительности:

⟨Ck
∂ψk

∂nk

,
∂ψk

∂n
⟩L2,Γ

=

∫
Ωk

|∇ψk|2dΩk, n1 = e3, n2 = −e3, k = 1, 2.
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Они отображают H̃−1/2
Γ на H1/2

Γ и потому существуют обратные операторы

C−1
k ∈ L(H1/2

Γ ; H̃
−1/2
Γ ),

которые также обладают свойством положительности.
Учитывая эти свойства, вернёмся к задаче (4.9) и будем считать, в силу урав-

нений и краевых условий этой задачи, что имеются связи (4.11), (4.12), а тогда

∂ψ1

∂n
= C−1

1 γ1ψ1 = ρ−1
1 C−1

1 ψ,
∂ψ2

∂n
= −C−1

2 γ2ψ2 = ρ−1
2 C−1

2 ψ.

Подставляя эти соотношения во второе условие на Γ из (4.9), приходим к уравне-
нию для нахождения функции ψ:

(ρ−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2 )ψ = γn,1u1 − γn,2u2. (4.13)

Из свойств положительности операторов C−1
1 и C−1

2 следует, что оператор ρ−1
1 C−1

1 +

ρ−1
2 C−1

2 также положителен и отображает H1/2
Γ на H̃−1/2

Γ . Поэтому существует об-
ратный оператор

(ρ−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2 )−1 ∈ L(H̃−1/2
Γ ;H

1/2
Γ ).

Далее, ввиду ортогональных разложений (3.2)-(3.6) и описаний подпространств
Gh,Sk

(Ωk) приходим к выводу, что для любого поля u = {u1;u2} ∈ J0,S(Ω) имеют
место свойства

γn,kuk ∈ H̃
−1/2
Γ , k = 1, 2,

и потому правая часть в (4.13) есть элемент этого пространства. Следовательно,
уравнение (4.13) однозначно разрешимо и

ψ = (ρ−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2 )−1(γn,1u1 − γn,2u2) ∈ H
1/2
Γ .

Зная значение ψ, теперь решаем задачи Зарембы

△ψk = 0 (в Ωk),
∂ψk

∂nk

= 0 (на Sk), k = 1, 2, γkψk = ρ−1
k ψ (на Γ).

Так как ψ ∈ H
1/2
Γ , то каждая из этих задач имеет единственное решение из H1

Γ(Ωk),
и тогда можно считать, что

∇ψk = ρ−1
k Gk(γkψk) = ρ−1

k Gkψ,

Gk ∈ L(H1/2
Γ ;Gh,Sk(Ωk)), k = 1, 2. (4.14)

Проведенные рассуждения приводят к следующему выводу.

Лемма 2. Ортопроектор P0,S,Γ : J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω) действует по следующему
закону: для любого u = {u1;u2} ∈ J0,S(Ω)

P0,S,Γu = u−
{
ρ−1
1 G1

(
ρ−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2

)−1
(γn,1u1 − γn,2u2);

ρ−1
2 G2(ρ

−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2 )−1(γn,1u1 − γn,2u2)
}
.

(4.15)
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(Если u ∈ J0,S,Γu, то, очевидно, P0,S,Γu = u, как это и следует из (4.15).)
Замечание 1. Имеет место тождество

(ρ−1
1 C−1

1 + ρ−1
2 C−1

2 )−1 = ρ2C2(ρ1C1 + ρ2C2)
−1ρ1C1.

Замечание 2. Так как для Gk выполнены свойства (4.14), то

∇ψ := {∇ψ1;∇ψ2} =: Gψ : H
1/2
Γ → Gh,S(Ω) ⊂ Gh,S1(Ω1)⊕Gh,S2(Ω2).

4.2. Вторая формула

Получим теперь закон действия ортопроектора

P1 := P 1
0,S,Γ : J1

0,S(Ω) → J1
0,S,Γ(Ω) (4.16)

(см. (3.12), (3.16)). Рассуждения проведём по тому же плану, который был реа-
лизован в п.4.1 для скалярных полей (потенциалов скоростей), однако теперь для
векторных полей из J1

0,S(Ω).
Найдём сначала ортогональное дополнение

J1
0,S(Ω)⊖ J1

0,S,Γ(Ω).

Для этого понадобится обобщённая формула Грина

µkEk(ηk,uk) = ⟨ηk, [−µkP0,Sk
△uk +∇p̃k]⟩L2(Ωk)−

−
{
⟨γkηk,1, µkτ13(uk)⟩L2(Γ) + ⟨γkηk,2, µkτ23(uk)⟩L2(Γ)− (4.17)

+⟨γkηk,3, [−p̃k + µkτ33(uk)]⟩L2(Γ)

}
(−1)k−1, ∀ηk,uk ∈ J1

0,Sk
(Ωk)

(см. [2]). (Здесь учтено, что на Γ имеем n1 = e3, n2 = −e3.) В (4.17) слева стоит
скалярное произведение в J1

0,Sk
(Ωk) (см. (3.9)); далее, в первом слагаемом справа

P0,Sk
— ортопроектор на J0,Sk

(Ωk), а выражение

−µkP0,Sk
(Ωk)△uk +∇p̃k ∈

(
J1

0,Sk
(Ωk)

)∗
(после замыкания на гладких функциях uk ∈ J1

0,Sk
(Ωk) ∩H2(Ωk)),

∇p̃k ∈ Gh,Sk
(Ωk), µkτj3(uk) ∈ H−1/2(Γ), j = 1, 2, −p̃k + µkτ33(uk) ∈ H

−1/2
Γ .

Предположим теперь, что η ∈ J1
0,S,Γ(Ω), а u ∈ J1

0,S(Ω) и ортогонален η. Тогда,
опираясь на (3.18) и (4.17), будем иметь тождество

µ1E1(η1,u1) + µ2E2(η2,u2) =
2∑

k=1

⟨ηk, [−µkP0,Sk
△uk +∇p̃k]⟩L2(Ωk)−

−⟨γ1η1,1, [µ1τ13(u1)− µ2τ13(u2)]⟩L2(Γ) − ⟨γ1η1,2, [µ1τ23(u1)− µ2τ23(u2)]⟩L2(Γ)−
−⟨γ1η1,3[(−p̃1 + µ1τ33(u1))− (−p2 + µ2τ33(u2))]⟩L2(Γ) = 0.

Отсюда, пользуясь обычными приёмами вариационного исчисления, приходим к
следующему выводу.
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Лемма 3. Ортогональное дополнение
(
J1

0,S,Γ(Ω)
)⊥ к подпространству J1

0,S,Γ(Ω) в
пространстве J1

0,S(Ω) состоит из слабых решений v = (v1;v2) ∈ J1
0,S(Ω) краевых

задач

−µ1P0,S1△v1 +∇p̃1 = 0, divv1 = 0 (в Ω1), v1 = 0 (на S1),

−µ2P0,S2△v2 +∇p̃2 = 0, divv2 = 0 (в Ω2), v2 = 0 (на S2),

µ1τj3(v1)− µ2τj3(v2) = 0 (на Γ), j = 1, 2,

[(−p̃1 + µ1τ33(v1))− (−p̃2 + µ2τ33(v2))] = 0 (на Γ).

(4.18)

Опираясь на (4.18), выведем формулу действия ортопроектора P1 из (4.16).
Если u — любой элемент из J1

0,S(Ω), то должно быть

P1u = P1{u1;u2} = {u1;u2} − {v1;v2}, (4.19)

где {v1;v2} — решение задачи (4.18) с дополнительным условием на Γ, которое
сейчас получим. Именно, должно выполняться свойство

γ1(P1u)1 = γ2(P1u)2 (на Γ),

откуда с учётом (4.19) получаем, что

γ1v1 − γ2v2 = γ1u1 − γ2u2 =: φ ∈ H̃1/2

Γ := H̃1/2(Γ)(+̇)H̃1/2(Γ)(+̇)H̃
1/2
Γ . (4.20)

Таким образом, для нахождения v = {v1;v2} возникает векторная задача Стек-
лова (4.18), (4.20).

Переходя к её решению, будем считать, что на Γ задано векторное поле

ψ := {−p̃1δj3 + µ1τj3(u1)}3j=1 ={−p̃2δj3 + µ3τj3(u2)}3j=1 ∈H
−1/2
Γ :=

:= (H̃1/2(Γ))∗(+̇)(H̃1/2(Γ))∗(+̇)(H̃
1/2
Γ )∗.

(4.21)

Тогда из (4.18) возникает две независимые задачи (их называют вторыми вспомо-
гательными задачами С.Г. Крейна) в областях Ω1 и Ω2:

−µkP0,Sk
△vk +∇p̃k = 0, divvk = 0 (в Ωk), vk = 0 (на Sk),

−p̃kδj3 + µkτj3(vk) = (ψ)j =: ψj, j = 1, 2, 3, k = 1, 2.

Для существования слабого решения этих задач необходимо и достаточно (в об-
ластях Ωk с липшицевыми ∂Ωk), чтобы выполнялось условие (4.21). Эти решения,
с использованием формул Грина (4.17), определяются из следующих тождеств:

µ1E1(η1,v1) = ⟨γ1η1,ψ⟩L2(Γ), ∀η1 ∈ J1
0,S1

(Ω1), (4.22)

µ2E2(η2,v2) = −⟨γ2η2,ψ⟩L2(Γ), ∀η2 ∈ J1
0,S2

(Ω2), (4.23)

L2(Γ) := L2(Γ)⊕ L2(Γ)⊕ L2,Γ.
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Каждая из задач (4.22), (4.23) имеет единственное слабое решение, и тогда можно
считать, что

µ1v1 = V1ψ, µ2v2 = −V2ψ, Vk ∈ L(H−1/2
Γ ;J1

0,Sk
(Ωk)), k = 1, 2. (4.24)

Введём ещё операторы Стеклова

Ck := γkVk, k = 1, 2, Ck ∈ L(H−1/2
Γ ; H̃

1/2

Γ ), (4.25)

переводящие (векторные) данные Неймана в (векторные) данные Дирихле. Тогда
из (4.24),(4.25) и (4.20) получаем связь

(µ−1
1 C1 + µ−1

2 C2)ψ = φ. (4.26)

Здесь снова, как и в п.4.1, операторы Ck из (4.25) обладают свойствами положи-
тельности:

⟨Ckψk,ψk⟩L2(Γ) = Ek(vk,vk),

при этом Ck отображает H−1/2
Γ на H̃

1/2

Γ . Поэтому существует ограниченный опе-
ратор

C−1
k ∈ L(H̃−1/2

Γ ;H
1/2
Γ ).

Отсюда следует, что существует ограниченный обратный положительный опера-
тор

(µ−1
1 C1 + µ−1

2 C2)
−1 ∈ L(H̃−1/2

Γ ;H
1/2
Γ ),

поэтому уравнение (4.26) однозначно разрешимо и

ψ = (µ−1
1 C1 + µ−1

2 C2)
−1φ.

Тогда в силу (4.24) и (4.20) имеем

v1 = µ−1
1 V1(µ

−1
1 C1 + µ−1

2 C2)
−1(γ1u1 − γ2u2),

v2 = −µ−1
2 V2(µ

−1
1 C1 + µ−1

2 C2)
−1(γ1u1 − γ2u2).

Итогом проведенных рассуждений является следующее утверждение.

Лемма 4. Ортопроектор P1 действует по закону

P1u = u−{µ−1
1 V1(µ

−1
1 C1+µ

−1
2 C2)

−1(γ1u1−γ2u2);−µ−1
2 V2(µ

−1
1 C1+µ

−1
2 C2)

−1(γ1u1−γ2u2)},

где Vk и Ck — операторы, определённые в (4.24), (4.25).

(Если u = {u1;u2} ∈ J0,S,Γ(Ω), то, очевидно, P1u = u.)

5. Применение операторного подхода. Переход к задаче
Коши для интегро-дифференциального уравнения
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5.1. Вспомогательные краевые задачи

Перепишем исходную задачу (2.2)-(2.10) в виде пар соотношений для искомых
объектов; тогда уравнения (2.2) принимают вид{

∂u1

∂t
;
∂u2

∂t

}
= −

{
1

ρ1
∇p1;

1

ρ2
∇p2

}
+ {ν1△v1; ν2△v2}+ {f 1;f 2} , (5.1)

νk = µk/ρk, fk = f |Ωk
, k = 1, 2.

Дальнейшая цель состоит в том, чтобы перейти от (5.1) к уравнению в гильбер-
товом пространстве J0,S,Γ(Ω).

Для этого применим сначала слева ортопроекторы P0,Sk
на подпространства

J0,Sk
(Ωk), k = 1, 2, на первую и вторую составляющие. Будем иметь:

∂

∂t
{u1;u2} = −

{
1

ρ1
∇p̃1;

1

ρ2
∇p̃2

}
+ {ν1P0,S1△v1; ν2P0,S2△v2}+

{
f̃ 1; f̃ 2

}
, (5.2)

vk = I0,k(t)uk, f̃k = P0,Sk
fk, k = 1, 2.

Это соотношение — связь между элементами в J0,S(Ω).
Теперь применим ещё слева в (5.2) ортопроектор

P0 = P0,S,Γ : J0,S1(Ω1)⊕ J0,S2(Ω2) = J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω).

Это даёт соотношение

∂

∂t
{u1;u2} = −P0

{
1

ρ1
∇p̃1;

1

ρ2
∇p̃2

}
+ P0 {ν1P0,S1△v1; ν2P0,S2△v2}+ P0

{
f̃ 1; f̃ 2

}
.

(5.3)
Отметим ещё одно обстоятельство. Так как в (5.3) ∇p̃k ∈ Gh,Sk

(Ωk) (см.(3.6)),
то
∫
Γ

p̃kdΓ = 0, k = 1, 2. Используя ещё соотношения

∫
Γ

τ33(uk)dΓ = 0, k = 1, 2,

см. [3, c.115], получаем, что в граничном условии (2.9) на Γ можно pk|Γ заменить
на p̃k|Γ = γkp̃k, k = 1, 2.

Учитывая эти факты, представим решение исходной начально-краевой задачи
в виде суммы пар векторных полей. Именно, будем считать, что

P0

{
1

ρ1
∇p̃1;

1

ρ2
∇p̃2

}
=

{
1

ρ1
∇p11;

1

ρ2
∇p12

}
+

{
1

ρ1
∇p21;

1

ρ2
∇p22

}
,

и потребуем, чтобы наборы

{v1;v2},
{

1

ρ1
∇p11;

1

ρ2
∇p12

}
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были решениями первой вспомогательной задачи

−P0{ν1P0,S1△v1; ν2P0,S2△v2}+
{

1

ρ1
∇p11;

1

ρ2
∇p12

}
= {F 1;F 2} :=

= − ∂

∂t
{u1;u2}−

{
1

ρ1
∇p21;

1

ρ2
∇p22

}
+ P0{f̃ 1; f̃ 2},

uk = 0 (на Sk), k = 1, 2;

{−p̃1δj3 + µ1τj3(v1)}3j=1−{−p̃2δj3 + µ2τj3(v2)}3j=1 = 0 (на Γ),

(5.4)

а набор { 1

ρ1
∇p21;

1

ρ2
∇p22} — решением второй вспомогательной задачи для потен-

циалов (задачи Стеклова):

△p2k = 0 (в Ωk),
∂p2k
∂nk

= 0 (на Sk), k = 1, 2,

1

ρ1

∂p21
∂n

=
1

ρ2

∂p22
∂n

, p21 − p22 = g(ρ1 − ρ2)ζ (на Γ).
(5.5)

Рассмотрим сначала задачу (5.5). Введём функции φk, k = 1, 2, которые явля-
ются решениями вспомогательной задачи

△φk = 0 (в Ωk),
∂φk

∂nk

= 0 (на Sk),

∫
Γ

φkdΓ = 0, k = 1, 2,

∂φ1

∂n
=
∂φ2

∂n
, ρ1γ1φ1 − ρ2γ2φ2 = (ρ1 − ρ2)ζ (на Γ).

(5.6)

Обозначим
ψ :=

∂φ1

∂n

∣∣∣
Γ
=
∂φ2

∂n

∣∣∣
Γ
,

∫
Γ

ψdΓ = 0.

Тогда, как и в (4.9)-(4.12), будем иметь

γ1φ1 = C1ψ, γ2φ2 = −C2ψ,

и последнее условие на Γ приводит к связи

(ρ1C1 + ρ2C2)ψ = (ρ1 − ρ2)ζ.

Отсюда, учитывая, что

ρ1C1 + ρ2C2 ∈ L(H̃−1/2
Γ ;H

1/2
Γ )

является положительным оператором и действует на H1/2
Γ , получаем:

ψ = (ρ1 − ρ2)(ρ1C1 + ρ2C2)
−1ζ,

и потому

φ1 = (ρ1 − ρ2)V1(ρ1C1 + ρ2C2)
−1ζ, φ2 = −(ρ1 − ρ2)V2(ρ1C1 + ρ2C2)

−1ζ. (5.7)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
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Лемма 5. Задача (5.6) имеет (единственное) слабое решение тогда и только
тогда, когда выполнено условие

ζ ∈ H
1/2
Γ .

Это решение даётся формулами (5.7).

Опираясь на эту лемму, введём оператор G по закону

Gζ := {∇φ1;∇φ2} ∈ Gh,S,Γ(Ω), G ∈ L(H1/2
Γ ;Gh,S,Γ(Ω)) (5.8)

(определение Gh,S,Γ(Ω) см. в (4.2)), а также общий оператор нормального следа

γ̂nu := γn,1u1 = γn,2u2, u = {u1;u2} ∈ J0,S,Γ(Ω). (5.9)

Лемма 6. Имеет место соотношение

G∗ = (ρ1 − ρ2)γ̂n, γ̂n ∈ L(J0,S,Γ(Ω); H̃
−1/2
Γ ). (5.10)

Доказательство. Пусть ζ ∈ H
1/2
Γ , η = {η1;η2} ∈ J0,S,Γ(Ω). Тогда

(Gζ,η)L2(Ω) = ρ1

∫
Ω1

∇φ1 · η̄1dΩ1 + ρ2

∫
Ω2

∇φ2 · η̄2dΩ2 =

= . . . = ρ1⟨γ1φ1, γn,1η1⟩L2(Γ) − ρ2⟨γ2φ2, γn,2η2⟩L2(Γ) =

= |γn,1η1 = γn,2η2 = γ̂nη| = ⟨ρ1γ1φ1 − ρ2γ2φ2, γ̂nη⟩L2(Γ) =

= (см. последнее условие (5.6)) = ⟨(ρ1 − ρ2)ζ, γ̂nη⟩L2(Γ) = ⟨ζ, (ρ1 − ρ2)γ̂nη⟩L2(Γ).

Отсюда и следует утверждение леммы.
С помощью оператора G из (5.8), функций φ1 и φ2 из (5.6) и из (5.5) получаем,

что в задаче (5.5)

p21|Ω1 = gρ1φ1, p22|Ω2 = gρ2φ2,{
1

ρ1

∇p21;
1

ρ2

∇p22
}

= gGζ.
(5.11)

5.2. Переход к задаче Коши для интегро-дифференциального
уравнения

Опираясь на полученные в п. 5.1 выводы, рассмотрим теперь вспомогательную
задачу (5.4). Предварительно воспользуемся тождествами, следующими из (4.17).
Имеем

µ1E1(η1,v1) + µ2E2(η2,v2) = ⟨η1, P0,S1(−µ1△v1) +∇p̃1⟩L2(Ω1)+
+⟨η2, P0,S2(−µ2△v2) +∇p̃2⟩L2(Ω2) + ⟨γ1η1,1, [µ1τ13(v1)− µ2τ13(v2)]⟩L2(Γ)+

+⟨γ1η1,2, [µ1τ23(v1)− µ2τ23(v2)]⟩L2(Γ) + ⟨γ1η1,3, [(−p̃1 + µ1τ33(v1))− (−p̃2 + µ2τ33(v2))]⟩L2(Γ),
∀η = {η1;η2} ∈ J1

0,S,Γ(Ω), v = {v1;v2} ∈ J1
0,S(Ω).

(5.12)
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Так как η = P0η, η ∈ J1
0,S,Γ(Ω) ⊂ J0,S,Γ(Ω), P0 : J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω) — ортопро-

ектор (см. (4.15)), то (5.12) можно переписать в виде

µ1E1(η1,v1) + µ2E2(η2,v2) = (η,v)J1
0,S(Ω) =

= ⟨η, P0{P0,Sk
(−νk△vk) +∇p̃k}2k=1⟩J0,S(Ω)+

+
3∑

j=1

⟨γ1η1,j, [(−p̃1δj3 + µ1τj3(v1))− (−p̃2δj3 + µ2τj3(v2))]⟩L2(Γ),
(5.13)

приспособленном к формулировке обобщённого решения вспомогательной задачи
(5.4).

Определение 1. Назовём обобщённым решением задачи (5.4) такую функцию

v(t) = {v1(t);v2(t)} = {I0,1(t)u1(t); I0,2(t)u2(t)}

переменной t со значениями в J0,S(Ω), для которой выполнено тождество, следу-
ющее из (5.13):

(η,v(t))J1
0,S(Ω) = (η,−du

dt
− gGζ + p(t))J0,S(Ω), ∀η ∈ J1

0,S,Γ(Ω). (5.14)

Здесь использовано обозначение (5.8) и последняя формула (5.11), а производные
∂/∂t заменены на d/dt (для функций переменной t со значениями в гильбертовом
пространстве) и

p(t) := P0{f 1;f 2}. (5.15)

Перейдём от (5.14) к интегро-дифференциальному уравнению в пространстве
J0,S,Γ(Ω). Так как

(η,v(t))J1
0,S(Ω) = (P1η,v(t))J1

0,S(Ω) = (η, P1v(t))J1
0,S(Ω) =

= (Ã1/2η, Ã1/2P1v(t))J0,S,Γ(Ω),
(5.16)

где Ã — оператор гильбертовой пары (J1
0,S,Γ(Ω);J0,S,Γ(Ω)), см. (3.16)-(3.20),

P1 : J1
0,S(Ω) → J1

0,S,Γ(Ω) — ортопроектор, то тождество (5.14) с учётом (5.16)
равносильно соотношению

ÃP1v(t) = −du
dt

− gGζ + p(t),

если правая часть — функция t со значениями в J0,S,Γ(Ω).

Теорема 1. Исходная начально-краевая задача (2.2)-(2.10) о малых движениях
двух вязкоупругих жидкостей равносильна (после отделения тривиальных соот-
ношений) задаче Коши

du

dt
= −ÃP1(I0(t)u)− gGζ + p(t),

dζ

dt
= γ̂nu, u(0) = u0, ζ(0) = ζ0,

(5.17)
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для системы двух уравнений, из которых первое является интегро-
дифференциальным уравнением первого порядка,

v(t) = I0(t)u(t) = {uk}2k=1 + {αk

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s)ds}2k=1, (5.18)

а второе — дифференциальным уравнением первого порядка.
Решение u(t) = {u1(t);u2(t)}, ζ(t) является функцией t со значениями в

J0,S,Γ(Ω) и L2,Γ соответственно.

Замечание 3. Если жидкости невязкоупругие, то αk = 0 (k = 1, 2) и v(t) ≡ u(t).
Эта задача разобрана в параграфе 8.6 из [11, c.133-140].

6. Преобразование задачи к стандартному виду

6.1. Переход к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

Приведём задачу (5.17) к более симметричному виду, воспользовавшись фор-
мулой (5.10). Осуществим в (5.17) замену искомой функции по формуле

η = (g(ρ1 − ρ2)
1/2)ζ. (6.1)

Тогда приходим к задаче Коши

du

dt
= −ÃP1(I0(t)u)− (g/(ρ1 − ρ2))

1/2Gη + p(t)

dη

dt
= (g/(ρ1 − ρ2)

1/2G∗u), u(0) = u0, η(0) = η0.

(6.2)

Дальнейшее рассмотрение связано с выделением в задаче (6.2) операторной мат-
рицы, отвечающей системе вязкоупругих жидкостей, изучению свойств этой мат-
рицы, её расширению (путём замыкания) до максимального аккретивного опера-
тора. Параллельно будет осуществлён переход к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Введём в (6.2) новую искомую функцию

w(t) := {α1/2
k

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s)ds}2k=1 ∈ J1
0,S1

(Ω1)⊕ J1
0,S2

(Ω2) = J0,S(Ω), (6.3)

см. (5.18), а также операторы

α1/2 := {α1/2
k }2k=1, β := {βk}2k=1, (6.4)
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действующие в J0,S(Ω). Тогда

dw

dt
= {α1/2

k uk − βk[α
1/2
k

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s)ds]}2k=1 = α1/2u− βw. (6.5)

C учётом (6.3)-(6.5) задачу (6.2) можно переписать в виде задачи Коши для си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:

du

dt
= −Ã(u+ P1α

1/2w)− (g/(ρ1 − ρ2))
1/2Gη + p(t),

dw

dt
= α1/2u− βw, u(0) = u0, w(0) = 0,

dη

dt
= (g/(ρ1 − ρ2))

1/2G∗u, η(0) = η0, p(t) := P0{P0,S1f 1;P0,S2f 2}.

(6.6)

Коротко эту задачу можно записать в виде

dz

dt
= −Ãz + p(t), z(0) = z0,

Ã=

 Ã ÃP1α
1/2 (g/(ρ1 − ρ2))

1/2G
−α1/2P1 β 0

−(g/(ρ1 − ρ2))
1/2G∗ 0 0

, z =
uw
η

, p(t) =
p(t)0

0

.
6.2. Дополнительная симметризация

Осуществим в (6.6) ещё одну замену

w = A−1/2ψ, ψ ∈ J0,S(Ω).

Тогда из второй строчки (6.6) имеем соотношение

d

dt
(A−1/2ψ) = α1/2P1u− βA−1/2ψ, (6.7)

и если u(t) — непрерывная по t функция со значениями в J1
0,S,Γ(Ω), а ψ(t) —

со значениями в J0,S(Ω), то правая часть в (6.7) непрерывна по t со значениями
в J1

0,S(Ω) = D(A1/2). Поэтому к обеим частям в (6.7) можно применить опера-
тор A1/2. В итоге взамен (6.6) возникает задача Коши

du

dt
= −(Ãu+ ÃP1α

1/2A−1/2ψ)− bGη + p(t),

dψ

dt
= A1/2α1/2P1u− A1/2βA−1/2ψ, u(0) = u0, ψ(0) = 0,

dη

dt
= bG∗u, η(0) = (g(ρ1 − ρ2))

1/2ζ0, b := (g/(ρ1 − ρ2))
1/2 > 0.

(6.8)
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Эта система снова коротко переписывается в виде

dy

dt
= −Ay + p(t), y(0) = y0, y = (u;ψ; η)τ , (6.9)

где операторная матрица

A :=

 Ã ÃP1α
1/2A−1/2 bG

−A1/2α1/2P1 A1/2βA−1/2 0
−bG∗ 0 0

 (6.10)

задана на области определения

D(A) = D(Ã)⊕D2 ⊕D(G) (6.11)

и действует в пространстве J0,S,Γ(Ω)⊕ J0,S(Ω)⊕ L2,Γ. Здесь

D2 := {ψ ∈ J0,S(Ω) : P1α
1/2A−1/2ψ ∈ D(Ã)}. (6.12)

Замечание 4. Оператор P1α
1/2A−1/2 переводит пространство J0,S(Ω) в J1

0,S,Γ(Ω) =

D(Ã1/2) ⊃ D(Ã), причём D(Ã) плотно в D(Ã1/2).

Изучим теперь общие свойства оператора A из (6.10), (6.11).

Лемма 7. Операторная матрица A допускает факторизацию в виде произведе-
ния трёх матриц с симметричным окаймлением средней матрицы:

A=

Ã1/2 0 0
0 I 0
0 0 I

 I Ã1/2P1α
1/2A−1/2 bÃ−1/2G

−A1/2α1/2P1Ã
−1/2 A1/2βA−1/2 0

−bG∗Ã−1/2 0 0

Ã1/2 0 0
0 I 0
0 0 I

.
(6.13)

Лемма 8. Операторы

Ã1/2P1α
1/2A−1/2 : J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω), A1/2α1/2P1Ã

−1/2 : J0,S,Γ(Ω) → J0,S(Ω)
(6.14)

ограничены и взаимно сопряжены.

Доказательство. Ограниченность этих операторов проверяется непосред-
ственно. Например, для оператора Ã1/2P1α

1/2A−1/2 имеем свойства

A−1/2 ∈ L(J0,S(Ω);J
1
0,S(Ω)), α1/2 ∈ L(J1

0,S(Ω)),
P1 ∈ L(J1

0,S(Ω);J
1
0,S,Γ(Ω)) (см. лемму 4.3),

Ã1/2 ∈ L(J1
0,S,Γ(Ω);J0,S,Γ(Ω)),

и потому имеет место первое свойство ограниченности в (6.14). Второе свойство
из (6.14) проверяется аналогично.
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Проверим теперь свойство взаимной сопряжённости этих операторов. Для лю-
бых u ∈ J0,S,Γ(Ω), ψ ∈ J0,S(Ω) имеем

(Ã1/2P1α
1/2A−1/2ψ,u)J0,S,Γ(Ω) = (P1α

1/2A−1/2ψ, Ã−1/2u)J1
0,S,Γ(Ω) =

= (α1/2A−1/2ψ, P1Ã
−1/2u)J1

0,S(Ω) = (A−1/2ψ, α1/2P1Ã
−1/2u)J1

0,S(Ω) =

= (ψ, A1/2α1/2P1Ã
−1/2u)J0,S(Ω).

Здесь при выводе были использованы свойства (3.14) и (3.18) для операторов A и
Ã, а также свойство самосопряжённости оператора α1/2 в J1

0,S(Ω), которое прове-
ряется непосредственно.

Замечание 5. Из определения оператора β (см. (6.4)) и структуры оператора A
(см. (3.13)) следует, что

A1/2βA−1/2 = β.

Лемма 9. Справедливо соотношение

Ã−1/2G = (G∗Ã−1/2)∗|D(G), (6.15)

причём замыкание по непрерывности оператора Ã−1/2G совпадает с (G∗Ã−1/2)∗.

Доказательство.Убедимся сначала, что оператор G∗Ã−1/2 : J0,S,Γ(Ω) → L2,Γ

ограничен и даже компактен. Действительно, Ã−1/2 ∈ L(J0,S,Γ(Ω);J
1
0,S,Γ(Ω)), а опе-

ратор G∗ = (ρ1−ρ2)γ̂n, согласно определению γ̂n (см. (5.9)) и теореме Гальярдо [9],
ограниченно действует из J1

0,S,Γ(Ω) ⊂H1(Ω) на H̃1/2
Γ ⊂ H

1/2
Γ ⊂→⊂→ L2,Γ.

Пусть теперь η ∈ D(G), u ∈ J0,S,Γ(Ω). Тогда

(Ã−1/2Gη,u)J0,S,Γ(Ω) = (Gη, Ã−1/2u)J0,S,Γ(Ω) = (η,G∗Ã−1/2u)L2,Γ
.

Отсюда и следует (6.15), и из плотности D(G) ≡ H
1/2
Γ (см. (5.8)) в L2,Γ полу-

чаем, что оператор Ã−1/2G ограничен (и даже компактен) на плотном множе-
стве и поэтому допускает расширение путём замыкания до оператора Ã−1/2G =
(G∗Ã−1/2)∗.

7. Теоремы о корректной разрешимости

7.1. Свойства основной операторной матрицы

Опираясь на приведенные выше свойства коэффициентов операторной матри-
цы A (см. (6.10)-(6.13) и леммы 7-9), установим общие свойства этой матрицы.

Лемма 10. Операторная матрица (6.10) является аккретивной в пространстве
J0,S,Γ(Ω)⊕ J0,S(Ω)⊕ L2,Γ =: H, т.е.

Re(Ay, y)H ≥ 0, ∀y ∈ D(A) ⊂ H.
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Доказательство. В силу факторизации (6.13) достаточно убедиться, что сред-
ний множитель

J0 :=

 I Ã1/2P1α
1/2A−1/2 bÃ−1/2G

−A1/2α1/2P1Ã
−1/2 β 0

−bG∗Ã−1/2 0 0


обладает свойством аккретивности на множестве

D(J0) := J0,S,Γ(Ω)⊕ J0,S(Ω)⊕D(G).

Имеем

Re (J0y, y)H = Re
{
(u,u)J0,S,Γ(Ω) + (Ã−1/2P1α

1/2A−1/2ψ,u)J0,S,Γ(Ω)+

+b(Ã−1/2Gη,u)J0,S,Γ(Ω) − (A1/2α1/2P1Ã
−1/2u,ψ)J0,S(Ω) + (βψ,ψ)J0,S(Ω)−

−b(G∗Ã−1/2u, η)L2,Γ

}
= ||u||2J0,S,Γ(Ω) + (βψ,ψ)J0,S(Ω) ≥ 0.

(7.1)

Здесь при выводе были использованы свойства взаимной сопряжённости опера-
торов из леммы 8 (второе и четвёртое слагаемые справа), а также утверждение
леммы 9 (третье и шестое слагаемые).

Введём операторную матрицу

Ja := J0 + a diag(0; 0; I), a > 0. (7.2)

Тогда для Ja из (7.1) имеем

Re(Jay, y)H = ||u||2J0,S,Γ(Ω) + (βψ,ψ)J0,S(Ω) + a||η||2L2,Γ
≥ c||y||2H, c > 0, (7.3)

так как β — положительно определённый оператор (см. (6.4), βk > 0, k = 1, 2).
Из (7.2), (7.3) следует, что операторная матрица A из (6.13) принимает вид

A = diag(Ã1/2; I; I)Jadiag(Ã1/2; I; I)− a diag(0; 0; I) =:
=: Aa − a diag(0; 0; I). (7.4)

При этом оператор Aa представлен в виде произведения трёх сомножителей, каж-
дый из которых имеет ограниченный обратный. Поэтому Aa допускает расшире-
ние путём замыкания среднего сомножителя, и в итоге возникает максимальный
равномерно аккретивный оператор.

Лемма 11. Замыкание Āa оператора Aa представляется в виде

Āa = diag(Ã1/2; I; I)J̄adiag(Ã1/2; I; I),

J̄a =

 I Ã1/2P1α
1/2A−1/2 b(G∗Ã−1/2)∗

−A1/2α1/2P1Ã
−1/2 β 0

−bG∗Ã−1/2 0 a

 ,
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где J̄a — равномерно аккретивный оператор, для которого выполнено свой-
ство (7.3) (с заменой Ja → J̄a).

При этом

D(Āa) =
{
y = (u;ψ; η)τ : u ∈ D(Ã1/2), Ã1/2u+ Ã−1/2P1α

1/2A−1/2ψ+

+b(G∗Ã−1/2)∗η ∈ D(Ã1/2)
}
, R(Āa) = H,

(7.5)

и оператор Āa действует на D(Āa) по закону

Āay =

 Ã1/2(Ã1/2u+ Ã1/2α1/2P1A
−1/2ψ + b(G∗Ã−1/2)∗η)

−A1/2α1/2P1u+ βψ
−bG∗u+ aη

 . (7.6)

7.2. Теорема о разрешимости задачи Коши

Вернёмся к задаче (6.9)-(6.13) и перепишем её с учётом (7.4) в виде

dy

dt
= −(Aa − aP3)y + p(t), y(0) = y0 = (u0;0; η0)τ ,

y = (u;ψ; η)τ , P3 := diag(0; 0; I).
(7.7)

Рассмотрим также аналогичную задачу с замкнутым максимальным аккретивным
оператором:

dy

dt
= −(Āa − aP3)y + p(t), y(0) = y0. (7.8)

Теорема 2. Пусть в исходной начально-краевой задаче (2.2)-(2.10) выполнены
условия

u0 = {u0
1;u

0
2} ∈ D(Ã) ⊂ D(Ã1/2) = J1

0,S,Γ(Ω), ζ0 = H
1/2
Γ ,

f k(t, x) ∈ C1([0, T ];L2(Ωk)), k = 1, 2.
(7.9)

Тогда задача Коши (7.8) имеет единственное сильное решение y(t) на отрезке
[0, T ], т.е. y(t) ∈ C([0, T ];D(Āa)), dy/dt ∈ C([0, T ];H), выполнено уравнение (7.8)
при любом t ∈ [0, T ] и начальное условие y(0) = y0.

Доказательство. Так как согласно лемме 11 оператор Āa является макси-
мальным равномерно аккретивным оператором, а Āa − aI3 — максимальным ак-
кретивным оператором, то оператор −(Āa − aI3) является генератором сжима-
ющей полугруппы, действующей в гильбертовом пространстве H = J0,S,Γ(Ω) ⊕
J0,S(Ω)⊕ L2,Γ. Поэтому для разрешимости задачи (7.8) необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись следующие условия (см. [4, c.166]):

y0 = (u0;ψ0; η0)τ ∈ D(Āa − aP3) =D(Āa),

p(t) = (p(t);0; 0)τ ∈ C1([0, T ];H).
(7.10)
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Проверим, что условия (7.9) являются достаточными для выполнения соотно-
шений (7.10). В самом деле, если выполнены условия (7.9) для fk(t, x), то
P0,Sk

fk ∈ C1([0, T ];J0,Sk
(Ωk)), k = 1, 2, а потому P0{P0,S1f 1;P0,S2f 2} = p(t) ∈

C1([0, T ];J0,S,Γ(Ω)) (см. (5.15)). Поэтому p(t) = (p(t);0; 0)τ ∈ C1([0, T ];H), т.е. по-
следнее условие (7.10) выполнено.

Далее, если выполнены условия (7.9) для u0 и ζ0, то при φ0 = 0 имеем свойство

Ã1/2u0 + 0+ bÃ−1/2Gη0 ∈ D(Ã1/2) (7.11)

(см. (7.5)), так как по лемме 9 (G∗Ã−1/2)∗|D(G) = Ã−1/2G, D(G) = H
1/2
Γ (см. (5.8))

и η0 = (g(ρ1 − ρ2))
1/2ζ0 ∈ H

1/2
Γ (см. (6.1)).

Таким образом при выполнении условий (7.9) имеют место условия (7.10). Зна-
чит, задача (7.8) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].

Теорема 3. При выполнении условий (7.9) задача (7.7) также имеет единствен-
ное сильное решение на отрезке [0, T ].

Доказательство. Если выполнены условия (7.9), то по теореме 2 задача (7.8)
имеет сильное решение на отрезке [0, T ]. Это означает, согласно закону (7.6) для
оператора Āa, что имеют место три уравнения

du

dt
= −Ã1/2(Ã1/2u+ Ã1/2P1α

1/2A−1/2ψ + b(G∗Ã−1/2)∗η) + p(t),

dψ

dt
= A1/2α1/2P1u− βψ, u(0) = u0, ψ(0) = 0,

dη

dt
= bG∗u, η(0) = (g(ρ1 − ρ2))

1/2ζ0,

где все слагаемые являются функциями t ∈ [0, T ] со значениями в J0,S,Γ(Ω),
J0,S(Ω) и L2,Γ соответственно.

При исследовании задачи Коши (6.8)-(6.12) возможен ещё один подход, свя-
занный с факторизацией операторной матрицы (6.10) по Шуру-Фробениусу.

Лемма 12. Операторная матрица A из (6.10) допускает факторизацию вида

A =

 Ã ÃP1α
1/2A−1/2 bG

−A1/2α1/2P1 A1/2βA−1/2 0
−bG∗ 0 0



=

 I 0 0

−QÃ−1/2 I 0

−bQ1Ã
−1/2 0 I

 Ã 0 0
0 β +QQ∗ bQQ+

1

0 bQ1Q
∗ b2Q1Q

+
1

 I Ã−1/2Q∗ bÃ−1/2Q+
1

0 I 0
0 0 I

 ,

(7.12)
Q∗ := Ã1/2P1α

1/2A−1/2 ∈ L(J0,S(Ω);J0,S,Γ(Ω)),

Q1 := G∗Ã−1/2 ∈ L(J0,S,Γ(Ω); H̃
1/2
Γ ⊂ H

1/2
Γ ),

Q = A1/2α1/2P1Ã
−1/2 ∈ L(J0,S,Γ(Ω);J0,S(Ω)),

Q+
1 = Ã−1/2G ∈ L(H1/2

Γ ;J1
0,S,Γ(Ω)).

(7.13)
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Замыкание Ā операторной матрицы A представляется в виде

Ā =

 I 0 0

−QÃ−1/2 I 0

−bQ1Ã
−1/2 0 I

 Ã 0 0
0 β +QQ∗ βQQ∗

1

0 bQ1Q
∗ b2Q1Q

∗
1

 I Ã−1/2Q∗ bÃ−1/2Q∗
1

0 I 0
0 0 I


(7.14)

Q∗
1 := Q̄+

1 (см. (6.15)),

и этот оператор действует на области определения

D(Ā) = {y = (u;ψ; η)τ : u+ Ã−1/2Q∗ψ + bÃ−1/2Q∗
1η ∈ D(Ã)},

совпадающей, очевидно, с (7.5), по закону (сравн. с (7.6))

Āy =

 Ã(u+ Ã−1/2Q∗ψ + bÃ−1/2Q∗
1η)

−A1/2α1/2P1u+ βψ
−bG∗u

 , y ∈ D(Ā).

Доказательство. Факторизация (7.12),(7.13) проверяется непосредственно.
Далее, по лемме 8 получаем, что операторы Q и Q∗ взаимно сопряжены, а из
леммы 9 имеем связи

Q+
1 = Q∗

1|D(G), Q̄+
1 = Q∗

1.

Замечание 6. Из леммы 12 следует, что крайние сомножители в (7.14) обратимы
и равны сумме единичного и компактного оператора, а средний множитель —
квазидиагональный самосопряжённый неотрицательный оператор, так как(

β +QQ∗ βQQ∗
1

bQ1Q
∗ b2Q1Q

∗
1

)(
ψ
η

)
·
(
ψ
η

)
=

= (βψ,ψ)J0,S(Ω) + ||Q∗ψ + bQ∗
1η||2J0,S,Γ(Ω) ≥ 0.

(7.15)

Рассмотрим теперь, как и выше, задачу Коши с замкнутым оператором
из (7.14):

dy

dt
= −(J − F1)A0(J + F2)y + p(t), y(0) = y0, (7.16)

F1 =

 0 0 0

QÃ−1/2 0 0

bQ∗
1Ã

−1/2 0 0

 , F2 = F∗
1 ∈ S∞(H),

A0 := diag(Ã;A00),

(7.17)

где A00 — матричный ограниченный неотрицательный оператор из (7.15).

Теорема 4. Пусть в задаче Коши (7.16) выполнены первые два условия (7.9), а
условия для f k(t, x) заменены менее ограничительными:

fk(t, x) ∈ Cδ([0, T ];L2(Ωk)), k = 1, 2, 0 < δ ≤ 1. (7.18)

Тогда задача (7.16) имеет единственное сильное решение y(t) на отрезке [0, T ].
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Доказательство. Осуществим в задаче (7.16) замену искомой функции:

(J + F2)y(t) =: w(t). (7.19)

Тогда для w(t) возникает задача Коши

dw

dt
= −(J + F2)(J − F1)A0w + p(t), w(0) = w0, (7.20)

где учтено, что

(J + F2)
−1 = (J − F2), (J + F2)p(t) = p(t).

В задаче (7.20) оператор −A0 является самосопряжённым неотрицательным опе-
ратором и потому — генератором аналитической полугруппы операторов, действу-
ющих в пространстве H. Так операторы Fk из (7.17) — компактные, то оператор

−(J + F2)(J − F1)A0

также является генератором полугруппы, аналитической в секторе, содержащем
положительную полуось. Значит, уравнение (7.20) является абстрактным парабо-
лическим, и для его сильной разрешимости требуется выполнение условий

w(0) ∈ D(A0) = D(Ã)⊕ J0,S(Ω)⊕ L2,Γ,

p(t) ∈ Cδ([0, T ];H), 0 < δ ≤ 1.
(7.21)

Однако при выполнении первых двух условий (7.9), как и при доказательстве тео-
ремы 2, можно проверить (см. (7.11)), что w(0) ∈ D(A0). Далее, при выполнении
условий (7.18) аналогично убеждаемся, что для p(t) выполнено условие (7.21).
Значит, задача Коши (7.20) имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение

w(t) ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(A0)).

Отсюда, возвращаясь от (7.20) к задаче Коши (7.16) путём обратной замены (7.19),
приходим к выводу, что задача (7.16) имеет единственное сильное решение на
отрезке [0, T ].

7.3. О существовании обобщённого решения исходной
начально-краевой задачи

Напомним (теорема 1), что исходная начально-краевая задача равносильна (по-
сле отделения тривиальных соотношений) задаче Коши (5.17).

Определение 2. Будем говорить, что исходная начально-краевая задача (2.2)-
(2.10) имеет обобщённое решение {u(t); ζ(t)} на отрезке [0, T ], если выполнены
следующие условия:

1. u(t) ∈ C1([0, T ];J0,S,Γ(Ω));
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2. v(t) = I0(t)u(t) (см. (5.18)) обладает свойством P1v(t) ∈ C([0, T ];D(Ã));

3. ζ(t) ∈ C1([0, T ];H
1/2
Γ );

4. для любого t ∈ [0, T ] выполнена система уравнений (5.17), где все слагаемые
в первом уравнении — элементы из C([0, T ];J0,S,Γ(Ω)), а во втором — элементы из
C([0, T ];H

1/2
Γ );

5. выполнены начальные условия (5.17).

Теоремы 2 либо 4 позволяет доказать существование обобщённого решения
исследуемой начально-краевой задачи.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теорем 2 либо 4. Тогда задача (2.2)-(2.10)
имеет единственное обобщённое решение на отрезке [0, T ] (в смысле определе-
ния 2).

Доказательство. Если условия теоремы 2 либо 4 выполнены, то каждая из
задач (7.8) либо (7.16) имеет сильное решение на отрезке [0, T ]. В частности, для
задачи (7.8) получаем, что справедлива система уравнений

du

dt
= −Ã1/2(Ã1/2u+Q∗ψ + bQ∗

1η) + p(t),

dψ

dt
= QÃ1/2u− βψ, u(0) = u0, ψ(0) = 0,

dη

dt
= bQ1Ã

1/2u, η(0) = (g(ρ1 − ρ2))
1/2ζ0.

(7.22)

Здесь в первом уравнении все слагаемые — элементы из C([0, T ];J0,S,Γ(Ω)), во вто-
ром — из C([0, T ];J0,S(Ω)), а в третьем — из C([0, T ]; H̃1/2

Γ ), H̃1/2
Γ ⊂ H

1/2
Γ . Поясним

утверждения о последних двух свойствах.
Из второго уравнения имеем φ(t) := QÃ1/2u = A1/2α1/2P1u = A1/2α1/2u

для u ∈ J1
0,S,Γ(Ω) = D(Ã1/2), причём φ(t) ∈ C([0, T ];J0,S,Γ(Ω)). Отсюда в силу

свойств α1/2 и A1/2 (см. (6.4), (3.13)) получаем, что u(t) ∈ C([0, T ];D(Ã1/2)). Тогда
Q1Ã

1/2u = G∗u = (ρ1−ρ2)γ̂nu, и потому эта функция — элемент из C([0, T ]; H̃1/2
Γ ),

H̃
1/2
Γ ⊂ H

1/2
Γ .

Из третьего уравнения (7.22) имеем

η(t) = (g(ρ1 − ρ2))
1/2ζ(t) = η0 + b

t∫
0

Q1Ã
1/2u(s)ds =

= (g(ρ1 − ρ2))
1/2ζ0 + b

t∫
0

G∗u(s)ds =

= g(ρ1 − ρ2)
1/2[ζ0 +

t∫
0

γ̂nu(s)ds] ∈ C1([0, T ]; H̃
1/2
Γ ).
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Тогда (лемма 9)

bQ∗
1η(t) = bQ+

1 η(t) = gÃ−1/2Gζ(t) = gÃ−1/2(Gζ0+

t∫
0

Gγ̂nu(s)ds) ∈ C([0, T ];D(Ã1/2)),

и потому в (7.22)

Ã1/2(Ã1/2u+Q∗ψ + bQ∗
1η) = Ã1/2(Ã1/2u+Q∗ψ) + bGζ.

Далее, из второго уравнения (7.22) получаем

ψ(t) = A1/2w(t) =

t∫
0

e−β(t−s)QÃ1/2u(s)ds =

t∫
0

e−β(t−s)A1/2α1/2P1u(s)ds,

и потому

Q∗ψ = Ã1/2P1α
1/2A−1/2

t∫
0

e−β(t−s)A1/2α1/2P1u(s)ds = Ã1/2

t∫
0

P1αe
−β(t−s)P1u(s)ds.

Отсюда следует, что

Ã1/2u+Q∗ψ = Ã1/2(u(t) +

t∫
0

P1αe
−β(t−s)P1u(s)ds) = Ã1/2P1I0(t)u(t).

Таким образом, при выполнении условий теоремы задача Коши для системы урав-
нений (7.22) преобразована в задачу Коши (5.17):

du

dt
= −ÃP1(I0(t)u)− gGζ + p(t),

dζ

dt
= γ̂nu, u(0) = u0, ζ(0) = ζ0,

т.е., согласно определению 2, исходная задача (2.2)-(2.10) имеет обобщённое реше-
ние {u(t); ζ(t)} на отрезке [0, T ].

7.4. К задаче о нормальных колебаниях гидросистемы

Рассмотрим теперь постановку задачи о малых нормальных движениях иссле-
дуемой гидросистемы, т.е. о таких решениях однородной задачи (7.22), которые
зависят от t по закону

(u(t);ψ(t); η(t))τ = (u;ψ; η)τe−λt,

где λ ∈ C — комплексный декремент затухания, а (u;ψ; η)τ — амплитудный эле-
мент.
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Тогда для отыскания амплитудных элементов возникает спектральная задача

Ã1/2(Ã1/2u+Q∗ψ + bQ∗
1η) = λu,

−QÃ1/2u+ βψ = λψ,

−bQ1Ã
1/2u = λη.

(7.23)

В случае λ = 0 приходим к соотношениям

Ã1/2(Ã1/2u+Q∗ψ + bQ∗
1η) = 0,

βψ = QÃ1/2u, bQ1Ã
1/2u = 0.

(7.24)

Из первой связи с учётом второй и третьей получаем

(Ã1/2u, Ã1/2u)J0,S,Γ(Ω) + (Q∗β−1QÃ1/2u, Ã1/2u)J0,S,Γ(Ω)+

+(bQ∗
1η, Ã

1/2u)J0,S,Γ(Ω) = ||Ã1/2u||2J0,S,Γ(Ω)+

+||β−1/2QÃ1/2u||2J0,S(Ω) + (η, bQ1Ã
1/2u)L2,Γ

=

= ||Ã1/2u||2J0,S,Γ(Ω) + ||β−1/2QÃ1/2u||2J0,S(Ω) = 0,

откуда следует, что u = 0, а потому и ψ = β−1QÃ1/2u = 0.
Далее, из (7.24) имеем

Ã1/2Q∗
1η = Ã1/2(G∗Ã−1/2)∗η = (G∗)∗η =: Ḡη = Gη = 0,

так как G — ограниченный оператор из H1/2
Γ на Gh,S,Γ(Ω) (см. (5.8)). Отсюда и

из леммы 5 (см. также (5.6)) получаем, что η = 0. Таким образом, задача (7.24)
имеет лишь тривиальное решение, т.е. λ = 0 не является собственным значением
задачи (7.23).

Опираясь на этот факт, преобразуем при λ ̸= 0 задачу (7.23) к спектральной
проблеме для одного искомого элемента, исключив ψ и η (при условии λ∈̄σ(β)).
Имеем

ψ = (β − λI)−1QÃ1/2u, η = −λ−1bQ1Ã
1/2u,

и тогда u является собственным элементом задачи

u+ Ã−1/2Q∗(β − λI)−1QÃ−1/2u = λÃ−1u+ b2λ−1Ã−1/2Q∗
1Q1Ã

1/2u.

Осуществляя ещё здесь замену

Ã1/2u =: φ ∈ J0,S,Γ(Ω),

приходим к спектральной проблеме

L(λ)φ := (I +Q∗(β − λI)−1Q− λÃ−1 − b2λ−1Q∗
1Q1)φ = 0 (7.25)

в пространстве J0,S,Γ(Ω) для операторного пучка L(λ).
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В этом пучке

Q∗(β − λI)−1Q = Ã1/2P1α(β − λI)−1P1Ã
−1/2

— оператор-функция, принимающая ограниченные значения из L(J0,S,Γ(Ω)), Ã−1

— положительный компактный оператор, действующий в J0,S,Γ(Ω), а

Q∗
1Q1 = Ã−1/2(ḠG∗)Ã−1/2

— неотрицательный компактный оператор, действующий в J0,S,Γ(Ω).
Исследование спектральной проблемы (7.25) будет проведено в другой работе.
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Полумарковская модель однолинейной
системы обслуживания с потерями и
ненадежным восстанавливаемым каналом1

А.И.Песчанский
Севастопольский государственный университет,
Севастополь, 299053. E-mail: peschansky_sntu@mail.ru

Аннотация. Построена модель функционирования ненадежной однолинейной системы обслу-
живания с потерями, в которой через случайное время после начала обслуживания заявки может
произойти отказ канала. При этом заявка теряется и на дообслуживание не возвращается. После
завершения ремонтных работ надежностные характеристики канала восстанавливаются, и об-
служивание заявок возобновляется. Предполагается, что все случайные величины, описывающие
систему, имеют распределения общего вида. С помощью аппарата полумарковских процессов с
дискретно-непрерывным фазовым пространством получены эффективные формулы для опреде-
ления финальных вероятностей пребывания системы в различных состояниях.
Ключевые слова: ненадежная однолинейная система обслуживания, полумарковский процесс,
стационарное распределение вложенной цепи Маркова, финальные вероятности.
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system with unreliable restorable channel
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Abstract. The model of one-server loss queueing system is built. Server failure can occur in random
time after the beginning of customer service. Herewith, the customer lost never arrives to complete
its service. After the end of repair all reliability characteristics are renewed, and customer service
is resumed. All the random variables describing the queueing system are supposed to have general
distributions. By means of apparatus of semi-Markov processes with discrete-continuous phase space,
effective formulas for final probabilities of the queueing system sojourn in different states are obtained.
Keywords: unreliable single-server queueing system, Semi-Markov process, stationary distribution of
the embedded Markov chain, final probabilities.
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Введение

Моделированию систем обслуживания с ненадежными каналами посвящено до-
статочно большое число работ, в которых исследовались различные постановки,
схематизирующие выход каналов из строя. Обзор результатов в этом направле-
нии можно найти, например, в [2], [3], [6]. В построенных моделях, как правило,
предполагается, что, либо входящий в систему поток заявок — простейший, ли-
бо время обслуживания или время между отказами канала имеют показательное
распределение. С точки зрения приложений важно освободиться от такого до-
пущения. В [5] найдены стационарные характеристики ненадежной системы об-
служивания GI/G/1/0 в предположении, что наработка канала до отказа — слу-
чайная величина с общим законом распределения. В данной работе исследуется
ненадежная система GI/G/1/0, в которой случайной величиной общего вида яв-
ляется время безотказной работы канала при непрерывном обслуживании заявки.
При построении модели функционирования системы и нахождении ее финальных
вероятностей состояний используется аппарат теории полумарковских процессов
с дискретно–непрерывным фазовым пространством состояний [4].

1. Постановка задачи

В одноканальную систему обслуживания поступает рекуррентный поток за-
явок, в котором времена β между поступлениями заявок имеют функцию распре-
деления G(t) = P { β ≤ t}. Длительность времени обслуживания заявки — слу-
чайная величина α с функцией распределения F (t) = P {α ≤ t}. Отказ канала
может произойти только во время обслуживания заявки через время γ с момента
начала ее обслуживания. Случайная величина γ имеет функцию распределения
Φ(t) = P {γ ≤ t}. Сразу после отказа канала начинается его восстановление, ко-
торое длится случайное время σ с функцией распределения Ψ(t) = P {σ ≤ t}. В
случае отказа канала заявка, находящая на обслуживании теряется и больше на
дообслуживание не возвращается. Предполагается, что случайные величины α, β,
γ, и σ имеют плотности распределения вероятностей f(t), g(t), ϕ(t), ψ(t), конечные
математические ожидания Eα, Eβ, Eγ, Eσ и дисперсии соответственно.

Цель работы — построить полумарковскую модель функционирования системы
и найти финальные вероятности пребывания системы в различных состояниях.

2. Построение полумарковской модели

Рассмотрим фазовое пространство состояний системы

E = {1, 1xu, 0y, 2y, 2z0 } .

Поясним коды состояний:
1 — начинает обслуживаться поступившая в систему заявка;
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1xu — поступившая в систему заявка теряется по причине занятости канала
обслуживанием, до конца которого осталось время x, а до отказа канала осталось
время u;

0y — канал освобождается после обслуживания заявки, либо после восстанов-
ления, до поступления следующей заявки осталось время y;

2y — происходит отказ канала, и начинается его восстановление, до поступле-
ния следующей заявки в систему осталось время y;

2z0 — поступившая в систему заявка получает отказ в обслуживании по при-
чине восстановления канала, до конца восстановления осталось время z.

Функционирование системы опишем посредством процесса марковского восста-
новления ςn = {ξn, θn, n ≥ 0} , где ξn ∈ E — полумарковские состояния системы,
θn — время пребывания системы в различных состояниях.

Для задания процесса марковского восстановления необходимо определить пе-
реходные вероятности вложенной цепи Маркова { ξn, n ≥ 0} и функции распре-
деления случайных величин θn. Времена пребывания системы в состояниях опре-
деляются выражениями

θ1 = α ∧ β ∧ γ, θ1ux = β ∧ x ∧ u, θ0y = y, θ2y = σ ∧ y, θ2z0 = β ∧ z,

где ∧ — знак минимума. Граф переходов системы изображен на рис. 1

Рис. 1. Граф переходов системы

Опишем события и плотности вероятностей переходов системы. Рассмотрим
состояние 1. Если во время обслуживания заявки канал не откажет и при этом
α < β, то система перейдет в состояние 0y. Плотность вероятности этого перехода

p0y1 = P {α ∈ dt, α < γ, β − α,∈ dy} =

∞∫
0

f(t)Φ(t)g(t+ y)dt, y > 0.

В случае отказа канала и γ < β начинается его восстановление, т.е. система
переходит в состояние 2y с плотностью вероятности перехода

p2y1 = P {γ ∈ dt, γ < α, β − γ ∈ dy} =

∞∫
0

ϕ(t)F (t)g(t+ y)dt, y > 0.
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Если во время обслуживания заявки поступает очередная заявка (т.е. β < α ∧
γ), то она теряется, и система переходит в состояние 1xu с плотностью вероятности
перехода

p1xu1 = P {β ∈ dt, γ − β ∈ du, α− β ∈ dx} =

∞∫
0

g(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt, x, u > 0.

Аналогично устанавливаются вероятность и плотности вероятностей переходов
системы из других состояний:

P 1
0y = 1; p1x

′, u−x+x′

1xu = g(x− x′), x′ < x, x < u; p0y1xu = g(x+ y), y > 0, x < u;

p1,x−u+u′, u′

1xu = g(u− u′), u′ < u, u < x; p2y1xu = g(u+ y), y > 0, u < x;

p2z02y = ψ(y + z), z > 0; p0y
′

2y = ψ(y − y′), y′ < y;

py02z0 = g(y + z), y > 0; p2z
′0

2z0 = g(z − z′), z′ < z.

Связанный с процессом марковского восстановления ςn = {ξn, θn, n ≥ 0} по-
лумарковский процесс ξ(t) задается соотношением ξ(t) = ξn(t), t ≥ 0, где n(t) —
считающий процесс:

n(t) = max {n : τn ≤ t} , τn =
n∑

k=1

θk.

Заметим, что процесс ξ(t) является регенерирующим. Точками регенерации
этого процесса являются моменты времени, когда начинается обслуживание по-
ступившей в систему заявки.

3. Финальные вероятности состояний

Разобьем фазовое пространство состояний E на следующие непересекающиеся
подмножества состояний: E1 = {1, 1xu} — канал занят обслуживанием заявки;
E2 = {2y, 2z0} — канал восстанавливается; E0 = {0y} — канал свободен и нахо-
дится в работоспособном состоянии.

Обозначим
Φ(t, x, Ei) = P {ξ(t) ∈ Ei / ξ(0) = x} , x ∈ E,

переходные вероятности полумарковского процесса ξ(t). Предельные значения
этих переходных вероятностей определим с помощью соотношений [4]

p∗i = lim
t→∞

Φ(t, x, Ei) =

∫
Ei

m(x)ρ(dx)

∫
E

m(x)ρ(dx)

−1

, i = 0, 2, (1)

где m(x) — среднее время пребывания системы в состоянии x ∈ E, ρ(·) — стацио-
нарное распределение вложенной цепи Маркова {ξn, n ≥ 0} .
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Средние времена пребывания в состояниях определяются соотношениями:

Eθ1 =

∞∫
0

F (t)Φ(t)G(t)dt;Eθ1xu =

x∧u∫
0

G(t)dt;Eθ2y =

y∫
0

Ψ(t)dt;

Eθ2z0 =

z∫
0

G(t)dt; Eθ0y = y.

Значение стационарного распределения ρ1 для состояния 1 и плотностей ста-
ционарного распределения ρ(1xu), ρ(2y), ρ(2z0) и ρ(0y) для остальных состояний
найдем из системы интегральных уравнений

ρ(1xu) =

∞∫
0

g(t)ρ(1, x+ t, u+ t)dt+ ρ1

∞∫
0

g(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt,

ρ(2y) =

∞∫
0

g(t+ y)dt

∞∫
t

ρ(1xt)dx+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)g(t+ y)dt,

ρ(2z0) =

∞∫
0

g(t)ρ(2, z + t, 0)dt+

∞∫
0

ψ(t+ z)ρ(2t)dt,

ρ(0y) = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)g(t+ y)dt+

∞∫
0

ψ(t)ρ(2, t+ y)dt+

+

∞∫
0

g(t+ y)ρ(2t0)dt+

∞∫
0

g(t+ y)dt

∞∫
t

ρ(1tu)du,ρ1 =

∞∫
0

ρ(0y)dy.

Из первого уравнения системы имеем

ρ(1xu) = ρ1

∞∫
0

hg(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt.

Здесь hg(x) — плотность функций восстановления Hg(t), которая определяет сред-
нее число входящих в систему заявок за время t, и задается соотношением

Hg(t) =
∞∑
n=1

G∗(n)(t),

где G∗(n)(t) — n-кратная свертка функции G(t). Подставляя найденное выражение
во второе уравнение системы, получаем

ρ(2y) = ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)vg(t, y)dt,

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №1



58 А.И. ПЕСЧАНСКИЙ

где vg(u, x) = g(u+x)+
u∫
0

hg(u− s)g(s+ x)ds — плотность распределения вероятно-

стей прямого остаточного времени восстановления βt [1]. Величина βt фиксирует
время после момента t до ближайшего момента восстановления во входящем в
систему потоке заявок. Из остальных уравнений системы в результате некоторых
преобразований получаем

ρ(2z0) = ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(s+ z)hg(t+ s)ds;

ρ(0y) = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)vg(t, y)dt+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)vg(t+ z, y)dz.

Стационарная вероятность ρ1 находится из условия нормировки и равна

ρ1 =

2 + ∞∫
0

hg(t)Φ(t)F (t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

Ψ(s)hg(s+ t)ds

−1

.

Используя выражения для средних времен пребывания системы в состояниях,
а также найденное стационарное распределение вложенной цепи Маркова, инте-
гралы в формуле (1) после преобразований принимают вид:

∫
E1

m(x)ρ(dx) = ρ1Eθ1 +

∞∫
0

∞∫
0

ρ(1xu)dxdu

x∧u∫
0

G(t)dt =ρ1

∞∫
0

F (t)Φ(t)G(t)dt+

+ρ1

∞∫
0

G(t)dt

∞∫
0

hg(s)F (t+ s)Φ(t+ s)ds = ρ1E (α ∧ γ) ;

∫
E2

m(x)ρ(dx) = ρ1

∞∫
0

ρ(2y)dy

y∫
0

Ψ(t)dt+ ρ1

∞∫
0

ρ(2z0)dz

z∫
0

G(t)dt =

= ρ1

∞∫
0

Ψ(y)dy

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
y

vg(t, s)ds+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

G(x)dx

∞∫
0

Ψ(s+ x)hg(t+ s)ds =

= ρ1Eσ

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt = ρ1EσP (α > γ) ;

∫
E0

m(x)ρ(dx) =

∞∫
0

yρ(0y)dy = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)dt

∞∫
0

yvg(t, y)dy+
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+ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)dz

∞∫
0

yvg(t+ z, y)dy = ρ1Eβ

1 + ∞∫
0

f(t)Φ(t)Hg(t)dt+

+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)Hg(t+ z)dz

− ρ1

∞∫
0

F (t)Φ(t)dt− ρ1Eσ

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt;

∫
E

m(x)ρ(dx) = ρ1EβN,

где

N = 1 +

∞∫
0

f(t)Φ(t)Hg(t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)Hg(t+ z)dz (2)

— среднее число заявок, поступающих в систему за период регенерации, т.е. за
время между моментами принятия заявок к обслуживанию.

Таким образом, финальные вероятности пребывания системы в состоянии об-
служивания заявки, восстановления и свободном состоянии определяются соот-
ветственно формулами

p∗1 =
E (α ∧ γ)
EβN

; p∗2 =
EσP (α > γ)

EβN
; p∗0 = 1− p∗1 − p∗2. (3)

4. Частные виды систем обслуживания

Выпишем финальные вероятности пребывания системы в состояниях для неко-
торых типов входящего потока и времени обслуживания. Пусть для системы об-
служивания M/M/1/0 время β между поступлениями заявок имеет плотность
g(t) = λe−λt; время обслуживания заявки α — плотность f(t) = µe−µ t; время без-
отказной работы канала γ — плотность ϕ(t) = ηe−η t; время восстановления канала
σ — плотность ψ(t) = νe−ν t. Тогда характеристики (2) и (3) принимают значения

N = 1 +
λ

ν

η + ν

µ+ η
, p∗0 =

1

1 + λ
ν
η+ν
µ+ν

, p∗1 =
λ

µ+ η
p∗0, p

∗
2 =

η

ν

λ

µ+ η
p∗0,

которые совпадают с известными [7].
Для системы En/G/1/0 время β между моментами поступления заявок имеет

распределение Эрланга n-го порядка с плотностью g(t) = λ (λt)n−1

(n−1)!
e−λt, а все осталь-

ные случайные величины — распределения общего вида. Как известно, функция
восстановления для такого входящего потока заявок определяется выражением

Hg(t) =
1

n

[
λt+

n−1∑
j=1

εj

1− εj

(
1− e−λt(1−εj)

)]
, ε = e

2πi
n = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
.
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В этом случае формулы (2) и (3) принимают вид

p∗1 =
λE (α ∧ γ)

nN
; p∗2 =

λEσP (α > γ)

nN
,

где среднее число N заявок поступающих в систему за период регенерации запи-

сывается в изображениях Лапласа L [f ] (s) =
∞∫
0

f(t)e−s tdt :

N = 1 +
1

n
[E(α ∧ γ) + λEσP (α > γ)+

+
n−1∑
j=1

εj

1− εj
(
1− L

[
fΦ
]
(λ(1− εj))− L

[
ϕF
]
(λ(1− εj))L [ψ] (λ(1− εj))

)
]. (4)

5. Численный пример

Предположим, что все случайные величины, описывающие систему, имеют рас-
пределение Эрланга. Время между моментами поступления заявок — распределе-
ние Эрланга 6-го порядка со средним значением 6 минут. Время обслуживания
заявки — распределение 2-го порядка со средним значением 10 минут. Время без-
отказной работы канала с момента начала обслуживания заявки — распределение
3-го порядка с математическим ожиданием 30 минут. Время восстановления ка-
нала — распределение 2-го порядка со средним значением 8 минут. Численные
расчеты по формулам (3) и (4) в пакете MathCAD приводят к следующим значе-
ниям финальных вероятностей: p∗1 = 0, 678; p∗2 = 0, 065; p∗0 = 0, 257.

Если входящий в систему поток заявок — простейший и при этом среднее вре-
мя между моментами поступления заявок, так же как и остальные случайные
величины, описывающие функционирование системы, остаются неизменными, то
финальные вероятности состояний равны p∗1 = 0, 573; p∗2 = 0, 055; p∗0 = 0, 372. Сле-
довательно, только изменение закона распределения времени между моментами
поступления заявок при сохранении его среднего значения, существенно увеличи-
вает вероятность принятия заявки к обслуживанию.

6. Заключение

C помощью аппарата полумарковских процессов найдены соотношения для вы-
числения финальных вероятностей пребывания в различных состояниях системы
обслуживания GI/G/1/0, в которой время безотказной работы канала при непре-
рывном обслуживании заявки есть случайная величина общего вида. Аналогичная
методика может быть применена для нахождения стационарных характеристик
ненадежных систем обслуживания с учетом проведения их технического обслужи-
вания или сохранения работоспособности отказавшего канала за счет временного
резервирования.
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Спектральные задачи сопряжения

К.А.Радомирская
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Аннотация. На базе уже рассмотренного подхода к абстрактным краевым задачам сопряжения
разобраны спектральные задачи сопряжения для одной области. Подробно изучен возникший
операторный пучок с самосопряженными операторными коэффициентами, действующий в гиль-
бертовом пространстве и зависящий от двух параметров. Рассматривается оба возможных слу-
чая, когда один из параметров спектральный, а другой является фиксированным, в зависимости
от этого выведены свойства решений.
Ключевые слова: задача сопряжения, гильбертово пространство, формула Грина, спектраль-
ные задачи, операторный пучок, спектральный параметр.

Spectral conjugation problems
K. A. Radomirskaya
V.I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol 295007.

Abstract. Spectral conjugation problems for one domain are considered on the basis of the approach
already considered to abstract boundary value problems. The resulting operator bundle has been
studied in detail. It acts in Hilbert space, it has self-adjoint operator coefficients.
Keywords: conjugation problem, Hilbert space, Green’s formula, spectral problems, operator bundle,
spectral parameter.
MSC 2010: 34B05, 34B27, 46C07, 47A68

Введение

В одной из предыдущих работ автора [6] был разработан общий подход к изуче-
нию смешанных краевых задач сопряжения. С помощью этого подхода разобраны
также спектральные задачи сопряжения и получен операторный пучок. В данной
статье рассмотрены свойства решений этого пучка в зависимости от фиксирован-
ного параметра.

Подробно изучаются спектральные проблемы для смешанных краевых задач
в одной области. Установлено, что исходные спектральные проблемы математи-
ческой физики приводятся к исследованию одного и того же операторного пуч-
ка с самосопряженными операторными коэффициентами. Пучок зависит от двух
комплексных параметров, один из которых считают фиксированным, а другой —
спектральным.

Также рассмотрены свойства решений операторного пучка в двух случаях, ко-
гда параметр µ — спектральный, а λ фиксированный и наоборот. Доказаны тео-
ремы о структуре спектра и базисности системы собственных и присоединенных
элементов.

c⃝ К.А. РАДОМИРСКАЯ
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1. Спектральные проблемы, порожденные смешанными
краевыми задачами и задачами сопряжения

В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω =: Γ, разбитой на четыре липши-
цевых куска Γk с липшицевыми границами ∂Γk, k = 1, 4 рассмотрим следующую
спектральную задачу:

u−∆u = λu =: f (в Ω), γ1u := u|Γ1 = 0 (на Γ1), (1.1)

∂2u = µγ2u =: ψ2 (на Γ2), ∂3u = λγ3u =: ψ3 (на Γ3), (1.2)

∂4u = λ−1γ4u =: ψ4 (на Γ4). (1.3)

В задаче (1.1)–(1.3) на Γ1 задано однородное условие Дирихле, на Γ2 — условие
типа Стефана (или Стеклова), на Γ3 — условие М.С.Аграновича (см. [9]), или
условие, возникающее в задачах дифракции, на Γ4 — условие типа С.Крейна, по-
явившееся в задачах о нормальных движениях тяжёлой вязкой жидкости в ча-
стично заполненном сосуде. В этой проблеме имеется два параметра λ и µ, один
из которых можно считать спектральным, а второй — фиксированным. В част-
ности, в задачах дифракции спектральным является параметр µ ∈ C (см. [9]).
Другой вариант, когда спектральным является λ ∈ C, рассматривается в работах
В.И.Горбачук (см. [2]).

Задачу (1.1)–(1.3) будем исследовать с помощью общего подхода, который
рассматривался в предыдущей работе (см. [6]). По этой схеме получаем одну
первую вспомогательную задачу С.Крейна и три вторых вспомогательных задач
С.Крейна.

В силу однородного условия Дирихле на Γ1, слабое решение задачи (1.1) - (1.3)
естественно искать в пространстве

H1
0,Γ1

(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : γ1u = 0 (на Γ1)} ⊂ Ĥ1(Ω).

Решение u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) будем искать в виде суммы решений четырех задач, т.е.

u =
4∑

k=1

uk, uk ∈ H1
0,Γ1

(Ω), (1.4)

где uk — слабые решения таких задач соответственно:

u1 −△u1 = f := λu (в Ω), γ1u1 = 0 (на Γ1), ∂2u1 = 0 (на Γ2),
∂3u1 = 0 (на Γ3), ∂4u1 = 0 (на Γ4);

(1.5)

u2 −△u2 = 0 (в Ω), γ1u2 = 0 (на Γ1), ∂2u2 = ψ2 := µγ2u (на Γ2),
∂3u2 = 0 (на Γ3), ∂4u2 = 0 (на Γ4);

(1.6)

u3 −△u3 = 0 (в Ω), γ1u3 = 0 (на Γ1), ∂2u3 = 0 (на Γ2),
∂3u3 = ψ3 := λγ3u (на Γ3), ∂4u3 = 0 (на Γ4);

(1.7)
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u4 −△u4 = 0 (в Ω), γ1u4 = 0 (на Γ1), ∂2u4 = 0 (на Γ2),
∂3u4 = 0 (на Γ3), ∂4u4 = ψ4 := λ−1γ4u (на Γ4).

(1.8)

Чтобы представить решение u в виде (1.4), введем пространство

Ȟ1(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : ∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, 4}

(см. [6], п.1) и его подпространство

Ȟ1
0,Γ1

(Ω) := Ȟ1(Ω) ∩H1
0,Γ1

(Ω). (1.9)

Для элементов из Ȟ1
0,Γ1

(Ω) имеем формулу Грина

(η, u)H1(Ω) = ⟨η, u−△u⟩L2(Ω) +
4∑

k=2

⟨γkη, ∂ku⟩L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (1.10)

γkη ∈ H1/2(Γk), ∂ku = (∂u/∂n)Γk
∈ H̃−1/2(Γk), k = 2, 4.

Из этой формулы следует, что слабое решение задачи (1.5) определяется тож-
деством

(η, u1)H1(Ω) = ⟨η, f⟩L2(Ω)(= ⟨η, λu⟩L2(Ω), ∀ η ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

и слабое решение имеет вид (см. [6])

u1 = A−1f = λA−1u, (1.11)

где A — оператор гильбертовой пары (Ȟ1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)).
Далее, слабое решение задачи (1.6) определяется тождеством

(η, u2)H1(Ω) = ⟨γ2η, ψ2⟩L2(Γ2) = ⟨γ2η, µγ2u⟩L2(Γ2), ∀ η ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω).

Это решение задается формулой

u2 = V2ψ2 = µV2γ2u, V2 ∈ L(H̃−1/2(Γ2); Ȟ
1
0,Γ1,h

(Ω)), V2 = γ∗2 ,

Ȟ1
0,Γ1,h

(Ω) := Ȟ1
0,Γ1

(Ω) ∩H1
h(Ω).

(1.12)

Аналогично рассматриваются задачи (1.7) и (1.8), и их решения выражаются
формулами

u3 = V3ψ3 = λV3γ3u, V3 ∈ L(H̃−1/2(Γ3); Ȟ
1
0,Γ1,h

(Ω)), V3 = γ∗3 ,

u4 = V4ψ4 = λ−1V4γ4u, V4 ∈ L(H̃−1/2(Γ4); Ȟ
1
0,Γ1,h

(Ω)), V4 = γ∗4 .
(1.13)

Складывая левые и правые части соотношений (1.11), (1.12), (1.13), получа-
ем, что слабое решение u задачи (1.1)–(1.3) должно быть решением следующей
спектральной проблемы:

u = λ(A−1 + V3γ3)u+ µV2γ2u+ λ−1V4γ4u, u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω). (1.14)

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №1



66 К.А. РАДОМИРСКАЯ

Это уравнение можно привести к более симметричной форме, воспользовав-
шись тем, что имеют место свойства

A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L(H−1/2(Γk); L2(Ω)), k = 1, 3. (1.15)

Действительно, представим элемент u ∈ H1
0,Γ1

(Ω) = D(A1/2), R(A1/2) = L2(Ω), в
виде

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω), (1.16)

подставим это выражение в (1.14) и подействуем на обе части полученного соот-
ношения оператором A1/2 (это можно сделать в силу (1.15)). Тогда взамен (1.14)
возникает спектральная задача

L(λ, µ)v := (I − µB2 − λ(A−1
1 +B3)− λ−1B4)v = 0, v ∈ L2(Ω), (1.17)

Bk := (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = B∗

k ≥ 0, Bk ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, (1.18)

для операторного пучка L(λ, µ) с параметрами λ и µ, один из которых можем
считать спектральным, другой — заданным фиксированным.

Задача (1.17), (1.18) содержит в себе много известных спектральных проблем,
встречающихся в приложениях. Они будут более подробно разобраны в п. 2.

2. Свойства решений при спектральном параметре µ

Рассмотрим подробнее полученную спектральную задачу

L(λ, µ)φ := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = 0, φ ∈ H, λ, µ ∈ C, (2.1)

H = L2(Ω), 0 ≤ Bk = B∗
k ∈ S∞(H), k = 2, 4, 0 < A = A∗ ∈ S∞(H). (2.2)

Операторный пучок L(λ, µ) зависит линейно и от параметра µ, и от λ. Это
позволяет исследовать два класса задач: при фиксированном µ ∈ C возникают
задачи со спектральным параметром λ в уравнении, а при фиксированном λ ∈ C —
задачи со спектральным параметром µ в краевом условии на границе сопряжения.

Рассмотрим случай, когда в пучке L(λ, µ) параметр λ фиксирован, а µ — спек-
тральный.

2.1. Отрицательные значения параметра.

Рассмотрим задачу (2.1) – (2.2) при λ < 0. Обозначим

T (λ) = λ(A−1 +B3) + λ−1B4. (2.3)

Так как T (λ) < 0, то оператор I − T (λ) ≥ I равномерно по λ. Значит существует
обратный оператор (I − T (λ))−1, ∥(I − T (λ))−1∥ ≤ 1.

Пусть P0 и P1 — взаимно дополнительные ортопроекторы, отвечающие разло-
жению:

H = H0 ⊕H1, H0 := kerB2, H1 = H ⊖H0 = R(B2),
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а I0 и I1 — единичные операторы в H0 и H1 соответственно. Тогда φ = φ0 + φ1:

(I − T (λ))(φ0 + φ1) = µB2(φ0 + φ1) = µB2φ0 + µB̃2φ1 = B̃2φ1, (2.4)

где B̃2 = P1B2P1, B2φ0 = 0, φ0 = P0φ0, φ1 = P1φ1, B2 = P1B2.
Применим к обеим частям уравнения ортопроекторы P0 и P1:

P0(I − T (λ))P0φ0 + P0(I − T (λ))P1φ1 = µP0B̃2φ1 = 0, (2.5)

P1(I − T (λ))P0φ0 + P1(I − T (λ))P1φ1 = µP1B̃2φ1 = µB̃2φ1. (2.6)
Оператор P0(I − T (λ))P0 = I0 − P0T (λ)P0 ≥ I0 в H0, так как

(P0(I − T (λ))P0φ0, φ0) = ((I − T (λ))P0φ0, φ0) ≥ ∥φ0∥2,

и существует его обратный. Подействуем оператором (P0(I − T (λ))P0)
−1 слева на

обе части уравнения (2.5) и выразим φ0:

φ0 = −(P0(I − T (λ))P0)
−1(P0(I − T (λ))P1φ1). (2.7)

Подставим полученное выражение в (2.6)

−P1(I − T (λ))P0(P0(I − T (λ))P0)
−1(P0(I − T (λ))P1φ1) +P1(I − T (λ))P1φ1 = µB̃2φ1.

Получаем следующее уравнение

(I1 − T1(λ))φ1 = µB̃2φ1, (2.8)

где
T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)

−1P1T (λ)P1. (2.9)

Лемма 1. ker(I1 − T1(λ)) = {0}.
Доказательство. Рассмотрим уравнение

(I1 − T1(λ))φ1 = 0,

где T1(λ) определен в (2.9). Введём φ0 по формуле (2.7):

φ0 = −(P0(I − T (λ))P0)
−1(P0(I − T (λ))P1φ1). (2.10)

Имеем формулу (2.6) с µ = 0:

P1(I − T (λ))P0φ0 + P1(I − T (λ))P1φ1 = 0, (2.11)

а из уравнения (2.10) получаем:

P0(I − T (λ))P0φ0 + P0(I − T (λ))P1φ1 = 0, (2.12)

т.е. уравнение (2.5).
Система уравнений (2.11), (2.12) или (2.5), (2.6) с µ = 0 равносильна уравне-

нию:
(I − T (λ))φ = 0, φ = φ0 + φ1,

которое имеет тривиальное решение φ = 0, так как I − T (λ) ≥ 0I. Поэтому и
φ0 = φ1 = 0.
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При λ < 0 оператор T1(λ) = (T1(λ))
∗, I1 − T1(λ) ≫ 0, а значит существует его

квадратный корень. Сделаем замену:

(I1 − T1(λ))
1/2φ1 = ψ1. (2.13)

Подставим φ1 = (I1 − T1(λ))
−1/2ψ1 в уравнение (2.8)

(I1 − T1(λ))
1/2ψ1 = µB̃2(I1 − T1(λ))

−1/2ψ1.

Подействуем слева оператором (I1 − T1(λ))
−1/2 и получим

ψ1 = µB̂2ψ1, (2.14)

где B̂2 = (I1 − T1(λ))
−1/2B̃2(I1 − T1(λ))

−1/2 > 0, B̂2 ∈ S∞(H).
В итоге, для случая λ < 0 в пучке (2.1) получаем следующую теорему.

Теорема 1. Собственные значения задачи (2.1) при λ < 0 образуют положи-
тельный дискретный спектр {µk}∞k=1 с предельной точкой +∞. Собственные
элементы, отвечающие собственным значениям µk, после проектирования на
подпространство H1, т.е. элементы {φ1k}∞k=1, φ1k = P1φk, образуют базис Рисса
в H1, φ1k = (I1 − T1(λ))

−1/2ψ1k, где {ψ1k}∞k=1 — ортонормированный базис в H1.
Если выполнены условия

A−1 ∈ SpA−1 , B3 ∈ SpB3
, B4 ∈ SpB4

, (2.15)

то элементы φ1k образуют p – базис в H1 при p > p0 = (pA−1)−1+(pB3)
−1+(pB4)

−1.

Доказательство. Первое утверждение о положительном спектре и базисе Рисса
доказано в курсе лекций [3], а также следует из (2.13).

Докажем второе утверждение, что при условиях (2.15) образуется p – базис.
Для этого рассмотрим оператор (I1 − T1(λ))

−1/2 и докажем, что

(I1 − T1(λ))
−1/2 = I1 + T̃1, T̃1 ∈ Sp.

Действительно,

(I1−T1(λ))1/2−I1 = ((I1−T1(λ))−I1)((I1−T1(λ))1/2+I1)−1 = −T1(λ)((I1−T1(λ))1/2+I1))−1.

Здесь первый множитель из Sp, второй — ограничен, значит вся правая часть
из Sp. Получаем:

(I1 − T1(λ))
1/2 = I1 + T0, T0 ∈ Sp.

Рассмотрим теперь оператор

I = (I1 − T1(λ))
1/2(I1 − T1(λ))

−1/2 = (I1 + T0)(I1 − T1(λ))
−1/2,

(I1 − T1(λ))
−1/2 = (I1 + T0)

−1,
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обратный оператор существует по лемме 1, он также из Sp. Таким образом

(I1 − T1(λ))
−1/2 = I1 + T̃1, T̃1 ∈ Sp,

причем того же класса, что и T1(λ). Так как оператор T1(λ) имеет структуру (2.9),
а T (λ) — (2.3), то

p > p0 = (pA−1)−1 + (pB3)
−1 + (pB4)

−1.

2.2. Положительные значения параметра λ

(не совпадают со спектром пучков I − T (λ) и I0 − P0T (λ)P0)
Рассмотрим задачу (2.1) с фиксированным параметром λ > 0, и пусть λ не

принадлежит σ(I − T (λ)) и σ(I0 − P0T (λ)P0). Получаем уравнение

(I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = µB2φ, (2.16)

которое снова можно спроектировать на подпространства H0 и H1 (H = H0⊕H1).
Обозначим

T (λ) = λ(A−1 +B3) + λ−1B4, T (λ) ∈ S∞(H)

и проделаем те же преобразования, что и в пп. 2.1:

(I0 − P0T (λ)P0)φ0 = P0T (λ)P1φ1, (2.17)

φ1 − P1T (λ)(φ0 − φ1) = µB2φ1. (2.18)

Оператор (I0−P0T (λ)P0)
−1 существует, так как λ не из σ(I0−P0T (λ)P0). Выразим

элемент φ0 из (2.17), подставим его в (2.18) и получим:

(I1 − T1(λ))φ1 = µB̃2φ1, (2.19)

где T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P0T (λ)P1, B̃2 = P1B2P1 —

полный оператор.

Лемма 2. Существует обратный оператор (I1 − T1(λ))
−1.

Доказательство. Пусть (I1 − T1(λ))φ1 = 0. Аналогично доказательству леммы 1
из этого следует, что (I − T (λ))φ = 0.

Так как λ не принадлежит σ(I−T (λ)), то существует (I−T (λ))−1 и это значит,
что φ = 0. Следовательно φ0 = P0φ = 0, φ1 = P1φ = 0 и существует (I1 −
T1(λ))

−1.
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Рассмотрим задачу на собственные значения νk:

(I1 − T1(λ))φ1 = νφ1, T1(λ)φ1 = (1− ν)φ1, T1(λ) ∈ S∞(H), (2.20)

значит существуют ν̃k := 1 − νk, ν̃k → 0 (k → ∞) по теореме Гильберта –
Шмидта.

φ1 =
∑
k

ckφ1k =
∑
k

(φ1, φ1k)φ1k, (2.21)

(I1 − T1(λ))φ1k = νkφ1k = (1− ν̃k)φ1k. (2.22)

Расположим νk в следующем порядке:

1− ν̃1 ≤ 1− ν̃2 ≤ ... ≤ 1− ν̃κ < 0 < 1− ν̃κ+1 ≤ 1− ν̃κ+2 ≤ ... ≤ ∞.

Получаем

((I1 − T1(λ))φ1, φ1) =
∞∑
k=1

νk∥ck∥2(φ1k, φ1k) =

κ1∑
k=1

(1− ν̃k)∥ck∥2 +
∞∑

κ1+1

(1− ν̃k)∥ck∥2.

(2.23)
Получаем индефинитную метрику и пространство Понтрягина H = Πκ =

Π−[⊕]Π+. В уравнении (2.23) первое слагаемое принадлежит пространству H−,
второе — H+.

Теорема 2. Пусть λ > 0 и не принадлежит ни σ(I−T (λ)), ни σ(I0−P0T (λ)P0),
квадратичная форма оператора I1 − T1(λ) принимает отрицательные значения
на подпространстве Π− размерности κ1, а на остальном пространстве Π+ —
положительные.

Тогда спектр задачи (2.1) вещественный, дискретный и состоит из κ1 штук
отрицательных собственных значений µ1...µκ1, а остальные — положительные
с предельной точкой +∞.

При этом собственные элементы (присоединённых нет) образуют ортонор-
мированный по форме I1 − T1(λ) базис и базис Рисса. Элементы базиса должны
удовлетворять соотношениям:

((I1 − T1(λ))φ1k, φ1j) = ±δkj, (2.24)

(B̃2φ1k, φ1j) = ±µ−1
k δkj, (2.25)

знак минус — для k = (1, κ1), а плюс — для k ≥ κ1 + 1.

Доказательство. Представим в (2.19) оператор I1 − T1(λ) в виде:

I1 − T1(λ) = |I1 − T1(λ)|1/2Jκ|I1 − T1(λ)|1/2, (2.26)

где κ > 0 — ранг индефинитности оператора I1 − T1(λ), а Jκ — каноническая
симметрия.
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Представление (2.26) возможно, так как λ не принадлежит σ(I−T (λ)) и σ(I0−
P0T (λ)P0). В этом случае |I1 − T1(λ)| ≫ 0 и потому существует ограниченный
обратный оператор |I1 − T1(λ)|−1/2. С учетом представления (2.26) задача (2.19)
равносильна задаче

Jκv1 = µB̃2(λ)v1, (2.27)

v1 = |I1 − T1(λ)|−1/2φ1, B̃2(λ) := |I1 − T1(λ)|−1/2B̃2|I1 − T1(λ)|−1/2.

Перепишем задачу (2.27) с учетом свойств Jκ:

JκB̃2(λ)v1 = δv1, δ = µ−1. (2.28)

Так как B̃2(λ) > 0 и компактен, то оператор JκB̃2(λ) — компактный и Jκ — поло-
жительный, т.е.

[JκB̃2(λ)v1, v1] := (Jκ(JκB̃2(λ))v1, v1) = (B̃2(λ)v1, v1) > 0, v1 ̸= 0.

Таким образом оператор JκB̃2(λ) удовлетворяет условиям известной теоремы
о свойствах спектра и системы собственных элементов таких Jκ – самосопряжён-
ных, неотрицательных операторов, действующих в пространстве Понтрягина Πκ

с индефинитным скалярным произведением

[u1, v1] := (Jκu1, v1), ∀u1, v1 ∈ H1,

см. [7].
Согласно выводам из этой теоремы, задача (2.28) имеет дискретный веществен-

ный спектр {δk}∞k=1 с предельной точкой в нуле, а собственные элементы {v1k}∞k=1,
отвечающие собственным значениям {δk}∞k=1, образуют базис Рисса в H1. При
этом первые κ собственных значений задачи (2.28) отрицательны, остальные —
положительны. Если потребовать, чтобы для собственных элементов функционал
(Jκv, v) = [v, v] равнялся по модулю единице, то приходим к формулам

[v1k, v1j] = ±δkj, ((I1 − T1(λ))φ1k, φ1j) = ±δkj,

(B̃2φ1k, φ1j) = ±µ−1
k δkj,

где −δkj — для k = (1, κ1), +δkj — для k ≥ κ1 + 1.

2.3. Случай общего положения

Рассмотрим более общий случай, когда Imλ ̸= 0, но λ не совпадают с σ(I −
T (λ)). Снова перепишем задачу в виде

(I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = µB2φ.

Обозначим T (λ) = λ(A−1 +B3) + λ−1B4, T (λ) ∈ S∞(H), получаем задачу

(I − T (λ))φ = µB2φ. (2.29)
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Рассмотрим случай, когда Reλ ≤ 0, а значит λ не принадлежит σ(I − T (λ)).
Получаем следующие оценки для вещественной части квадратичной формы:

∥(I − T (λ))φ∥ · ∥φ∥ ≥ |((I − T (λ))φ, φ)| ≥ Re((I − T (λ))φ, φ) =

= (φ, φ)2 − Reλ((A−1 +B3)φ, φ)−
Reλ
|λ|2

(B4φ, φ) ≥ (I + |Reλ|)(φ, φ) ≥ ∥φ∥2.

Сократим левую и правую части на ∥φ∥ и получим:

∥(I − T (λ))φ∥ ≥ ∥φ∥. (2.30)

Это означает, что существует (I − T (λ))−1 и ∥(I − T (λ))−1∥ ≤ 1 равномерно по λ.
Рассмотрим уравнение (2.29), как и в предыдущих случаях спроектируем его

на подпространства H0 и H1:

(I0 − P0T (λ)P0)φ0 + (I0 − P0T (λ)P1)P1φ1 = 0, (2.31)

−P1T (λ)P0φ0 + (I1 − P1T (λ)P1)φ1 = µB̃2φ1. (2.32)

Так как λ не принадлежит σ(I0 − P0T (λ)P0), то существует (I0 − P0T (λ)P0)
−1.

Выразим φ0 из (2.31):

φ0 = (I0 − P0T (λ)P0)
−1P0T (λ)P1φ1

и подставим его в (2.32):
(I1 − T1(λ))φ1 = µB̃2φ1, (2.33)

где T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P0T (λ)P1, B̃2 = P1B2P1 —

полный.

Лемма 3. Существует обратный оператор (I1 − T1(λ))
−1; T1(λ)

−1 = I1 +

T̃1, T̃1 ∈ S∞(H).

Доказательство. Проводится аналогично доказательству леммы 1. Так как
Imλ ̸= 0, Reλ ≤ 0, то существует (I − T (λ))−1, а значит и (I1 − T1(λ))

−1.

Теорема 3. Пусть в задаче (2.1) Imλ ̸= 0, Reλ ≤ 0, Bk = B∗
k ≥ 0 ∈ S∞(H), A =

A∗ > 0 ∈ S∞(H). Пусть также выполнено условие

B2 ∈ Sp(H). (2.34)

Тогда получаем дискретный спектр, состоящий из конечнократных собствен-
ных значений {µk}∞k=1 с единственной предельной точкой µ = ∞. Сколь бы ни
было мало ε > 0, все собственные значения, кроме, быть может, конечного их
числа, расположены в угле

Λε(λ) := {µ ∈ C : | arg µ| < ε; sign Imµ = −sign Imλ}.
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После проектирования на H1 система собственных и присоединённых элементов
{φ1k}∞k=1 задачи (2.1), отвечающая собственным значениям {µk}∞k=1, является
полной в H1.

Имеется степенная асимптотика собственных значений λj(B2)

λk(B2) = cβ0

B k
−β0(1 + o(1)), cB > 0, β0 > 0, k → ∞, (2.35)

то для собственных значений {µk}∞k=1 задачи (2.1) справедлива асимптотическая
формула

µk(λ) = λ−1
k (B2)(1 + o(1)), k → ∞. (2.36)

Система элементов {P1φk}∞k=1 образует базис Абеля – Лидского в H1.

Доказательство. Если выполнено условие (2.34), то оператор B̃2 = P1B2P1 ∈
Sp(H) и мы попадаем в условия первой теоремы Келдыша. Отсюда следуют вы-
воды о спектре, собственных значениях и полноте в H1 = R(B2).

Теперь докажем, что для оператора выполнено условие (2.35), тогда собствен-
ные значения µk(λ) этой задачи имеют асимптотическое поведение (2.36).

Доказательство этого утверждения следует из результата М.В. Келдыша [1],
теорема 5.11.1. На самом деле, если выполнено условие (2.35), то для функции
распределения

N(r; B2) :=
∑
αk<r

1

характеристических чисел αk оператора B2 (т.е. собственных значений невозму-
щённой задачи αB2u = u), выполнено условие

lim
r→∞

N(r; B2)

r1/β0
= const = c−1

B > 0.

Поэтому выполнены условия теоремы 5.11.1 из [1] и имеет место асимптотическая
формула (2.36).

Докажем последнее утверждение теоремы. Перепишем уравнение (2.33) в виде

(I1 − T1(λ)− µB̃2)φ1 = 0, φ1 ∈ H1. (2.37)

В уравнении (2.37) осуществим замену

(I1 − T1(λ))φ1 := ξ1.

Так как по лемме 3 существует ограниченный обратный оператор (I1 − T1(λ))
−1,

то взамен (2.37) получаем

B̃2(I1 + T̃1)ξ1 = δξ1, δ = µ−1, T̃1 ∈ S∞(H).
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Здесь оператор B̃2(I1+ T̃1) — слабое возмущение оператора B̃2, собственные значе-
ния которого имеют степенную асимптотику (2.36). Отсюда следует, что B̃2 при-
надлежит классу операторов S(p)(H1) ⊂ Sp(H1) при p > β−1

0 . Поэтому по утвер-
ждению 1 с. 292 из [9] получаем, что оператор B̃2(I1 + T̃1) ∈ A(α, H1), т.е. соб-
ственные и присоединённые элементы {ξ1,k}∞k=1 образуют базис Абеля – Лидского
порядка α > β−1

0 . Заметим теперь, что собственные и присоединённые элементы
задачи (2.37) связаны соотношениями:

(I1 − T1(λ))φ1k = ζ1,k, k = 1, 2, ...,

где T1(λ) ограничен и ограниченно обратим.
Отсюда следует, что элементы φ1,k образуют базис, эквивалентный базису Абе-

ля – Лидского порядка α > β−1
0 , т.е. базису {ζ1,k}∞k=1. Тогда можно убедиться, что

и сами элементы образуют базис Абеля – Лидского порядка α > β−1
0 . В самом

деле, если φ — произвольный элемент H1, то разложим T1(λ)φ в ряд по базису
Абеля – Лидского {ζ1,k}∞k=1:

T1(λ)φ =
∞∑
k=1

ckζ1,k, ck = (T1(λ)φ, ζ̂1,k), (2.38)

где {ζ̂1,k}∞k=1 — биортогональный базис к базису {ζ1,k}∞k=1. Применим к обеим ча-
стям T1(λ)

−1 и получим

φ =
∞∑
k=1

(φ, T ∗(λ)ζ̂1,k)φ1k, (2.39)

т.е. разложение в ряд по элементам φ1k произвольного φ ∈ H1.
Таким образом элементы φ1k образуют базис в H1, и коэффициенты ck :=

(η, T ∗(λ)ζ̂1,k) находятся однозначно. В силу ограниченности и ограниченной об-
ратимости T1(λ) характер сходимости в равенствах (2.38), (2.39) один и тот же.
Отсюда следует, что если ряд (2.38) сходится по Абелю – Лидскому, то так же схо-
дится и (2.39), т.е. элементы {η1,k}∞k=1 также образуют базис по Абелю – Лидскому
порядка α > β−1

0 .

3. Свойства решений при спектральном параметре λ

Теперь рассмотрим случай, когда в пучке

L(λ, µ)φ := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = 0, φ ∈ H, λ, µ ∈ C, (3.1)

0 ≤ Bk = B∗
k ∈ S∞(L2(Ω)), k = 2, 4, 0 < A = A∗ ∈ S∞(H).

параметр µ фиксирован, а λ — спектральный.

3.1. Неположительные значения параметра
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Рассмотрим уравнение

L(λ)φ := (I − µB2 − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)φ = 0,

перепишем его в виде

(I − µB2)φ := λ(A−1 +B3)φ+ λ−1B4φ. (3.2)

Оператор I − µB2 ≫ 0, значит существует (I − µB2)
1/2. Сделаем в (3.2) замену

(I − µB2)
1/2φ = ψ:

(I − µB2)
1/2ψ = λ(A−1 +B3)(I − µB2)

−1/2ψ + λ−1B4(I − µB2)
−1/2ψ. (3.3)

Подействуем в (3.3) слева оператором (I − µB2)
−1/2 и получим следующую сим-

метризацию

ψ = λ(I−µB2)
−1/2(A−1+B3)(I−µB2)

−1/2ψ+λ−1(I−µB2)
−1/2B4(I−µB2)

−1/2ψ. (3.4)

В (3.4) оператор A−1 + B3 > 0, (I − µB2)
−1/2 — самосопряжённый оператор,

B4 ≫ 0. Таким образом, оператор в первом слагаемом — самосопряжённый, ком-
пактный, положительный; оператор во втором слагаемом — самосопряжённый,
компактный, неотрицательный. Получаем в точности пучок Крейна.

В дальнейшем нам понадобится следующая промежуточная лемма.

Лемма 4. Имеет место следующая оценка

∥(I − µB2)
−1/2∥ ≤ 1.

Доказательство. Рассмотрим квадратичную форму

∥(I − µB2)ψ∥∥ψ∥ ≥ ((I − µB2)ψ, ψ) ≥ ∥ψ∥2.

Первое неравенство следует из неравенства Коши – Буняковского. Сократим ле-
вую и правую части на ∥ψ∥ и сделаем замену

(I − µB2)ψ = η ⇒ ψ = (I − µB2)
−1η.

Получаем
∥η∥ ≥ ∥(I − µB2)

−1η∥,
а значит, ∥(I − µB2)

−1∥ ≤ 1 и (I − µB2)
−1/2 ≤ 1.

Из курса лекций [3] следует, что для факторизации пучка (3.4) нам необходимо
следующее условие

4∥Ã∥ · ∥B̃∥ < 1,

где Ã и B̃ — операторы пучка.
Используя лемму 4, рассмотрим следующие оценки

4∥(I−µB2)
−1/2(A−1+B3)(I−µB2)

−1/2∥·∥(I−µB2)
−1/2B4(I−µB2)

−1/2∥ ≤ 4∥(I−µB2)
−1/2∥·

∥A−1 +B3∥ · ∥(I − µB2)
−1/2∥ · ∥B4∥ · ∥(I − µB2)

−1/2∥ ≤ 4∥A−1 +B3∥ · ∥B4∥.
Пусть 4∥A−1 + B3∥ · ∥B4∥ < 1, тогда имеет место факторизация пучка (3.4).

Можем сформулировать следующий результат.
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Теорема 4. Пусть для пучка (3.1), в котором

A−1+B3 = Ã = Ã∗ ∈ S∞(H), B4 = B̃ = B̃∗ ∈ S∞(H), ker Ã = {0}, H = H1⊕H0, H0 := kerB,

выполнено условие, достаточное для факторизации 4∥A−1+B3∥ ·∥B4∥ < 1 тогда:
1. Пучок (3.1) имеет дискретный вещественный спектр с предельными точками
в 0 и ∞.
2. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь изолированных конечнократных
собственных значений на отрезке (0, r−) ⊂ R. Соответствующая система
собственных элементов образует базис Рисса в H1 (после проектирования на
H1 = H ⊖H0).
3. Предельной точке λ = ∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных
собственных значений на (r+,∞). Соответствующая система собственных эле-
ментов образует базис Рисса в H.

Пусть Ã ∈ Sp
Ã
(H), B̃ ∈ Sp

B̃
(H). Тогда

4. Система собственных элементов, отвечающая собственным значениям из
(0, r−), после проектирования на H1 образует p – базис в H1 при p ≥ p0, p−1

0 =
(pÃ)

−1 + (pB̃)
−1.

5. Соответственно система собственных элементов, отвечающая собственным
значениям в промежутке (r+,∞), образует p – базис в H при тех же p.

Доказательство. После проектирования на H1 = H ⊖ H0 (см. п. 2.1 – 2.2) мы
получаем полный оператор B̃2 = P1B2P1, ker B̃2 = {0}. Для нашего пучка при-
менимы выводы для пучка Крейна из [3] теорема 3.1.2 и теорема 3.2.1. Отсюда и
следуют выводы теоремы.

3.2. Вещественная часть µ не положительна

Рассмотрим случай, когда параметр λ спектральный, а Reµ ≤ 0. Снова рас-
смотрим уравнение (3.2)

(I − µB2)φ := λ(A−1 +B3)φ+ λ−1B4φ. (3.5)

Оценим по модулю квадратичную форму |((I − µB2)φ, φ)|:

∥(I−µB2)φ∥·∥φ∥ ≥ |((I−µB2)φ, φ)| ≥ Re((I−µB2)φ, φ) = ∥φ∥2−Reµ(B2φ, φ) ≥ ∥φ∥2.

Сократим левую и правую части на ∥φ∥ и получим:

∥(I − µB2)φ∥ ≥ ∥φ∥. (3.6)

Если (I − µB2)φ = 0, то ∥φ∥ = 0 и φ = 0. Таким образом, существует обратный
оператор (I − µB2)

−1. Сделаем замену в (3.6):

(I − µB2)φ = ψ, φ = (I − µB2)
−1ψ.
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Получим
∥ψ∥ ≥ ∥(I − µB2)

−1ψ∥, ∥(I − µB2)
−1∥ ≤ 1.

Подействуем в (3.5) слева оператором (I − µB2)
−1 (так как оператор I − µB2 не

является самосопряжённым, то не существует оператора (I − µB2)
−1/2 как в п.

3.1). Получаем

φ = λ(I − µB2)
−1(A−1 +B3)φ+ λ−1(I − µB2)

−1B4φ. (3.7)

Оператор (I − µB2)
−1 является близким к I. Получаем слабое возмущение опера-

тора B2 и можем сформулировать следующий вывод.

Теорема 5. Пусть в задаче (3.5) выполнены условия теоремы 4, Reµ ≤ 0. Тогда
1. если выполнены условия

A−1 +B3 ∈ Sp(H); B4 ∈ Sp(H), (3.8)

то после проектирования собственных элементов на подпространство H1 =
H ⊖ H0 задача (3.5) имеет дискретный спектр, состоящий из конечнократных
собственных значений {λk(µ)}∞k=1 с единственной предельной точкой λ = ∞.
Сколь бы мало ни было ε > 0, все собственные значения λk(µ), кроме, быть
может, конечного их числа, расположены в углах

−ε < arg λ < ε, Π− ε < arg λ < Π+ ε.

Система собственных и присоединённых элементов, отвечающая собствен-
ным значениям {λk(µ)}∞k=1, является полной в H.

2. Если вместо (3.8) выполнено более сильное асимптотическое условие

λk(B4) = cα0
A k

−α0(1 + o(1)), cA > 0, α0 > 0, k → ∞, (3.9)

то для собственных значений задачи имеет место асимптотическая формула

λk(µ) = −λ−1
k (A)(1 + o(1)), k → ∞.

Система собственных и присоединённых элементов образует базис Абеля –
Лидского порядка α > α0 в пространстве H.

Доказательство. 1. Первое утверждение теоремы о спектре и полноте имеет ме-
сто по теореме М.В. Келдыша (см. [3]).
2. Если выполнено условие (3.9), то операторы A−1+B3 и B4 принадлежат классу
компактных операторов S(p) при p > α−1

0 . Поэтому для этого случая справедливы
выводы из доказательства теоремы 3. Отсюда и следует утверждение об асимпто-
тике и базисе по Абелю – Лидскому.
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4. Заключение

Операторный пучок, полученный при решении спектральной краевой задачи
сопряжения (1.1)–(1.3), содержит в себе много известных спектральных проблем,
встречающихся в приложениях. В зависимости от фиксированного параметра по-
лучаем различные свойства пучка и соответствующие теоремы о структуре спек-
тра.
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Аннотация. В работе исследуется задача о малых движениях идеальной релаксирующей жид-
кости. Доказана теорема об асимптотическом поведении решений в изучаемой задаче при внеш-
них нагрузках, близких к почти периодическим. Установлено, в частности, что если внешняя
нагрузка — стационарное потенциальное поле, то потенциальная составляющая течения в изу-
чаемой задаче экспоненциально затухает и происходит перераспределение давления.
Ключевые слова: релаксирующая жидкость, экспоненциальная устойчивость, асимптотика
решения.

Asymptotics of solutions in the problem on small
motions of an ideal relaxing fluid
D. A. Zakora
V.I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol 295007.

Abstract. In this paper we study the problem on small motions of an ideal relaxing fluid filling a
bounded domain. This hydrodynamic system is described by a system of integro differential equations.
The kernels of corresponding integral operators are of exponential type. In the case where the external
force is close to almost periodic a theorem on the asymptotic behavior of solutions of the problem is
proven. In particular, if the external force is a stationary potential field then the potential component
of the flows decays exponentially and a pressure redistribution occurs.
Keywords: relaxing fluid, exponential stability, asymptotic behavior of solution.
MSC 2010: 34K20, 93C23

Введение

В работе исследуется задача о малых движениях идеальной релаксирующей
жидкости (см. [14, гл. 11, § 11.6], [21]). Эта задача описывается системой интегро-
дифференциальных уравнений, начальных и граничных условий.

Аналогичные задачи изучались многими авторами. В пионерских работах [8],
[9] показано, что решение однородного интегро-дифференциального уравнения
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второго порядка, с операторным ядром достаточно общего вида, стремится к ну-
лю с ростом времени, но без оценки скорости убывания. Это утверждение при-
менено к задаче, описывающей движения вязкоупругого тела. Динамика вязко-
упругих систем изучалась далее многими авторами. Приведем здесь моногра-
фии [20], [11], [17] (см. также указанную в них литературу), а также некото-
рые работы по экспоненциальной устойчивости в вязкоупругих системах [15], [10],
[16], [5]. Работы [6], [18], [19], [4], [3] посвящены вопросам экспоненциальной и
полиномиальной устойчивости решений абстрактных гиперболических интегро-
дифференциальных уравнений.

Цель настоящей работы — исследование асимптотического поведения решений
в задаче о малых движениях идеальной релаксирующей жидкости при нагрузках
вида f(t) = g(t) + f0 +

∑n
k=1 e

−iσktfk(t), где g(t), f ′k(t) → 0 при t→ +∞, σk ∈ R\{0}
(k = 1, n).

Мы будем опираться на теорему, следующую из [1]. Введем необходимые
для формулировки теоремы обозначения. Пусть H, Hl (l = 0,m) — гильбер-
товы пространства. Пусть задан самосопряженный и положительно определен-
ный оператор A : D(A) ⊂ H → H, заданы ограниченные операторы Ql ∈ L(H,Hl)
(l = 0,m) и неотрицательные числа γl ≥ 0 такие, что (Q∗

lQlu, u)H ≥ γl∥u∥2H при
всех u ∈ H. Будем считать также, что дан упорядоченный набор положительных
чисел 0 < b1 < . . . < bm.

Определим гильбертово пространство H := H ⊕
(
⊕m

l=0 Hl

)
, состоящее из эле-

ментов вида ξ := (u;w)τ :=
(
u; (u0;u1; . . . ;um)

τ
)τ (символ τ означает транспони-

рование). В гильбертовом пространстве H определим оператор A по следующей
формуле:

A = diag
(
A1/2, I

)( 0 Q∗

−Q G

)
diag

(
A1/2, I

)
=

(
0 A1/2Q∗

−QA1/2 G

)
, (0.1)

Q :=
(
Q0, Q1, . . . , Qm

)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
, I := diag

(
I, I, . . . , I

)
,

D(A) =
{
ξ = (u;w)τ ∈ H

∣∣ u ∈ D(A1/2), Q∗w ∈ D(A1/2)
}
. (0.2)

Теорема 1. Пусть существует Q−1
0 ∈ L(H0, H) и γq > 0 при некотором

q ∈ {1, . . . ,m}. Тогда оператор −A является генератором равномерно экспо-
ненциально устойчивой C0-полугруппы U(t), то есть существуют ω > 0 и
M =M(ω) ≥ 1 такие, что

∥U(t)∥L(H) ≤Me−ωt ∀ t ∈ R+ := [0,+∞). (0.3)

Замечание. В теореме 1 можно дать оценку типа полугруппы U(t), однако здесь
она не приводится.
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1. Малые движения идеальной релаксирующей жидкости

1.1. Постановка задачи

Введем в ограниченной области Ω ⊂ R3 прямоугольную декартову систему ко-
ординат Ox1x2x3 так, чтобы начало координат находилось внутри области, а ось
Ox3 была направлена против действия силы тяжести. Обозначим через n внеш-
ний единичный нормальный к ∂Ω вектор. Задача о малых движениях идеальной
релаксирующей жидкости, заполняющей область Ω, описывается следующей си-
стемой уравнений, граничных и начальных условий:

∂u(t, x)

∂t
= −∇

( 1

ρ0(x3)
ρ(t, x)

)
+

+
m∑
l=1

t∫
0

e−bl(t−s)∇
(
kl(x)ρ(s, x)

)
ds+ a−2

∞ (x3)f(t, x) (в Ω), (1.1)

∂ρ(t, x)

∂t
= −div

(
δ(x3)u(t, x)

)
(в Ω), u(t, x) · n = 0 (на ∂Ω), (1.2)

δ(x3) := ρ0(x3)a
2
∞(x3), u(0, x) = u0(x), ρ(0, x) = ρ0(x), (1.3)

где a2∞(x3)u(t, x) — поле скоростей жидкости, ρ(t, x) — динамическая плот-
ность жидкости, f(t, x) — малое поле внешних сил, наложенное на гравитаци-
онное поле, a∞(x3) — заданная скорость звука в жидкости, ρ0(x3) — заданная
стационарная плотность жидкости. Функция δ(x3) удовлетворяет неравенствам
0 < δ1 ≤ δ(x3) ≤ δ2 < +∞ и является гладкой. При отсутствии гравитационного
поля структурные функции kl(x) следует считать положительными постоянными.
Здесь будем считать, что это гладкие положительные функции. Числа b−1

l имеют
смысл времен релаксации в системе, 0 < b1 < . . . < bm. Кроме того, полагаем, что

1−
m∑
l=1

kl(x)ρ0(x3)

bl
> 0 ∀ x ∈ Ω. (1.4)

1.2. Проектирование уравнений движения

Применим метод ортогонального проектирования уравнений движения на
специальные подпространства [13]. Введем векторное гильбертово пространство
L2(Ω, δ) с весом δ(x3) со скалярным произведением и нормой

(u,v)L2(Ω,δ) :=

∫
Ω

δ(x3)u(x) · v(x) dΩ, ∥u∥2L2(Ω,δ) =

∫
Ω

δ(x3)|u(x)|2 dΩ. (1.5)

Можно проверить, что имеет место разложение (аналог разложения Г. Вейля
пространства векторных полей L2(Ω) (см. [13, гл. 2, § 2, п. 2.1.8])):

L2(Ω, δ) = J0(Ω, δ)⊕G(Ω, δ), (1.6)
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J0(Ω, δ) := {v ∈ L2(Ω, δ)
∣∣ div

(
δ(x3)v

)
= 0 (в Ω), vn := v · n = 0 (на ∂Ω)},

G(Ω, δ) := {v ∈ L2(Ω, δ)
∣∣ v = ∇φ,

∫
Ω

φdΩ = 0}.

Здесь операции divv и vn понимаются в смысле теории обобщенных функций
(см. [13, гл. 2, § 2, п. 2.1.6]). Введем ортопроекторы P0 и PG пространства L2(Ω, δ)
на J0(Ω, δ) и G(Ω, δ) соответственно. Будем разыскивать поле u в виде:

u = v +∇φ, где v ∈ J0(Ω, δ), ∇φ ∈ G(Ω, δ). (1.7)

С помощью представления (1.7) преобразуем (1.1)-(1.3) к следующему виду:

∂v(t, x)

∂t
= P0a

−2
∞ (x3)f(t, x) (в Ω), (1.8)

∂∇φ(t, x)
∂t

= −∇
( 1

ρ0(x3)
ρ(t, x)

)
+

+
m∑
l=1

t∫
0

e−bl(t−s)∇
(
kl(x)ρ(s, x)

)
ds+ PGa

−2
∞ (x3)f(t, x) (в Ω), (1.9)

∂ρ(t, x)

∂t
= −div

(
δ(x3)∇φ(t, x)

)
(в Ω),

∂φ(t, x)

∂n
= 0 (на ∂Ω), (1.10)

v(0, x) = P0u
0(x), ∇φ(0, x) = PGu

0(x), ρ(0, x) = ρ0(x). (1.11)

Из (1.8), (1.11) найдем вихревую составляющую течения:

v(t, x) = P0u
0(x) +

t∫
0

P0a
−2
∞ (x3)f(s, x) ds.

Таким образом, далее будет изучаться система (1.9)-(1.11), содержащая лишь
потенциальную составляющую течения и динамическую плотность.

1.3. Операторное уравнение и основная теорема

Для перехода к операторной формулировке задачи (1.9)-(1.11) введем ряд опе-
раторов и приведем их свойства. Введем гильбертово пространство L2(Ω) функций
суммируемых со своими квадратами по области Ω, а также его подпространство
L2,Ω := {f ∈ L2(Ω)| (f, 1)L2(Ω) = 0}.

Будем считать далее, что граница ∂Ω класса C2. Определим оператор

B∇φ := div
(
δ∇φ

)
, D(B) :=

{
∇φ ∈ W1

2(Ω)
∣∣ ∂φ
∂n

= 0 (∂Ω),

∫
Ω

φdΩ = 0
}
. (1.12)

Тогда B : D(B) ⊂ G(Ω, δ) → L2,Ω, KerB = {0}, оператор B замкнут и

B∗ρ = −∇ρ, D(B∗) = W 1
2 (Ω) ∩ L2,Ω, KerB∗ = {0}. (1.13)
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Определим оператор A := B∗B. Можно доказать, что оператор A положитель-
но определен в G(Ω, δ). По теореме о полярном представлении [7, гл. 8, § 1] суще-
ствует унитарный оператор U : G(Ω, δ) → L2,Ω такой, что B = UA1/2.

Определим ортопроектор Π пространства L2(Ω) на L2,Ω и операторы

M0ρ := Πρ−1
0 Πρ, Mlρ := ΠklΠρ (l = 1,m), (1.14)

которые являются ограниченными, самосопряженными и положительно опреде-
ленными операторами в L2,Ω. Кроме того, MlD(B∗) ⊂ D(B∗) (l = 0,m). Из (1.4)
следует, что M0 −

∑m
l=1 b

−1
l Ml ≫ 0.

С помощью введенных операторов задачу (1.9)-(1.11) перепишем в виде основ-
ной задачи Коши для следующей системы дифференциально-операторных урав-
нений в гильбертовых пространствах G(Ω, δ) и L2,Ω:

d∇φ(t)
dt

= B∗M0ρ(t)−
m∑
l=1

t∫
0

e−bl(t−s)B∗Mlρ(s) ds+ PGa
−2
∞ f(t),

dρ(t)

dt
= −B∇φ(t), ∇φ(0) = PGu

0, ρ(0) = ρ0.

(1.15)

Определим операторы Q0 := [M0 −
∑m

l=1 b
−1
l Ml]

1/2U и Ql := [b−1
l Ml]

1/2U
(l = 1,m).
Определение 1. Назовем сильным решением исходной начально-краевой зада-
чи (1.1)-(1.3) такие u и ρ, для которых ∇φ и ρ являются сильным решением за-
дачи Коши (1.15). В свою очередь сильным решением задачи Коши (1.15) назо-
вем такую пару ∇φ и ρ, что ∇φ(t) ∈ D(B) = D(A1/2), ρ(t) ∈ D(B∗) для любого
t ∈ R+ = [0,+∞), B∗ρ(t),∇φ′(t) ∈ C(R+;G(Ω, δ)), B∇φ(t), ρ′(t) ∈ C(R+;L2,Ω), вы-
полнены начальные условия и уравнения из (1.15) для любого t ∈ R+.

Основным утверждением работы является следующая теорема.
Теорема 2. Пусть PGu

0 ∈ D(B), ρ0 ∈ D(B∗), f(t) ∈ C1(R+;L2(Ω, δ)). Тогда задача
Коши (1.15) имеет единственное сильное решение.

Пусть f(t) = g(t) + f0 +
∑n

k=1 e
−iσktfk(t), где g(t), fk(t) ∈ C1(R+;L2(Ω, δ)), f0 ∈

L2(Ω, δ), σk ∈ R\{0} (k = 1, n). Тогда существуют константы ω > 0, Mk ≥ 1
(k = 1, 2) такие, что при всех t ∈ R+ выполнено следующее неравенство∥∥∥∇φ(t) + n∑

k=1

e−iσktiσkM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) +B

(
M(0)PGa

−2
∞ f0 +

n∑
k=1

e−iσktM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

≤

≤M1e
−2ωt

[
∥PGu

0∥2G(Ω,δ) + ∥ρ0∥2L2,Ω
+

n∑
k=0

∥fk∥2L2(Ω,δ)

]
+

+M2

[ t∫
0

e−ω(t−s)
[
∥g(s)∥L2(Ω,δ) +

n∑
k=1

∥f ′k(s)∥L2(Ω,δ)

]
ds

]2
, (1.16)
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M(λ) := A−1/2
[
U∗M0U + λ2A−1 −

m∑
l=1

1

bl − λ
U∗MlU

]−1

A−1/2. (1.17)

В частности, если ∥g(t)∥L2(Ω,δ), ∥f ′k(t)∥L2(Ω,δ) → 0 (k = 1, n) при t→ +∞, то

∥∥∥∇φ(t) + n∑
k=1

e−iσktiσkM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) +B

(
M(0)PGa

−2
∞ f0 +

n∑
k=1

e−iσktM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

→ 0,

t→ +∞. (1.18)

Если дополнительно fk(t) = 0 (k = 1, n), a−2
∞ f0 = ∇p, p ∈ D(B∗), то

∥∥∇φ(t)∥∥2
G(Ω,δ)

+
∥∥∥ρ(t)− [M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
p
∥∥∥2
L2,Ω

→ 0, t→ +∞. (1.19)

Доказательство. Доказательство теоремы проведем в несколько шагов.
1. Предположим, что задача (1.15) имеет сильное решение и сведем ее к задаче

Коши для дифференциального уравнения первого порядка.
Пусть ∇φ(t), ρ(t) — сильное решение системы (1.15) (см. определение 1). С

использованием интегрирования по частям и (1.12)-(1.14) можно проверить, что
функции ∇φ(t) и ρ(t) удовлетворяют также следующей системе:



d∇φ(t)
dt

= A1/2

{
U∗
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]
ρ(t) +

m∑
l=1

e−blt
1

bl
U∗Mlρ

0+

+
m∑
l=1

U∗
[ 1
bl
Ml

]1/2 t∫
0

e−bl(t−s)
[ 1
bl
Ml

]1/2dρ(s)
ds

ds

}
+ PGa

−2
∞ f(t),

dρ(t)

dt
= −UA1/2∇φ(t).

(1.20)

Введем по ρ(t) следующие функции:

u0(t) := −
[
M0−

m∑
l=1

1

bl
Ml

]1/2
ρ(t), ul(t) := −

t∫
0

e−bl(t−s)
[ 1
bl
Ml

]1/2dρ(s)
ds

ds (l = 1,m).

(1.21)
Функции u0(t), ul(t) (l = 1,m) непрерывно дифференцируемы на R+. Из (1.20),

(1.21) получим, что они удовлетворяют следующей системе уравнений и началь-
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ных условий:

d∇φ(t)
dt

= −A1/2

{
U∗
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]1/2
u0(t)−

−
m∑
l=1

e−blt
1

bl
U∗Mlρ

0 +
m∑
l=1

U∗
[ 1
bl
Ml

]1/2
ul(t)

}
+ PGa

−2
∞ f(t),

du0(t)

dt
= −

{
−
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]1/2
UA1/2∇φ(t)

}
,

dul(t)

dt
= −

{
−
[ 1
bl
Ml

]1/2
UA1/2∇φ(t) + blul(t)

}
, l = 1,m,

∇φ(0) = PGu
0, u0(0) = −

[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]1/2
ρ0, ul(0) = 0 (l = 1,m).

(1.22)

С помощью введенных операторов Q0 = [M0 −
∑m

l=1 b
−1
l Ml]

1/2U ,
Ql = [b−1

l Ml]
1/2U (l = 1,m) систему (1.22) перепишем следующим образом:

d∇φ(t)
dt

= −A1/2
[
Q∗

0u0(t)−
m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlU

∗ρ0 +
m∑
l=1

Q∗
l ul(t)

]
+ PGa

−2
∞ f(t),

du0(t)

dt
= −

[
−Q0A

1/2∇φ(t)
]
,

dul(t)

dt
= −

[
−QlA

1/2∇φ(t) + blul(t)
]
, l = 1,m,

∇φ(0) = PGu
0, u0(0) = −Q0U

∗ρ0, ul(0) = 0 (l = 1,m). (1.23)

Систему (1.23) запишем в виде задачи Коши для дифференциального уравне-
ния первого порядка в гильбертовом пространстве H := G(Ω, δ)⊕ (⊕m

l=0L2,Ω):

dξ

dt
= −A

(
ξ + ξρ0(t)

)
+ F(t), ξ(0) = ξ0, (1.24)

ξ(t) :=
(
∇φ(t);w(t)

)τ
:=
(
∇φ(t);u0(t);u1(t); . . . ;um(t)

)τ
,

ξρ0(t) :=
(
0;−(Q∗

0)
−1

m∑
l=1

e−bltQ∗
lQlU

∗ρ0; 0; . . . ; 0
)τ
, (1.25)

ξ0 :=
(
PGu

0;−Q0U
∗ρ0; 0; . . . ; 0

)τ
, F(t) :=

(
PGa

−2
∞ f(t); 0; 0; . . . ; 0

)τ
.

Оператор A определяется по формулам (0.1)-(0.2) и удовлетворяет теореме 1:

A = diag(A1/2, I)
(

0 Q∗

−Q G

)
diag(A1/2, I),

Q :=
(
Q0, Q1, . . . , Qm

)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
, I := diag

(
I, I, . . . , I

)
,

D(A) =
{
ξ = (∇φ;w)τ ∈ H

∣∣ ∇φ ∈ D(A1/2), Q∗w ∈ D(A1/2)
}
.
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Осуществим в задаче (1.24) замену искомой функции ζ(t) := ξ(t) + ξρ0(t), по-
лучим следующую задачу Коши

dζ

dt
= −Aζ + ξ′ρ0(t) + F(t), ζ(0) = ζ0 :=

(
PGu

0;−(Q∗
0)

−1U∗M0ρ
0; 0; . . . ; 0

)τ
. (1.26)

По теореме 1 оператор −A является генератором равномерно экспоненциально
устойчивой C0-полугруппы U(t). Из условий на начальные данные следует, что
∇φ(0) = PGu

0 ∈ D(B) = D(A1/2), Q∗w(0) = −U∗M0ρ
0 = −A−1/2(UA1/2)∗M0ρ

0 =
−A−1/2B∗M0ρ

0 ∈ D(A1/2), то есть ζ0 ∈ D(A). Из условия на функцию f(t) следует,
что ξ′ρ0(t) + F(t) ∈ C1(R+;H). Из теоремы о разрешимости абстрактной задачи
Коши (см. [2, гл. 1, § 6, п. 2, теорема 6.5], [12, гл. 2, § 1, теорема 1.3]) следует,
что задача Коши (1.26) имеет единственное решение ζ(t) такое, что ζ(t) ∈ D(A)
при t ∈ R+, Aζ(t) ∈ C(R+;H), ζ(t) ∈ C1(R+;H). Отсюда выводится утверждение
о сильной разрешимости.

2. Докажем неравенство (1.16) и формулу (1.18).
Пусть f(t) = g(t) + f0 +

∑n
k=1 e

−iσktfk(t), где g(t), fk(t) ∈ C1(R+;L2(Ω, δ)), f0 ∈
L2(Ω, δ), σk ∈ R\{0} (k = 1, n). Представим функцию F(t) в (1.24), (1.26) следую-
щим образом:

F(t) = T (t) + F0 +
n∑

k=1

e−iσktFk(t), T (t) :=
(
PGa

−2
∞ g(t); 0; . . . ; 0

)τ ∈ C1(R+;H),

F0 :=
(
PGa

−2
∞ f0; 0; . . . ; 0

)τ ∈ H, Fk(t) :=
(
PGa

−2
∞ fk(t); 0; . . . ; 0

)τ ∈ H (k = 1, n).

(1.27)

Из (0.1) непосредственными вычислениями можно найти резольвенту Rλ(A)
оператора A. Из (1.27) теперь найдем, что

R0(A)F0 = A−1F0 =
(
0; (Q∗

0)
−1A−1/2PGa

−2
∞ f0; 0; . . . ; 0

)τ
,

Rλ(A)Fk(t) =
(
A−1/2L−1(λ)A−1/2PGa

−2
∞ fk(t);Rλ(G)QL−1(λ)A−1/2PGa

−2
∞ fk(t)

)τ
=

=
(
A−1/2L−1(λ)A−1/2PGa

−2
∞ fk(t);

1

−λ
Q0L

−1(λ)A−1/2PGa
−2
∞ fk(t);

1

b1 − λ
Q1L

−1(λ)A−1/2PGa
−2
∞ fk(t); . . . ;

1

bm − λ
QmL

−1(λ)A−1/2PGa
−2
∞ fk(t)

)τ
∀ λ ∈ iR\{0}, k = 1, n, (1.28)
L(λ) := −λA−1 +Q∗Rλ(G)Q. (1.29)

Пусть ∇φ(t), ρ(t) сильное решение задачи Коши (1.15). Используя представле-
ние Q∗

0Q0 = U∗M0U −
∑m

l=1Q
∗
lQl = U∗M0U −

∑m
l=1 b

−1
l U∗MlU , (1.17), (1.27), (1.28),
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(1.21), (1.24), при t ∈ R+ получим∥∥∥∇φ(t) + n∑
k=1

e−iσktiσkM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) +B

(
M(0)PGa

−2
∞ f0 +

n∑
k=1

e−iσktM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

=

=
∥∥∥∇φ(t) + n∑

k=1

e−iσktiσkA
−1/2

[
U∗M0U − σ2

kA
−1−

−
m∑
l=1

1

bl − iσk
U∗MlU

]−1

A−1/2PGa
−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) + UA1/2

(
A−1/2

[
U∗M0U −

m∑
l=1

1

bl
U∗MlU

]−1

A−1/2PGa
−2
∞ f0+

+
n∑

k=1

e−iσktA−1/2
[
U∗M0U − σ2

kA
−1 −

m∑
l=1

1

bl − iσk
U∗MlU

]−1

A−1/2PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

.

Отсюда, из (0.1), (1.29) (см. формулу для пучка L(λ)) получим, что∥∥∥∇φ(t) + n∑
k=1

e−iσktiσkM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) +B

(
M(0)PGa

−2
∞ f0 +

n∑
k=1

e−iσktM(iσk)PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

=

=
∥∥∥∇φ(t)− n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2PGa

−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

+
∥∥∥ρ(t) + U

(
(Q∗

0Q0)
−1A−1/2PGa

−2
∞ f0 +

n∑
k=1

e−iσkt

−iσk
L−1(iσk)A

−1/2PGa
−2
∞ fk(t)

)∥∥∥2
L2,Ω

≤

≤
∥∥∥∇φ(t)− n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2PGa

−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
G(Ω,δ)

+

∥UQ−1
0 ∥2

∥∥∥u0(t)− (Q∗
0)

−1A−1/2PGa
−2
∞ f0 −

n∑
k=1

e−iσkt

−iσk
Q0L

−1(iσk)A
−1/2PGa

−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
L2,Ω

+

+
m∑
l=1

∥∥∥ul(t)− n∑
k=1

e−iσkt

bl − iσk
QlL

−1(iσk)A
−1/2PGa

−2
∞ fk(t)

∥∥∥2
L2,Ω

≤

≤ max{1, ∥UQ−1
0 ∥2} ·

∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0 −
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H
. (1.30)

Напомним, что по теореме 1 оператор −A — генератор равномер-
но экспоненциально устойчивой C0-полугруппы U(t), удовлетворяющей нера-
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венству (0.3). Будем искать (единственное) решение задачи (1.26) при
F(t) = T (t) + F0 +

∑n
k=1 e

−iσktFk(t) в виде ζ(t) =
∑n

k=1 e
−iσktRiσk

(A)Fk(t) + η(t).
Тогда функция η(t) будет решением задачи

dη

dt
= −Aη + F0 + ξ′ρ0(t) + T (t)−

n∑
k=1

e−iσktRiσk
(A)F ′

k(t),

η(0) = ζ0 −
n∑

k=1

Riσk
(A)Fk(0) ∈ D(A).

(1.31)

Из (1.31) и ξ(t) := ζ(t)− ξρ0(t) найдем, что

ξ(t) =
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)− ξρ0(t) + U(t)

(
ζ0 −

n∑
k=1

Riσk
(A)Fk(0)

)
+

+

∫ t

0

U(t− s)
(
ξ′ρ0(s) + T (s)−

n∑
k=1

e−iσksRiσk
(A)F ′

k(s) + F0

)
ds. (1.32)

Из формулы [2, гл. 1, § 1, формула (1.10)] для резольвенты оператора −A:

Rλ(−A)F = −
∫ +∞

0

e−λsU(s)F ds ∀ F ∈ H, λ > −ω

при λ = 0 следует, что

R0(A)F0 = A−1F0 =

∫ +∞

0

U(s)F0 ds. (1.33)

Из (1.32), (1.33), (1.27) и (0.3) найдем, что∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0 −
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H
=

=
∥∥∥U(t)(ζ0 − n∑

k=1

Riσk
(A)Fk(0)

)
− ξρ0(t)−

+∞∫
t

U(s)F0 ds+

+

t∫
0

U(t− s)
(
ξ′ρ0(s) + T (s)−

n∑
k=1

e−iσksRiσk
(A)F ′

k(s)
)
ds
∥∥∥2
H
≤

≤
[
Me−ωt

(
∥ζ0∥H + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=1

∥fk(0)∥L2(Ω,δ)

)
+
∥∥ξρ0(t)∥∥H+

+
M

ω
e−ωt∥f0∥L2(Ω,δ) +M

t∫
0

e−ω(t−s)
[
∥ξ′ρ0(s)∥H + ∥g(s)∥L2(Ω,δ)+

+ sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=1

∥f ′k(s)∥L2(Ω,δ)

]
ds
]2
. (1.34)
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Используя формулы для ξρ0(t) и ζ0 (см. (1.24), (1.26)), из (1.34) найдем

∥∥∥ξ(t)−R0(A)F0 −
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥2
H
≤

≤
[
Me−ωt

(
∥PGu

0∥2G(Ω,δ) + ∥(Q∗
0)

−1U∗M0∥2∥ρ0∥2L2,Ω

)1/2
+

+Me−ωt sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=1

∥fk(0)∥L2(Ω,δ)+

+Me−ωt

m∑
l=1

bl
bl − ω

∥∥(Q∗
0)

−1Q∗
lQlU

∗∥∥∥∥ρ0∥∥
L2,Ω

+
M

ω
e−ωt∥f0∥L2(Ω,δ)+

+M

t∫
0

e−ω(t−s)
[
∥g(s)∥L2(Ω,δ) + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=1

∥f ′k(s)∥L2(Ω,δ)

]
ds
]2

≤

≤ Ne−2ωt
[
∥PGu

0∥2G(Ω,δ) + ∥ρ0∥2L2,Ω
+ ∥f0∥2L2(Ω,δ) +

n∑
k=1

∥fk(0)∥2L2(Ω,δ)

]
+

+(n+ 4)M2
[ t∫

0

e−ω(t−s)
[
∥g(s)∥L2(Ω,δ) + sup

λ∈iR
∥Rλ(A)∥L(H)

n∑
k=1

∥f ′k(s)∥L2(Ω,δ)

]
ds
]2
,

(1.35)

N := (n+ 4)M2 max
{
1,

1

ω2
, ∥(Q∗

0)
−1U∗M0∥2+

+
[ m∑

l=1

bl
bl − ω

∥(Q∗
0)

−1Q∗
lQlU

∗∥
]2
,
[
sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥
]2}

. (1.36)

Из (1.30), (1.35), (1.36) следует (1.16) с константами

M1 = N max{1, ∥UQ−1
0 ∥2},

M2 = (n+ 4)M2 max{1,
[
sup
λ∈iR

∥Rλ(A)∥
]2
} ·max{1, ∥UQ−1

0 ∥2}.

3. Докажем формулу (1.18). Пусть ∥g(t)∥L2(Ω,δ) → 0, ∥f ′k(t)∥L2(Ω,δ) → 0
(k = 1, n) при t→ +∞. Очевидно, достаточно доказать, что интеграль-
ное слагаемое в (1.16) стремится к нулю при t→ +∞. Обозначим
h(t) := ∥g(t)∥L2(Ω,δ) +

∑n
k=1 ∥f ′k(t)∥L2(Ω,δ). Фиксируем ε > 0 и выберем последо-

вательно числа tε,1 и tε,2 следующим образом:

tε,1 > 0 : sup
t≥tε,1

h(t) <
εω

2
, tε,2 :=

1

ω
ln
[ 2

εω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t≥0

h(t)
]
.
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Теперь для любого t ≥ t(ε) := max{tε,1, tε,2} найдем, что∫ t

0

e−ω(t−s)h(s) ds =

∫ tε,1

0

e−ω(t−s)h(s) ds+

∫ t

tε,1

e−ω(t−s)h(s) ds ≤

≤ e−ωt

ω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t≥0

h(t) +
1

ω
sup
t≥tε,1

h(t) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

4. Пусть fk(t) = 0 (k = 1, n), a−2
∞ f0 = ∇p, p ∈ D(B∗). Тогда PGa

−2
∞ f0 = ∇p =

−B∗p и из (1.13)-(1.14), (1.17) найдем, что

BM(0)PGa
−2
∞ f0 = −(UA1/2)A−1/2

[
U∗M0U −

m∑
l=1

1

bl
U∗MlU

]−1

A−1/2B∗p =

= −
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
UA−1/2B∗p = −

[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
BA−1B∗p =

= −
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
(BA−1/2)(BA−1/2)∗

∣∣∣
D(B∗)

p =

= −
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
(UU∗)

∣∣∣
D(B∗)

p = −
[
M0 −

m∑
l=1

1

bl
Ml

]−1
p.

Отсюда и из (1.18) следует (1.19).

Автор благодарит проф. Н.Д. Копачевского за обсуждение работы.
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РЕФЕРАТЫ

УДК 531.36+531.384
А.В. КАРАПЕТЯН, А.С. КУЛЕШОВ. Об устойчивости стационарных движений механи-
ческих систем с неизвестными первыми интегралами (русский) // Динамические систе-
мы, 2017. — Том 7(35), №1. — С. 3–16.

В работе обсуждаются вопросы устойчивости стационарных движений консервативных и
диссипативных механических систем с первыми интегралами. Рассматриваются системы опре-
деленного вида, для изучения устойчивости которых не требуется знания явных выражений
первых интегралов кроме, быть может, одного. Общие результаты иллюстрируются на приме-
ре задачи о качении динамически симметричного тела вращения по неподвижной абсолютно
шероховатой горизонтальной плоскости и на примере задачи о качении круглого диска по непо-
движной абсолютно шероховатой горизонтальной плоскости.
Ключевые слова: механические системы, первые интегралы, устойчивость.

Ил. 7. Библиогр. 12 назв.

УДК 517.958
Н.Д. КОПАЧЕВСКИЙ. О малых движениях системы из двух вязкоупругих жидкостей,
заполняющих неподвижный сосуд (русский) // Динамические системы, 2017. — Том 7(35), №1. —
С. 17–51.

В данной работе изучается проблема малых движений двух вязкоупругих несжимаемых жид-
костей модели Олдройта, заполняющих неподвижный сосуд. С помощью применения оператор-
ного подхода получена задача Коши для дифференциально-операторного уравнения в некотором
гильбертовом пространстве, доказана теорема о корректной разрешимости проблемы на произ-
вольном промежутке времени. Выведено уравнение для нормальных колебаний гидросистемы
(обобщённый операторный пучок С. Г.Крейна).
Ключевые слова: вязкоупругая жидкость, гидродинамическая система, ортопроектор, операторно-
дифференциальное уравнение, задача Коши.

Библиогр. 14 назв.

УДК 519.872
А.И. ПЕСЧАНСКИЙ. Полумарковская модель однолинейной системы обслуживания
с потерями и ненадежным восстанавливаемым каналом (русский) // Динамические си-
стемы, 2017. — Том 7(35), №1. — С. 53–61.

Построена модель функционирования ненадежной однолинейной системы обслуживания с
потерями, в которой через случайное время после начала обслуживания заявки может про-
изойти отказ канала. При этом заявка теряется и на дообслуживание не возвращается. После
завершения ремонтных работ надежностные характеристики канала восстанавливаются, и об-
служивание заявок возобновляется. Предполагается, что все случайные величины, описывающие
систему, имеют распределения общего вида. С помощью аппарата полумарковских процессов с
дискретно-непрерывным фазовым пространством получены эффективные формулы для опреде-
ления финальных вероятностей пребывания системы в различных состояниях.
Ключевые слова: ненадежная однолинейная система обслуживания, полумарковский процесс,
стационарное распределение вложенной цепи Маркова, финальные вероятности.

Ил. 1. Библиогр. 7 назв.
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УДК 517.28+517.984.46+517.91
К. А.РАДОМИРСКАЯ. Спектральные задачи сопряжения (русский) // Динамические си-
стемы, 2017. — Том 7(35), №1. — С. 63–79.

На базе уже рассмотренного подхода к абстрактным краевым задачам сопряжения разобра-
ны спектральные задачи сопряжения для одной области. Подробно изучен возникший оператор-
ный пучок с самосопряженными операторными коэффициентами, действующий в гильбертовом
пространстве и зависящий от двух параметров. Рассматривается оба возможных случая, когда
один из параметров спектральный, а другой является фиксированным, в зависимости от этого
выведены свойства решений.
Ключевые слова: задача сопряжения, гильбертово пространство, формула Грина, спектраль-
ные задачи, операторный пучок, спектральный параметр.

Библиогр. 14 назв.

УДК 27.31.55, 532.5
Д. А. ЗАКОРА. Асимптотика решений в задаче о малых движениях идеальной релак-
сирующей жидкости (русский) // Динамические системы, 2017. — Том 7(35), №1. — С. 81–93.

В работе исследуется задача о малых движениях идеальной релаксирующей жидкости. До-
казана теорема об асимптотическом поведении решений в изучаемой задаче при внешних нагруз-
ках, близких к почти периодическим. Установлено, в частности, что если внешняя нагрузка —
стационарное потенциальное поле, то потенциальная составляющая течения в изучаемой задаче
экспоненциально затухает и происходит перераспределение давления.
Ключевые слова: релаксирующая жидкость, экспоненциальная устойчивость, асимптотика ре-
шения.
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A.V.KARAPETYAN, A. S.KULESHOV. Stability of stationary motions of mechanical sys-
tems with unknown first integrals (Russian). Dinamicheskie Sistemy 7(35), no.1, 3–16 (2017).

Application of the Routh-Salvadori theorem and its generalizations for investigation of stability
of stationary motions of mechanical systems with first integrals U0 = c0, U1 = c1, . . . Uk = ck is
reduced to study the type of stationary value of U0 (here U0 can be also a nonincreasing along system
trajectories function) for fixed values of U1, . . ., Uk. This method does not take into account equations
of motion of the considered system however it is supposed that all first integrals are known explicitly.
On the other hand it is possible to distinguish the systems for which the stability analysis does not
require the explicit form of all first integrals U1 = c1, . . . Uk = ck, except U0 = c0. In this paper we
discuss problems of stability of stationary motions for such systems. General results are illustrated
by the problem of motion of a rotationally symmetric rigid body on a perfectly rough plane and by
the problem of motion of a round disk on a perfectly rough plane.

Keywords: mechanical systems; first integrals; stability.

Fig. 7. Ref. 12.
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N.D.KOPACHEVSKY. Small motions of two viscoelastic fluids in stationary containers
(Russian). Dinamicheskie Sistemy 7(35), no.1, 17–51 (2017).

The aim of this paper is to use an operator approach of mentioned works, to develop new approach
and to prove the theorem on correct solvability for initial-boundary-value problem generated by a
problem of small motions of two viscoelastic fluids in a stationary container.

This paper is organized as follows. In section 1 we describe a model of viscoelastic fluid. In
section 2 we formulate mathematical statement of the problem: linearized equations of movements,
stickiness condition, kinematic and dynamic conditions. Further, in this section we receive the law
of full energy balance. In section 3, we choose the functional spaces generated by the problem. For
applying of method of orthogonal projection we need to get orthogonal projectors on corresponding
spaces. The laws of action of this projectors we receive in section 4. In section 5 we make transition
to operator equation by using orthogonal projectors derived in section 4. Further, we solve some
auxiliary problems and obtain the Cauchy problem for the system of integro-differential equation in
some Hilbert space. In section 6 we make transition to a system of differential equations. This system
can be rewrite as operator differential equation in the sum of Hilbert spaces. Properties of main
operator of this problem are studied in section 7. The existence and uniqueness theorems for final
operator differential equation as for original initial-boundary-value problem based on factorization,
closure and accretivity property of operator matrix. Finally, in section 7 we consider the spectral
problem on normal oscillations corresponding to the evolution problem. This means that external
forces are equal to zero and dependence by time for the unknown function has the form e−λt. Here
we obtain the spectral problem for operator pencil. But its investigation will be the object of another
paper.

Keywords: viscoelastic fluid, hydrodynamic system, orthogonal projector, operator differential equa-
tion, Cauchy problem
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A. I. PESCHANSKY. Semi-Markov model of a single-server loss queueing system with un-
reliable restorable channel (Russian). Dinamicheskie Sistemy 7(35), no.1, 53–61 (2017).

The model of one-server loss queueing system is built. Server failure can occur in random time
after the beginning of customer service. Herewith, the customer lost never arrives to complete its
service. After the end of repair all reliability characteristics are renewed, and customer service is
resumed. All the random variables describing the queueing system are supposed to have general
distributions. By means of apparatus of semi-Markov processes with discrete-continuous phase space,
effective formulas for final probabilities of the queueing system sojourn in different states are obtained.

Keywords: unreliable single-server queueing system, Semi-Markov process, stationary distribution
of the embedded Markov chain, final probabilities.

Fig. 1. Ref. 7.

MSC 2010: 34B05, 34B27, 46C07, 47A68

K.A.RADOMIRSKAYA. Spectral conjugation problems (Russian). Dinamicheskie Sistemy 7(35), no.1,
63–79 (2017).

Spectral conjugation problems for one domain are considered on the basis of the approach already
considered to abstract boundary value problems. The resulting operator bundle has been studied in
detail. It acts in Hilbert space, it has self-adjoint operator coefficients.

Keywords: conjugation problem, Hilbert space, Green’s formula, spectral problems, operator bundle,
spectral parameter.
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MSC 2010: 34K20, 93C23

D.A. ZAKORA. Asymptotics of solutions in the problem on small motions of an ideal
relaxing fluid (Russian). Dinamicheskie Sistemy 7(35), no.1, 81–93 (2017).

In this paper we study the problem on small motions of an ideal relaxing fluid filling a bounded
domain. This hydrodynamic system is described by a system of integro differential equations. The
kernels of corresponding integral operators are of exponential type. In the case where the external
force is close to almost periodic a theorem on the asymptotic behavior of solutions of the problem is
proven. In particular, if the external force is a stationary potential field then the potential component
of the flows decays exponentially and a pressure redistribution occurs.

Keywords: relaxing fluid, exponential stability, asymptotic behavior of solution.

Ref. 21.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2017, том 7(35), №1



Dinamicheskie sistemy
(Dynamical Systems)

Volume 7(35) no.1 2017

Table of Contents

A. V.KARAPETYAN, A. S.KULESHOV. Stability of stationary motions of mechanical
systems with unknown first integrals 3

N. D.KOPACHEVSKY. Small motions of two viscoelastic fluids in stationary containers 17

A. I. PESCHANSKY. Semi-Markov model of a single-server loss queueing system
with unreliable restorable channel 53

K. A.RADOMIRSKAYA. Spectral conjugation problems 63

D. A. ZAKORA. Asymptotics of solutions in the problem on small motions of an
ideal relaxing fluid 81



Подписано в печать 14.09.2017. Формат 60х84/8. 
Усл. печ. л. 10,93. Тираж 50 экз. Заказ № НП/140. Бесплатно.

Дата выхода в свет 08.02.2018.
 Отпечатано в управлении редакционно-издательской 

деятельности КФУ имени В. И. Вернадского
295051, г. Симферополь, бул. Ленина, 5/7.




