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Аннотация. Построена модель функционирования ненадежной однолинейной системы обслу-
живания с потерями, в которой через случайное время после начала обслуживания заявки может
произойти отказ канала. При этом заявка теряется и на дообслуживание не возвращается. После
завершения ремонтных работ надежностные характеристики канала восстанавливаются, и об-
служивание заявок возобновляется. Предполагается, что все случайные величины, описывающие
систему, имеют распределения общего вида. С помощью аппарата полумарковских процессов с
дискретно-непрерывным фазовым пространством получены эффективные формулы для опреде-
ления финальных вероятностей пребывания системы в различных состояниях.
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стационарное распределение вложенной цепи Маркова, финальные вероятности.
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Введение

Моделированию систем обслуживания с ненадежными каналами посвящено до-
статочно большое число работ, в которых исследовались различные постановки,
схематизирующие выход каналов из строя. Обзор результатов в этом направле-
нии можно найти, например, в [2], [3], [6]. В построенных моделях, как правило,
предполагается, что, либо входящий в систему поток заявок — простейший, ли-
бо время обслуживания или время между отказами канала имеют показательное
распределение. С точки зрения приложений важно освободиться от такого до-
пущения. В [5] найдены стационарные характеристики ненадежной системы об-
служивания GI/G/1/0 в предположении, что наработка канала до отказа — слу-
чайная величина с общим законом распределения. В данной работе исследуется
ненадежная система GI/G/1/0, в которой случайной величиной общего вида яв-
ляется время безотказной работы канала при непрерывном обслуживании заявки.
При построении модели функционирования системы и нахождении ее финальных
вероятностей состояний используется аппарат теории полумарковских процессов
с дискретно–непрерывным фазовым пространством состояний [4].

1. Постановка задачи

В одноканальную систему обслуживания поступает рекуррентный поток за-
явок, в котором времена β между поступлениями заявок имеют функцию распре-
деления G(t) = P { β ≤ t}. Длительность времени обслуживания заявки — слу-
чайная величина α с функцией распределения F (t) = P {α ≤ t}. Отказ канала
может произойти только во время обслуживания заявки через время γ с момента
начала ее обслуживания. Случайная величина γ имеет функцию распределения
Φ(t) = P {γ ≤ t}. Сразу после отказа канала начинается его восстановление, ко-
торое длится случайное время σ с функцией распределения Ψ(t) = P {σ ≤ t}. В
случае отказа канала заявка, находящая на обслуживании теряется и больше на
дообслуживание не возвращается. Предполагается, что случайные величины α, β,
γ, и σ имеют плотности распределения вероятностей f(t), g(t), ϕ(t), ψ(t), конечные
математические ожидания Eα, Eβ, Eγ, Eσ и дисперсии соответственно.

Цель работы — построить полумарковскую модель функционирования системы
и найти финальные вероятности пребывания системы в различных состояниях.

2. Построение полумарковской модели

Рассмотрим фазовое пространство состояний системы

E = {1, 1xu, 0y, 2y, 2z0 } .

Поясним коды состояний:
1 — начинает обслуживаться поступившая в систему заявка;
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1xu — поступившая в систему заявка теряется по причине занятости канала
обслуживанием, до конца которого осталось время x, а до отказа канала осталось
время u;

0y — канал освобождается после обслуживания заявки, либо после восстанов-
ления, до поступления следующей заявки осталось время y;

2y — происходит отказ канала, и начинается его восстановление, до поступле-
ния следующей заявки в систему осталось время y;

2z0 — поступившая в систему заявка получает отказ в обслуживании по при-
чине восстановления канала, до конца восстановления осталось время z.

Функционирование системы опишем посредством процесса марковского восста-
новления ςn = {ξn, θn, n ≥ 0} , где ξn ∈ E — полумарковские состояния системы,
θn — время пребывания системы в различных состояниях.

Для задания процесса марковского восстановления необходимо определить пе-
реходные вероятности вложенной цепи Маркова { ξn, n ≥ 0} и функции распре-
деления случайных величин θn. Времена пребывания системы в состояниях опре-
деляются выражениями

θ1 = α ∧ β ∧ γ, θ1ux = β ∧ x ∧ u, θ0y = y, θ2y = σ ∧ y, θ2z0 = β ∧ z,

где ∧ — знак минимума. Граф переходов системы изображен на рис. 1

Рис. 1. Граф переходов системы

Опишем события и плотности вероятностей переходов системы. Рассмотрим
состояние 1. Если во время обслуживания заявки канал не откажет и при этом
α < β, то система перейдет в состояние 0y. Плотность вероятности этого перехода

p0y1 = P {α ∈ dt, α < γ, β − α,∈ dy} =

∞∫
0

f(t)Φ(t)g(t+ y)dt, y > 0.

В случае отказа канала и γ < β начинается его восстановление, т.е. система
переходит в состояние 2y с плотностью вероятности перехода

p2y1 = P {γ ∈ dt, γ < α, β − γ ∈ dy} =

∞∫
0

ϕ(t)F (t)g(t+ y)dt, y > 0.
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Если во время обслуживания заявки поступает очередная заявка (т.е. β < α ∧
γ), то она теряется, и система переходит в состояние 1xu с плотностью вероятности
перехода

p1xu1 = P {β ∈ dt, γ − β ∈ du, α− β ∈ dx} =

∞∫
0

g(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt, x, u > 0.

Аналогично устанавливаются вероятность и плотности вероятностей переходов
системы из других состояний:

P 1
0y = 1; p1x

′, u−x+x′

1xu = g(x− x′), x′ < x, x < u; p0y1xu = g(x+ y), y > 0, x < u;

p1,x−u+u′, u′

1xu = g(u− u′), u′ < u, u < x; p2y1xu = g(u+ y), y > 0, u < x;

p2z02y = ψ(y + z), z > 0; p0y
′

2y = ψ(y − y′), y′ < y;

py02z0 = g(y + z), y > 0; p2z
′0

2z0 = g(z − z′), z′ < z.

Связанный с процессом марковского восстановления ςn = {ξn, θn, n ≥ 0} по-
лумарковский процесс ξ(t) задается соотношением ξ(t) = ξn(t), t ≥ 0, где n(t) —
считающий процесс:

n(t) = max {n : τn ≤ t} , τn =
n∑

k=1

θk.

Заметим, что процесс ξ(t) является регенерирующим. Точками регенерации
этого процесса являются моменты времени, когда начинается обслуживание по-
ступившей в систему заявки.

3. Финальные вероятности состояний

Разобьем фазовое пространство состояний E на следующие непересекающиеся
подмножества состояний: E1 = {1, 1xu} — канал занят обслуживанием заявки;
E2 = {2y, 2z0} — канал восстанавливается; E0 = {0y} — канал свободен и нахо-
дится в работоспособном состоянии.

Обозначим
Φ(t, x, Ei) = P {ξ(t) ∈ Ei / ξ(0) = x} , x ∈ E,

переходные вероятности полумарковского процесса ξ(t). Предельные значения
этих переходных вероятностей определим с помощью соотношений [4]

p∗i = lim
t→∞

Φ(t, x, Ei) =

∫
Ei

m(x)ρ(dx)

∫
E

m(x)ρ(dx)

−1

, i = 0, 2, (1)

где m(x) — среднее время пребывания системы в состоянии x ∈ E, ρ(·) — стацио-
нарное распределение вложенной цепи Маркова {ξn, n ≥ 0} .
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Средние времена пребывания в состояниях определяются соотношениями:

Eθ1 =

∞∫
0

F (t)Φ(t)G(t)dt;Eθ1xu =

x∧u∫
0

G(t)dt;Eθ2y =

y∫
0

Ψ(t)dt;

Eθ2z0 =

z∫
0

G(t)dt; Eθ0y = y.

Значение стационарного распределения ρ1 для состояния 1 и плотностей ста-
ционарного распределения ρ(1xu), ρ(2y), ρ(2z0) и ρ(0y) для остальных состояний
найдем из системы интегральных уравнений

ρ(1xu) =

∞∫
0

g(t)ρ(1, x+ t, u+ t)dt+ ρ1

∞∫
0

g(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt,

ρ(2y) =

∞∫
0

g(t+ y)dt

∞∫
t

ρ(1xt)dx+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)g(t+ y)dt,

ρ(2z0) =

∞∫
0

g(t)ρ(2, z + t, 0)dt+

∞∫
0

ψ(t+ z)ρ(2t)dt,

ρ(0y) = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)g(t+ y)dt+

∞∫
0

ψ(t)ρ(2, t+ y)dt+

+

∞∫
0

g(t+ y)ρ(2t0)dt+

∞∫
0

g(t+ y)dt

∞∫
t

ρ(1tu)du,ρ1 =

∞∫
0

ρ(0y)dy.

Из первого уравнения системы имеем

ρ(1xu) = ρ1

∞∫
0

hg(t)ϕ(t+ u)f(t+ x)dt.

Здесь hg(x) — плотность функций восстановления Hg(t), которая определяет сред-
нее число входящих в систему заявок за время t, и задается соотношением

Hg(t) =
∞∑
n=1

G∗(n)(t),

где G∗(n)(t) — n-кратная свертка функции G(t). Подставляя найденное выражение
во второе уравнение системы, получаем

ρ(2y) = ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)vg(t, y)dt,
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где vg(u, x) = g(u+x)+
u∫
0

hg(u− s)g(s+ x)ds — плотность распределения вероятно-

стей прямого остаточного времени восстановления βt [1]. Величина βt фиксирует
время после момента t до ближайшего момента восстановления во входящем в
систему потоке заявок. Из остальных уравнений системы в результате некоторых
преобразований получаем

ρ(2z0) = ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(s+ z)hg(t+ s)ds;

ρ(0y) = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)vg(t, y)dt+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)vg(t+ z, y)dz.

Стационарная вероятность ρ1 находится из условия нормировки и равна

ρ1 =

2 + ∞∫
0

hg(t)Φ(t)F (t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

Ψ(s)hg(s+ t)ds

−1

.

Используя выражения для средних времен пребывания системы в состояниях,
а также найденное стационарное распределение вложенной цепи Маркова, инте-
гралы в формуле (1) после преобразований принимают вид:

∫
E1

m(x)ρ(dx) = ρ1Eθ1 +

∞∫
0

∞∫
0

ρ(1xu)dxdu

x∧u∫
0

G(t)dt =ρ1

∞∫
0

F (t)Φ(t)G(t)dt+

+ρ1

∞∫
0

G(t)dt

∞∫
0

hg(s)F (t+ s)Φ(t+ s)ds = ρ1E (α ∧ γ) ;

∫
E2

m(x)ρ(dx) = ρ1

∞∫
0

ρ(2y)dy

y∫
0

Ψ(t)dt+ ρ1

∞∫
0

ρ(2z0)dz

z∫
0

G(t)dt =

= ρ1

∞∫
0

Ψ(y)dy

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
y

vg(t, s)ds+ ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

G(x)dx

∞∫
0

Ψ(s+ x)hg(t+ s)ds =

= ρ1Eσ

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt = ρ1EσP (α > γ) ;

∫
E0

m(x)ρ(dx) =

∞∫
0

yρ(0y)dy = ρ1

∞∫
0

f(t)Φ(t)dt

∞∫
0

yvg(t, y)dy+
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+ρ1

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)dz

∞∫
0

yvg(t+ z, y)dy = ρ1Eβ

1 + ∞∫
0

f(t)Φ(t)Hg(t)dt+

+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)Hg(t+ z)dz

− ρ1

∞∫
0

F (t)Φ(t)dt− ρ1Eσ

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt;

∫
E

m(x)ρ(dx) = ρ1EβN,

где

N = 1 +

∞∫
0

f(t)Φ(t)Hg(t)dt+

∞∫
0

ϕ(t)F (t)dt

∞∫
0

ψ(z)Hg(t+ z)dz (2)

— среднее число заявок, поступающих в систему за период регенерации, т.е. за
время между моментами принятия заявок к обслуживанию.

Таким образом, финальные вероятности пребывания системы в состоянии об-
служивания заявки, восстановления и свободном состоянии определяются соот-
ветственно формулами

p∗1 =
E (α ∧ γ)
EβN

; p∗2 =
EσP (α > γ)

EβN
; p∗0 = 1− p∗1 − p∗2. (3)

4. Частные виды систем обслуживания

Выпишем финальные вероятности пребывания системы в состояниях для неко-
торых типов входящего потока и времени обслуживания. Пусть для системы об-
служивания M/M/1/0 время β между поступлениями заявок имеет плотность
g(t) = λe−λt; время обслуживания заявки α — плотность f(t) = µe−µ t; время без-
отказной работы канала γ — плотность ϕ(t) = ηe−η t; время восстановления канала
σ — плотность ψ(t) = νe−ν t. Тогда характеристики (2) и (3) принимают значения

N = 1 +
λ

ν

η + ν

µ+ η
, p∗0 =

1

1 + λ
ν
η+ν
µ+ν

, p∗1 =
λ

µ+ η
p∗0, p

∗
2 =

η

ν

λ

µ+ η
p∗0,

которые совпадают с известными [7].
Для системы En/G/1/0 время β между моментами поступления заявок имеет

распределение Эрланга n-го порядка с плотностью g(t) = λ (λt)n−1

(n−1)!
e−λt, а все осталь-

ные случайные величины — распределения общего вида. Как известно, функция
восстановления для такого входящего потока заявок определяется выражением

Hg(t) =
1

n

[
λt+

n−1∑
j=1

εj

1− εj

(
1− e−λt(1−εj)

)]
, ε = e

2πi
n = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
.
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В этом случае формулы (2) и (3) принимают вид

p∗1 =
λE (α ∧ γ)

nN
; p∗2 =

λEσP (α > γ)

nN
,

где среднее число N заявок поступающих в систему за период регенерации запи-

сывается в изображениях Лапласа L [f ] (s) =
∞∫
0

f(t)e−s tdt :

N = 1 +
1

n
[E(α ∧ γ) + λEσP (α > γ)+

+
n−1∑
j=1

εj

1− εj
(
1− L

[
fΦ
]
(λ(1− εj))− L

[
ϕF
]
(λ(1− εj))L [ψ] (λ(1− εj))

)
]. (4)

5. Численный пример

Предположим, что все случайные величины, описывающие систему, имеют рас-
пределение Эрланга. Время между моментами поступления заявок — распределе-
ние Эрланга 6-го порядка со средним значением 6 минут. Время обслуживания
заявки — распределение 2-го порядка со средним значением 10 минут. Время без-
отказной работы канала с момента начала обслуживания заявки — распределение
3-го порядка с математическим ожиданием 30 минут. Время восстановления ка-
нала — распределение 2-го порядка со средним значением 8 минут. Численные
расчеты по формулам (3) и (4) в пакете MathCAD приводят к следующим значе-
ниям финальных вероятностей: p∗1 = 0, 678; p∗2 = 0, 065; p∗0 = 0, 257.

Если входящий в систему поток заявок — простейший и при этом среднее вре-
мя между моментами поступления заявок, так же как и остальные случайные
величины, описывающие функционирование системы, остаются неизменными, то
финальные вероятности состояний равны p∗1 = 0, 573; p∗2 = 0, 055; p∗0 = 0, 372. Сле-
довательно, только изменение закона распределения времени между моментами
поступления заявок при сохранении его среднего значения, существенно увеличи-
вает вероятность принятия заявки к обслуживанию.

6. Заключение

C помощью аппарата полумарковских процессов найдены соотношения для вы-
числения финальных вероятностей пребывания в различных состояниях системы
обслуживания GI/G/1/0, в которой время безотказной работы канала при непре-
рывном обслуживании заявки есть случайная величина общего вида. Аналогичная
методика может быть применена для нахождения стационарных характеристик
ненадежных систем обслуживания с учетом проведения их технического обслужи-
вания или сохранения работоспособности отказавшего канала за счет временного
резервирования.
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