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Аннотация. В статье предложен новый подход по исследованию бегущих волн в параболи-
ческих задачах на окружности с малой диффузией и преобразованием cдвига пространствен-
ной переменной, которые ответвляются от пространственно однородного стационарного реше-
ния. Доказано, что бегущие волны взаимодействуют по принципу 1:2. Получен новый критерий
устойчивости бегущих волн в соответствии с этим принципом. Согласно этому результату чис-
ло устойчивых бегущих волн возрастает при условии, что коэффициент диффузии стремится к
нулю.
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Введение

Как известно [18], [25], [2], одним из основных предметов исследования в нели-
нейной динамике являются устойчивые пространственно-временные структуры.
Широкие возможности исследования процессов зарождения и развития дисси-
пативных структур демонстрируют оптические системы с двумерной обратной
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связью [1]. Обратная связь позволяет воздействовать на динамику системы по-
средством управляемого преобразования пространственных переменных, выпол-
няемых призмами, линзами, динамическими голограммами и другими устройства-
ми. Экспериментально показано [1], что использование даже простейших типов
преобразований (отражение, поворот) позволяет реализовать широкий спектр са-
моорганизации светового поля.

Нелинейный интерферометр с гладким преобразованием поля в двумерной об-
ратной связи является одной из наиболее простых оптических систем, в которых
реализуется нелокальный характер взаимодействия световых полей. В этом слу-
чае экспериментально установлено многообразие оптических структур, выявлена
зависимость их форм и количества от коэффициента диффузии [49], [38].

Математической моделью оптических систем с двумерной обратной связью яв-
ляются квазилинейные параболические уравнения с преобразованиями простран-
ственных переменных. Фазовая модуляцией световой волны на апертуре S ∈ R2

описывается функцией u(x, t), удовлетворяющей уравнению

∂u/∂t+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), x ∈ S, t > 0, (0.1)

и краевым условиям на ∂S. Здесь ∆ — двумерный оператор Лапласа,
Qu(t, x) = u(t, q(x)), q(x) — гладкое обратимое преобразование пространствен-
ных переменных, D > 0 — коэффициент диффузии частиц нелинейной среды,
0 < γ ≤ 1 — видность интерференционной картины, K > 0 — коэффициент нели-
нейности, зависящий от интенсивности входного поля.

Бегущие волны, ротационные волны, движущиеся фронты, стационарные
пространственно-неоднородные структуры представляют значительный интерес
при исследовании процессов, описываемых нелинейными параболическими урав-
нениями. Бегущие волны на окружности для параболического уравнения на
окружности и преобразованием поворота пространственной переменной иссле-
довались в работах [20], [26], [27], [42]. Построению асимптотической формы и
анализу устойчивости ротационных волн для параболического уравнения на кру-
ге с преобразованием поворота пространственной переменной посвящены рабо-
ты [28], [6], [9]. В работах [20], [42], рассмотрены вопросы существования, асимп-
тотической формы и устойчивости медленно меняющихся бегущих волн на окруж-
ности с преобразованием поворота пространственной переменной. Задача о взаи-
модействии бегущих волн на окружности (Хопф-Хопф бифуркация [44]) с пре-
образованием поворота пространственной переменной в регулярном случае и би-
фуркация рождения 2-х частотного тора решений рассматривалась в [20], [42], [7].
Взаимодействию вращающихся волн на круге с преобразованием поворота про-
странственной переменной в регулярном случае и бифуркация рождения 2-х ча-
стотного тора решений посвящены работы [6]. Задача о бифуркации рождения
вращающихся структур для параболического уравнения на круге с преобразова-
нием поворота и радиального сжатия пространственных переменных рассматри-
валась в [8], [9]. Бифуркация рождения периодических решений в (0.1) на гладкой
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области S с условиями Неймана на S и гладким обратимым преобразование q
исследована в [34, 4].

Согласно натурных экспериментов и численных расчетов в оптических систе-
мах с двумерной обратной связью и их математических моделях (0.1) наблю-
дались пространственно-неоднородные стационарные структуры [49, 38]. В рабо-
тах [20], [42] методом квазинормальных форм исследованы вопросы существова-
ния, формы и устойчивости медленно меняющихся решений в параболической за-
даче на окружности с малой диффузией и преобразованием поворота близкого
к рационально соизмеримому π. В случае параболической задаче на симметрич-
ном относительно нуля отрезке и преобразования отражения бифуркационному
анализу рождения из пространственно однородного стационарного решения про-
странственно неоднородных стационарных решений посвящена работа [37]. В от-
личие от [37] указанная задача исследовалась [11], [12], [13] построением иерар-
хии упрощенных моделей — галеркинских аппроксимаций исходной задачи. За-
дача о построении стационарных структур в случае параболической задачи на
прямоугольнике и преобразование отражения пространственных переменных рас-
сматривалась в [14]. Подчеркнем теперь, что в параболических задачах с малой
диффузией при определенных условиях возникают метаустойчивые структуры —
медленно меняющиеся решения [16], [23]. Фундаментальные результаты по иссле-
дованию метаустойчивых структур в параболической задаче Неймана на отрезке
и малой диффузией принадлежат авторам работ [43], [41].

При учете запаздывания в двумерной обратной связи функция u(x, t) удо-
влетворяет параболическому уравнению с преобразованиями пространственных
переменных и запаздыванием. Как отмечено в [42] наличие запаздывания суще-
ственно усложняет анализ пространственно-временных структур. Даже при D = 0
фазовое пространство соответствующего дифференциального уравнения с запаз-
дывание является бесконечномерным и согласно проведенным экспериментам в
этом случае наблюдались хаотические режимы [45], [46]. Исследование (0.1) при
учете запаздывания начало развиваться недавно. Полученные здесь результаты
и библиография представлены в публикациях [29], [31], [30]. В работе [39] рас-
смотрен случай дифракции с учетом запаздывания в двумерной обратной связи.
Оказалось, что интересно, тогда в случае отсутствия поворота при одних и тех же
параметрах существуют вправо-влево вращающиеся волны и их суперпозиция —
стоячая волна. Этот эффект проанализирован в [40] для случая вырожденной би-
фуркации Андронова-Хопфа, возникающей при О(2) симметрии задачи с учетом
дифракции и запаздывания.

Особый интерес представляет исследование динамики структур в параболиче-
ской задаче с преобразованием пространственной переменной и малой диффузией.
Экспериментально установлено [1], что в этом случае имеет место явление распада
оптических структур (оптическая турбулентность). Для случая окружности с пре-
образованием сдвига, близкого к рационально соизмеримому с π, в статьях [20, 42]
методом квазинормальных форм получено асимптотическое представление бегу-
щих волн и установлено, что при малом коэффициенте диффузии имеет место их
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мультистабильность. В работах [21], [25] доказано, что в указанной выше задаче
реализуется явление буферности [21], [25]. Буферность, как показано [21], [25], при
определенных условиях носит высокомодовый характер.

Настоящая статья носит обзорный характер. В ней отражены результаты ра-
боты [10], которой предшествовали исследования, изложенные в [5].

В соответствии с общим взглядом на процессы установления той или иной
структуры в диссипативных динамических системах [18], в работе автора [10] бы-
ло установлено, что устойчивость выделенной бегущей волны определяется воз-
действиями на неё вполне определенных пар бегущих волн. Следует отметить, что
реализуются два сценария динамики бегущих волн:

— родившаяся устойчивой бегущая волна сохраняет устойчивость при умень-
шении коэффициента диффузии;

— родившаяся устойчивой бегущая волна устойчивость теряет, при этом индекс
её неустойчивости возрастает с уменьшением коэффициента диффузии.

В первом случае каждая родившееся неустойчивой бегущая волна, преодоле-
вая последовательно давление определенных пар бегущих волн, обретает устой-
чивость, сохраняя ее при дальнейшем уменьшении коэффициента диффузии. Во
втором случае каждая родившееся неустойчивой бегущая волна, преодолевая по-
следовательно давление определенных пар бегущих волн, обретает устойчивость
при уменьшении коэффициента диффузии, теряя её под давлением вполне опреде-
ленных пар бегущих волн. Индекс же её неустойчивости возрастает с уменьшением
коэффициента диффузии. Результаты в [10] дополнены численными расчетами по
исследованию спектров бегущих волн, что позволяет оценить степень влияния на
выделенную бегущую волну воздействующих на неё пар бегущих волн.

1. Основные предположения

На окружности S1 = R/2πZ рассмотрим уравнение

u̇+ u = µ∆u+K(1 + γ cosQu), (1.1)

где 0 < µ≪ 1, Qu(θ, t) = u(θ + h, t), ∆ — одномерный оператор Лапласа.
Будем исследовать вопросы существования, асимптотической формы и устой-

чивости решений типа бегущих волн уравнения (1.1), бифурцирующих при изме-
нении K или h из пространственно однородных стационарных состояний.

Обозначим через H = L2(S
1) гильбертово пространство измеримых на S1

функций. Норму в пространстве H будем обозначать ∥·∥. Обозначим через H l(S1),
l ∈ Z+, пространство Соболева измеримых на S1 функций. Скалярное произведе-
ние в H l(S), l ∈ Z+ определяется стандартно. Норму в пространстве H l(S) обо-
значим ∥ · ∥l. В качестве фазового пространства рассматриваемой задачи возьмем
соболевское пространство H1(S1).
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Далее будем интересоваться вопросами о существовании и устойчивости (в
метрике H1) бегущих волн уравнения (1.1), бифурцирующих при увеличении па-
раметра K из пространственно однородных состояний равновесия, т. е. решений
уравнения

w = K(1 + γ cosw). (1.2)

В связи с тем, что с ростом K количество сосуществующих корней уравнения (1.2)
растет, возникает проблема выбора подходящего решения, т. е. такого, которое
колебательным образом теряет устойчивость при увеличении K.

Итак, фиксируем какую-либо непрерывную ветвь решений уравнения (1.2)

w = w(K), 1 +Kγ sinw(K) ̸= 0. (1.3)

Затем линеаризуем уравнение (1.1) в окрестности состояния равновесия (1.3) и
применим к полученному на S1 уравнению

u̇ = µ∆u− u+ Λ(K)Qu,

где Λ(K) = −Kγ sinw(K), метод Фурье по системе функций exp(imθ), m =
0,±1,±2, . . .. В результате убеждаемся, что спектр устойчивости рассматривае-
мого состояния равновесия состоит из собственных значений

−1− µm2 + Λ(K) exp(imh), m = 0,±1,±2, . . . . (1.4)

Согласно (1.3) либо Λ(K) > −1, либо Λ(K) < −1. Если Λ(K) ∈ (−1, 1), то w =
w(K) — экспоненциально устойчивое стационарное решение (1.1) для любого µ >
0. Если же Λ(K) > 1, то оно, очевидно, неустойчиво. При Λ(K) = −1 изменение
устойчивости носит апериодический характер. В этой связи предполагается,что

Λ(K) < −1.

Проблема реализуемости этого условия решена в [21].
Остановимся на выборе фигурирующего в (1.1) параметра h. Из формул (1.4)

следует, что при иррациональном отношении π/h спектр устойчивости любого
состояния равновесия при m → ∞, µ → 0 фактически меняется непрерывно.
В этой связи будем предполагать, что

h = 2πp/q, (1.5)

где натуральные числа p, q взаимно просты, а q ≥ 3 — нечетное. Тогда среди
натуральных чисел k = 1, . . . , q − 1 найдутся ровно два значения m+ < m−, m+ +
m− = q, такие, что справедливо равенство [21]

min
0≤k≤q

cos (kh) = cos (m±h) = − cos π/q. (1.6)

Теперь осуществим выбор бифуркационного значения параметра K из условия

−1 + Λ(K) cos (m+h) = 0. (1.7)
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Согласно [21] существует счетная последовательность K̂r, r = 1, 2, . . . , корней
уравнения (1.7) такая, что K̂r → ∞ при r → ∞, причем

Λ′(K̂r) < 0.

Выберем некоторое K̂r (с целью упрощения записи нижний индекс опустим).
Легко видеть, что в окрестности нуля существует аналитическая функция κ(ν),
κ(0) = 0 такая, что

Λ(K̂ + κ) = Λ̂− ν. (1.8)

Здесь Λ̂ = Λ(K̂).
Выполним теперь в уравнении (1.1) замену

u = v + w(ν),

где w(ν) = w(K̂ + κ(ν)), и представим полученное уравнение в виде

v̇ = L(µ, ν)v +R(Qv, ν), (1.9)

где
L(µ, ν)v = µ∆v − v + (Λ̂− ν)Qv,

R(v, ν) = (K̂ + κ(ν))γ[cos(w(ν) + v)− cosw(ν) + v sinw(ν)].
(1.10)

Очевидно,
L(µ, ν) exp(imθ) = λm(µ, ν) exp(imθ), (1.11)

где
λm(µ, ν) = −1− µm2 + (Λ̂− ν) exp(imh) m = 0,±1,±2, . . . . (1.12)

Для уравнения (1.9) в фазовом пространстве H реализуется критический слу-
чай устойчивости бесконечной размерности. Действительно, согласно (1.4) — (1.8),
(1.12)

λs±(0, 0) = ±iω0, s = 0, 1, 2, . . . ,

где ω0 = Λ̂ sinm+h ̸= 0, s± = m± + sq, s = 0, 1, 2, . . .. В силу (1.4), (1.6),(1.7), (1.11)

Reλs±(µ, ν) = −µ(m± + sq)2 − Λ̂−1ν. (1.13)

Следовательно,

Reλ0+(µ, ν) > Reλ0−(µ, ν) > Reλ1+(µ, ν) > . . . , µ > 0. (1.14)

Эти неравенства используются ниже при анализе устойчивости бегущих волн
уравнения (1.9).

2. Асимптотические разложения бегущих волн
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Исходя из равенства (1.13), в качестве бифуркационного параметра в уравне-
нии (1.9) примем ε =

µ

ν
. Тогда при уменьшении параметра ε и прохождении его

через значения
(−Λ)−1(m± + sq)−2, s = 0, 1, 2, . . . ,

каждый раз в результате бифуркации Андронова-Хопфа от нулевого решения
уравнения (1.9) ответвляется бегущая волна.

Бегущая волна, бифурцирующая из устойчивого тривиального решения при
прохождении ε через значение (−Λ)−1(m+)−2, рождается устойчивой.

Бегущая волна, которая ответвляется от потерявшего устойчивость нулевого
решения в точке (−Λ)−2(m−)−2, рождается неустойчивой с двумерным неустойчи-
вым многообразием. При прохождении параметра ε через значения (−Λ)−1(m+ +
sq)−2, (−Λ)−1(m−+sq)−2 от нуля ответвляется бегущая волна с 4s и 4s+2-мерным
неустойчивым многообразием, соответственно.

Таким образом, уменьшение параметра ε (при фиксированном ν) приводит
к увеличению числа бегущих волн. Рассмотрим далее вопрос о взаимодействии
бегущих волн, следуя общему представлению о взаимодействии структур в дисси-
пативных системах [18].

При ответе на последний вопрос здесь используется формализм метода постро-
ения центральных многообразий в виде разложения в асимптотически сходящиеся
ряды [35], [36, гл. 5] в случае симметрии относительно группы вращения окружно-
сти. С этой целью найдем представление бегущей волны, которая ответвляется от
нулевого решения уравнения (1.9) при прохождении параметра ε через значения
(−Λ)−1(m+ + sq)−2.

Будем искать двухпараметрическое семейство решений уравнения (1.9) в виде

v =
∞∑
k=1

σk(z exp (i(m
+ + sq)θ), к.с., µ, ν). (2.1)

Здесь σ1(z, z, µ, ν) = z + z, σk(z, z, µ, ν), k = 2, 3 . . ., — форма k-ой степени относи-
тельно z, z, а переменная z удовлетворяет уравнению

ż = z(λs+ + c1|z|2 + c2|z|4 + . . .), (2.2)

где ck = ck(µ, ν), k = 1, 2, . . .. Комплексно сопряженная переменная z удовлетво-
ряет комплексно сопряженному дифференциальному уравнению. Подставим (2.1),
(2.2) в уравнение (1.9). Выполним замену z exp (i(m+ + sq)θ) → z и приравняем
формы одинаковых степеней относительно переменных z, z в левой и правой ча-
стях полученного равенства. В результате получим рекуррентную последователь-
ность линейных неоднородных уравнений

Bs+(µ, ν)σk = fk(z, z, ν), k = 2, 3 . . . , (2.3)
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где Bs+(µ, ν) оператор, определенный на пространстве многочленов относительно
z, z следующем образом:

Bs+(µ, ν)σ =
∂σ

∂z
λs+z +

∂σ

∂z
λs+z+

+µ(m+ + sq)2(
∂2σ

∂z2
z2 − 2

∂2σ

∂z
∂z +

∂2σ

∂z2
+
∂σ

∂z
z +

∂σ

∂z
z)+

+σ − (Λ̂− ν)Q̂σ,

Q̂σ(z, z) = σ(z exp (i(m+h), z exp (i(m+h))

(2.4)

Ясно, оператор Bs+(µ, ν) является диагональным оператором, причем имеют место
следующие равенства

Bs+(µ, ν)z
αzβ = (λs+α + λs+β − λs+(α−β))z

αzβ. (2.5)

Отсюда, в частности, следует в силу (1), что

Bs+(0, 0)z
αzβ = (iω0(α− β)− λs+(α−β)(0, 0))z

αzβ, (2.6)

В силу (1.10)

f2(z, z, 0, 0) = −1

2
K̂γ cos ŵ(z exp (im+h) + z exp (−im+h))2.

Обозначим
b = 2iω0 + 1− Λ̂ exp (2im+h). (2.7)

Из уравнения (2.3) при k = 2, µ = 0, ν = 0 в силу (2.6) находим σ2 =
σ2(z, z, 0, 0):

σ2 =
Λ̂ ctg ŵ

2
(b−1 exp (im+h)z2 + к.с. + 2(1− Λ̂)−1zz). (2.8)

Переходим теперь к уравнению (2.3) при k = 3, µ = 0, ν = 0. Опираясь на
формулу (2.9) для σ2 и привлекая тейлоровское разложение R(v, 0), приходим к
неоднородности

f3(z, z) = ((Q̂(
1

2
Λ̂(z + z)2σ2(z, z) + Λ̂ ctg ŵ(z + z)3)− c(z2z + zz2), (2.9)

c1(0, 0) = c. Согласно (2.6) для разрешимости уравнения (2.3) при k = 3, µ = 0,
ν = 0 необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты при z2z, zz2 в f3(z, z) были
равны нулю. Из этого условия однозначно находим

c =
1

2
exp (im+h)

(
−Λ̂ + (Λ̂ ctg ŵ)2×

×(2(1− Λ̂)−1 + exp (2im+h)b−1)).
(2.10)
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Затем находим σ3 из уравнения (2.3) при k = 3, µ = 0, ν = 0 в той же форме, что
и его неоднородность.

Заметим, что уравнение (2.3) при k = 2 имеет аналитическое относительно µ, ν
в окрестности нуля решение σ2 = σ2(·, µ, ν). Это же уравнение при k = 3 имеет
решение c1(µ, ν) и σ3(·, µ, ν). Эти функции являются аналитическими функция-
ми µ, ν в окрестности нуля. Отметим, что процесс последовательного построения
ck(µ, ν), σk(·, µ, ν) в пространстве аналитических по µ, ν в окрестности нуля функ-
ций неограниченно продолжим.

Формальные разложения (2.1), (2.2) позволяют построить приближенные раз-
ложения. Примем, в частности, в качестве первого приближения

v =
2∑

k=1

σk(z exp (i(m
+ + sq)θ), к.с, 0, 0), (2.11)

в котором переменная z удовлетворяет уравнению

ż = z(λs+ + c|z|2). (2.12)

Рассмотрим теперь вопрос о периодических решениях уравнений (2.12). Би-
фуркационный анализ этих уравнений опирается на следующую лемму.

Лемма 1. Re c < 0.

Доказательство. Согласно (2.10) достаточно установить неравенство

Re (exp (3im+h)(2iω̂0 + 1− Λ̂ exp (2im+h))−1) ≤ 0. (2.13)

Учитывая вытекающее из (1.7) и определения ω0 равенство

Λ̂ exp (im+h) = 1 + iω0,

убеждаемся, что (2.13) эквивалентно условию

(Λ̂− 1)(Λ̂ + 2)(−2Λ̂2 + Λ̂ + 2) ≥ 0.

Последнее справедливо, так как Λ̂ ∈ (−1,−2]. Лемма доказана.

Доказанная лемма позволяет решить вопрос о бифурцирующих из нуля пе-
риодических решениях уравнения (2.12). Таким решением уравнения (2.12) при
Reλs+(µ, ν) > 0 является

z = ρ
1/2

s+ exp (iω̂s+t), (2.14)

где

ρs+ =
Reλs+(µ, ν)

−Re c
,

ω̂s+ = Imλs+(µ, ν) + Im cρs+(µ, ν).

(2.15)
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Следовательно, в силу (2.9), (2.11) уравнение (1.9) имеет приближенное по
невязке порядка ∥(µ, ν)∥3/2 периодическое по t решение

v̂s+ = ρ
1/2

s+ 2 cos η + Λ̂ ctg ŵρs+((1− Λ̂)−1+

+Re (b exp (2i(η +m+h)))),
(2.16)

где
η = ω̂s+(µ, ν)t+ (m+ + sq)θ.

Ясно, что решение v̂s− уравнения (1.9) с волновым числом m− + sq можно
получить из v̂s+ заменой s+, c на s−, c соответственно.

Согласно проведенному выше анализу квазигармоническая форма рождающе-
гося из нуля периодического по времени решения сохраняется при ε→ 0. Причина
этого явления ясна — бегущие волны уравнения (1.9) имеют различные фазовые
скорости.

Устойчивость приближенных решений v̂0+, v̂0− . Решение поставленной в
предыдущем разделе задачи о характере взаимодействия бегущих волн уравне-
ния (1.9) начнем для случая, когда их число не превосходит четырех. Естествен-
но, что этот случай представляет и самостоятельный интерес в связи с анализом
начального этапа самоорганизации системы в окрестности потерявшего устойчи-
вость нулевого решения. Для решения указанной задачи воспользуемся форма-
лизмом метода построения разложения центральных многообразий, предположив,
что размерность критического пространства равна восьми. Итак, будем искать
приближенные решения уравнения (1.9) в виде

v =
3∑

k=1

σk(z1 exp (i(m
+)θ), z2 exp (i(m

−)θ),

z3 exp (i(m
+ + q)θ), z4 exp (i(m

− + q)θ), к.с.),

(2.17)

где σ1(z, z) = z1 + z2 + z3 + z4 + к.с., σs(z, z), s = 2, 3 — форма s-ой степени
относительно z, z, z = (z1, z2, z3, z4), а переменная zk, k = 1, 2, 3, 4, удовлетворяет
уравнению

żk = λ̂k(µ, ν)zk + ak(z, z), k = 1, 2, 3, 4. (2.18)

Здесь λ̂1 = λ0+ , λ̂2 = λ0− , λ̂3 = λ1+ , λ̂4 = λ1− , а ak(z, z), k = 1, 2, 3, 4, — формы тре-
тьей степени относительно z, z. Мы осуществим выбор форм ak(z, z), k = 1, 2, 3, 4,
согласно следующих условий S1 эквивариантности

ak(z, к.с.) exp (im(k)θ) = ak(z exp (im(·)θ), к.с.), (2.19)

где m(1) = m+, m(2) = m−, m(3) = m+ + q, m(4) = m− + q, а

z exp (im(·)θ) =(z1 exp (i(m
+)θ), z2 exp (i(m

−)θ),

z3 exp (i(m
+ + q)θ), z4 exp (i(m

− + q)θ)).
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Подставим (2.17), (2.18) в уравнение (1.9). Затем, выполнив замену
z exp (im(·)θ) → z, приравняем формы соответственно второй и третьей сте-
пени в левой и правой частях полученного равенства. В результате, полагая
µ = 0, ν = 0, получим следующее уравнение относительно σ2:

B2σ2 =
Λ̂ ctg ŵ

2
((z1 + z3) exp (im

+h))+

+(z2 + z4) exp (im
−h) + к.с.)2.

(2.20)

Рассуждая, как и выше, приходим к заключению, что B2 диагональный опера-
тор, определенный на пространстве многочленов относительно z, z, и, кроме того,
имеют место равенства

B2z
αzβ = (iω0(α− β, e1)− λm(0, 0))z

αzβ, (2.21)

где α = (α1, α2, α3, α4), β = (β1, β2, β3, β4) – целочисленные векторы с неотрица-
тельными компонентами, zα = zα1

1 zα2
2 zα3

3 zα4
4 , m = (α − β, e1)m

+ + (α − β, e2)q,

e1 = (1,−1, 1,−1), e2 = (0, 1, 1, 2), (a, b) =
4∑
1

akbk. Согласно (2.21) уравнение (2.20)
имеет решение того же вида, что и его неоднородность.

Рассмотрим теперь уравнение относительно σ3:

B2σ3 = f3(z, z). (2.22)

Выберем формы ak, k = 1, 2, 3, 4 так, чтобы мономы zαzβ в правой части это-
го уравнения, которые удовлетворяют одному из условий (2.19), имели нулевые
коэффициенты. В результате однозначно находим формы ak, k = 1, 2, 3, 4, удовле-
творяющие условию (2.19). Согласно методу Галеркина опустим в правой части
уравнения (2.22) оставшиеся резонансные мономы, т.е. мономы zαzβ такие, что
(α− β, e1)

2 = 1. Получившееся в результате уравнение имеет решение того же ви-
да, что и его свободный член. Итак, поставленная выше задача разрешима в вось-
мимодовой аппроксимации Галеркина. Подставим полученные выражения для ak,
k = 1, 2, 3, 4, в систему (2.18). В результате получим систему дифференциальных
уравнений:

ż1 = z1(λ0+ + c(|z1|2 + 2|z2|2 + 2|z3|2 + 2|z4|2)) + cz2
2z4,

ż2 = z2(λ0− + c(2|z1|2 + |z2|2 + 2|z3|2 + 2|z4|2)) + cz1
2z3,

ż3 = z3(λ1+ + c(2|z1|2 + 2|z2|2 + |z3|2 + 2|z4|2)) + cz1
2z2,

ż4 = z4(λ1− + c(2|z1|2 + 2|z2|2 + 2|z3|2 + |z4|2)) + cz1z
2
2 .

(2.23)

Эта система инвариантна относительно группы преобразований

{zk → exp ((−1)k+1ig)zk, k = 1, 2, 3, 4, g ∈ R/2πZ},

которая является унитарным представлением в пространстве C4 группы вращений
окружности.
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Бегущей волне v̂0+ уравнения (1.9) соответствует периодическое решение

φ0+(t, µ, ν) = ρ
1/2

0+ (exp (iω̂0+t), exp (−iω̂0+t), 0, . . . , 0)
T

системы (2.23). Исследуем теперь на устойчивость это периодическое решение си-
стемы (2.23). С этой целью линеаризуем систему (2.23) на решении φ0+ . Получен-
ная в результате система с периодическими коэффициентами заменой

zk → exp(−1k+1ω̂0+t)zk, k = 1, 2, 3, 4

приводится к системе линейных дифференциальных уравнений с постоянными ко-
эффициентами, матрица коэффициентов которой является блочно-диагональной.

Одним из её блоков является матрица(
−Reλ0+ + iIm cρ0+ −Reλ0+ + iIm cρ0+
−Reλ0+ − iIm cρ0+ −Reλ0+ − iIm cρ0+

)
с собственными значениями 0 и −2Reλ0+ , что, разумеется, естественно, так
как (2.23) — периодическое решение системы (2.23). Блоками указанной матри-
цы являются матрицы A0+,0− = A0+,0−(µ, ν) и ей сопряженная A∗

0+,0− , где

A0+,0− =

(
Reλ0− − 2Reλ0+ − iχReλ0+ cρ0+

cρ0+ Reλ1+ − 2Reλ0+ + χReλ0+

)
,

χ = Im c/ − Re c, ее одномерными блоками – Reλ1− − 2Reλ0+ − 2iIm cρ0+ и ей
комплексно сопряженная величина.

Итак, орбитальная устойчивость решения φ0+ определяется матрицей
diag(A0+,0−(µ, ν), A

∗
0+,0−(µ, ν)) с характеристическим многочленом

λ4 + 2aλ3 + (a2 + 2b)λ2 + 2abλ+ b2 + d2. (2.24)

Здесь

a = a0+,0−(µ, ν) = 4Reλ0+ − Reλ0− − Reλ1+ , (2.25)
b = b0+,0−(µ, ν) = (2Reλ0+ − Reλ0−)(2Reλ0+ − Reλ1+) + (χ2 − 1)Reλ20+ , (2.26)
d = d0+,0−(µ, ν = 2χReλ0+(Reλ0− − Reλ1+). (2.27)

В силу (1.14) a0+,0− > 0, b0+,0− > 0. Согласно критерию Рауса-Гурвица для
устойчивости многочлена (2.24) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие

2a(a2 + 2b)− 2ab > 0,

2a(a2 + 2b)2ab− (2ab)2 − (2a)2(b2 + d2) > 0

Первое из этих условий, очевидно, выполняется. Второе же эквивалентно нера-
венству

ba2 − b2 + d2 > 0. (2.28)
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С точностью порядка ε левая часть этого неравенства равна 4Λ−4χ2. Так как
в рассматриваемом случае χ > 0, то условие устойчивости многочлена (4.11)
выполняется. Итак, бифурцирующее из нуля периодическое решение φ0+ урав-
нения (1.9) является экспоненциально орбитально устойчивым на промежутке
(0, (−Λ)−1(m+)−2) изменения бифуркационного параметра ε.

В силу равенств (1.13), (2.15) справедливо следующее представление

A0+,0−(µ, ν) = −Λ̂−1νÂ0+,0−(ε). (2.29)

Обозначим λ±k (ε), k = 1, 2, корни характеристического многочлена, отвечающие
матрице diag(Â0+,0−(ε), Â

∗
0+,0−(ε)) такие, что Reλ1 < Reλ2. Умножая корни указан-

ного характеристического многочлена на −Λ̂−1ν, получим согласно (2.29) корни
многочлена (4.11).

Приведем теперь ряд иллюстрирующих численных расчетов, в которых при-
нято h = 2π/3, L = −2. Отметим, что именно случай h = 2π/3 рассматривал-
ся в [42]. Результаты численного анализа, выполненных с использованием пакета
Mathematica, приводятся далее по следующей схеме: (K̂, γ, w, ε, c, λ±1 (ε), λ

±
2 (ε)):

Пример 1.

1)(2.266, 0.906, 1.8, 0.01,−0.5362± 0.9498i,−0.79849± 2.12667i,−0.3615± 0.9746i)

2)(., ., ., ., 0.001,−0.536287± 0.949827,−0.775353± 1.47329i,−0.240647± 0.457363)

3)(., ., ., ., 3.196, 0.7165, 2.08, 0.01,−0.70780± 1.34594i,−0.7844± 2.23249i,

− 0.3755± 1.0804i),

4)(., ., ., ., 2.08,−0.70780± 1.34594i, 0.001,−0.66407± 1.141493,−0.351928± 1.14569).

Здесь, как и далее, точками обозначены приведенные выше первые четы-
ре значения из предыдущего примера. Согласно приведенным здесь приме-
рам c имеет отрицательную вещественную часть. Собственные значения матриц
diag(Â0+,0−(ε), Â

∗
0+,0−(ε)) для значений w = 1.8, 2.08 принадлежат левой комплекс-

ной полуплоскости.
Перейдем теперь к вопросу о характере устойчивости приближенного решения

v̂0− уравнения (1.9). Как уже отмечалось, решение v̂0− рождается неустойчивым с
индексом неустойчивости 2. Этому решению соответствует периодическое решение

φ0−(t, µ, ν) = ρ
1/2

0− (0, 0, exp (iω̂0−t), exp (−iω̂0−t), 0, . . . , 0)
T

системы (2.23). Рассуждая, как и выше, приходим к заключению, что устойчивость
периодического решения v̂0− определяется матрицей

A0−,0+(µ, ν) =

(
Reλ0+ − 2Reλ0− + iIm cρ0− cρ0−

cρ0− Reλ1− − 2Reλ0− − iIm cρ0−

)
.

Воспользуемся равенством

A0−,0+(µ, ν) = −Λ̂−1νÂ0−,0+(ε).
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Очевидно, два собственных значения матрицы diag(Â0−,0+(ε), Â
∗
0−,0+(ε)) имеют

вблизи бифуркационного значения ε положительные вещественные значения. При
углублении в область надкритичности, т. е. при уменьшении ε, вещественные ча-
сти указанной пары убывают и проходят через мнимую ось. Приведем далее ил-
люстрирующие результаты численных расчетов корней характеристического мно-
гочлена матрицы diag(Â0−,0+(ε), Â

∗
0−,0+(ε)).

Пример 2.

5)(., ., 1.8, 0.067,−1.66956± 0.424581,−0.000440221± 0.424581)

6)(., ., 1.8, 0.01,−0.536287± 0.949827i,−0.695606± 0.720168i,

− 0.404394±−0.404394i),

7)(., ., 1.8, 0.001,−0.536287± 0.949827i,−0.712479± 1.73441i,

− 0.297521± 0.724753i),

8)(., ., 2.08, 0.0672,−1.67752± 0.421305i, 0.000744531± 0.000744531i),

9)(., ., 2.08, 0.001,−0.519656± 0.771467i,−0.490344± 0.771467i),

10)(., ., 2.5, 0.0626,−1.62603± 1.63653, 0.0000292246± 0.185641i),

11)(., ., 2.5, 0.001,−0.550958± 1.01441i,−0.459042± 0.938943i).

Согласно 5) при переходе ε через значение ≈ 0.067 пара чисто мнимых кор-
ней указанного характеристического многочлена для w = 1.8 переходит че-
рез мнимую ось из правой в левую полуплоскость. При дальнейшем уменьше-
нии ε от указанного критического значения ε собственные значения матрицы
diag(Â0−,0+(ε), Â

∗
0−,0+(ε)) остаются в устойчивой полуплоскости, что иллюстриру-

ют, в частности, результаты в 6), 7). В случае w = 2.08, w = 2.5 критическими
значениями ε собственных значений матрицы diag(Â0−,0+(ε), Â

∗
0−,0+(ε)) являются

≈ 0.0672, ≈ 0.0626 соответственно ( см. 8), 10)). Динамика собственных значений
при уменьшении ε от критических значений такова, как и в случае w = 1.8.

Обратимся теперь к вопросу о взаимодействии бегущих волн v̂k+ , v̂k− , k = 0, 1, 2
уравнения (1.9). Учитывая вид матрицы A0+,0− , заключаем о давлении на v̂0+ па-
ры бегущих волн решений v̂0− , v̂1+ . Воздействие же на v̂0+ указанной пары ре-
шений уравнения (1.9) описывается как совместное воздействие на периодическое
решение φ0+ системы (2.23) пары периодических решений φ0− , φ1+ . Это воздей-
ствие, очевидно, можно описать шестимерной системой уравнений, положив в си-
стеме (2.23) z4 = z4 = 0. Аналогичные рассуждения приводят к заключению, что
воздействие на бегущую волн v̂0− пары бегущих волн v̂0+ , v̂1− уравнения (1.9)
описывается системой (2.23) как соответствующее воздействие на φ0− пары пе-
риодических решений φ0+ , φ1− . Характер этого воздействия вполне описывается
шестимерной системой уравнений. Полагая в системе (2.23) z3 = z3 = 0, получим
указанную систему.

Подчеркнем теперь, что давление на периодическое решение φ0+ системы (2.23)
пары периодических решений φ0− , φ1+ не приводит, согласно проведенному выше
анализу, к изменению характера устойчивости φ0+ при уменьшении параметра ε и
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его приближения к нулю. Неустойчивое периодическое решение φ0− , преодолевая
совместное воздействие периодических решений φ0+ , φ1− , при некотором значении
параметра ε обретает устойчивость и сохраняет его при дальнейшем уменьшении
ε.

Ниже будет установлено соответствие в характере устойчивости периодическо-
го режима v̂0− уравнения (1.9) и периодического решения φ0− системы (2.23).

3. Основной результат

Выполненный выше анализ приводит к целесообразности рассмотрения вопро-
са о воздействии на выделенную бегущую волну упорядоченных пар бегущих волн.
В качестве такой волны возьмем v̂k+ и рассмотрим воздействие на нее бегущих
волн v̂s− , v̂l+ , l = 2k + s + 1. С этой целью построим приближенные решения
уравнения (1.9) в виде

v =
3∑

k=1

σk(z1 exp (ik
+θ), z2 exp (is

−θ), z3 exp (il
+θ), к.с), (3.1)

где σ1(z, z) = z1+z2+z3+к.с, а σ2(z, z), σ3(z, z) — формы второй, третьей степени
соответственно относительно z, z, z = (z1, z2, z3). Рассуждая, как и выше, получаем
G-эквивариантную систему дифференциальных уравнений

ż1 = z1(λk+ + c(|z1|2 + 2|z2|2 + 2|z3|2)),
ż2 = z2(λs− + c(2|z1|2 + |z2|2 + 2|z3|2)) + cz1

2z3, (3.2)
ż3 = z3(λl+ + c(2|z1|2 + 2|z2|2 + |z3|2)) + cz1

2z2.

Следовательно, устойчивость периодического решения

φk+(t, µ, ν) = ρ
1
2

k+(exp (iω̂k+t), exp (−iω̂k+t), 0, . . . , 0)
T

системы (3.2) определяется матрицей

Ak+,s− =

(
Reλs− − 2Reλk+ − iIm cρk+ cρk+

cρk+ Reλl+ − 2Reλk+ + iIm cρk+

)
.

Преобразуем теперь матрицу Ak+,s− , заменив в ней λk+ , λs− , λl− , ρk+ на λk− ,
λs+ , λl+ , ρk+ , соответственно. Полученную указанным образом матрицу обозначим
Ak−,s+ .

Рассмотрим теперь вопрос о воздействии на бегущую волну v̂k+ бегущих волн
v̂s+ , v̂n+ , где s < k, n = 2k − s. Построим с этой целью приближенные решения
уравнения (1.9) в виде

v =
3∑

k=1

σk(z1 exp (ik
+θ), z2 exp (is

+θ), z3 exp (in
+θ), к.с.), (3.3)
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где σ1 = z1 + z2 + z3 + к.с., а σ2(z, z), σ3(z, z) удовлетворяют тем же требованиям,
что и в рассмотренном выше случае. Относительно zk, k = 1, 2, 3, получим систему
дифференциальных уравнений

ż1 = z1(λk+ + c(|z1|2 + 2|z2|2 + 2|z3|2)),
ż2 = z2(λs+ + c(2|z1|2 + |z2|2 + 2|z3|2)) + cz1

2z3, (3.4)
ż3 = z3(λn+ + c(2|z1|2 + 2|z2|2 + |z3|2)) + cz1

2z2.

Характер устойчивости периодического решения

ρ
1
2

k+(exp (iω̂k+t), exp (−iω̂k+t), 0, . . . , 0)
T

системы (3.4) определяется матрицей Ak+,s+ , которая равна матрице

Ak+,s+ =

(
Reλs+ − 2Reλk+ − iχReλk+ cρk+

cρk+ Reλn+ − 2Reλk+ + iχReλk+

)
.

Преобразуем теперь матрицу Ak+,s+ , заменив в ней λk+ , λs+ , λl+ , ρk+ на λk− ,
λs− , λl− , ρk− , соответственно. Полученную указанным образом матрицу обозначим
Ak−,s− .

Итак, воздействие на бегущую волну v̂k+ бегущих волн v̂s− , v̂l+ , l = 2k + s+ 1,
описывается системой дифференциальных уравнений (3.2). Воздействие же на v̂k+
бегущих волн v̂s+ , v̂(2k−s)+ , s < k описывается системой дифференциальных урав-
нений (3.4). В первом случае это воздействие порождает матрицу Ak+,s− , во втором
– матрицу Ak+,s+ . Очевидно, что для устойчивости решения v̂k+ уравнения (1.9)
необходима гурвицевость указанных матриц. Эти условия обеспечивают, как дока-
зано ниже, орбитальную устойчивость приближенного решения v̂k+ . Аналогичные
утверждения имеют место, разумеется, и относительно воздействий на бегущую
волну v̂k− соответствующих пар бегущих волн. В частности, для устойчивости
решения v̂k− уравнения (1.9) необходима гурвицевость матриц Ak−,s+ , Ak−,s− .

Прежде чем сформулировать соответствующий результат обозначим

Dk± = {(µ, ν) : µ > 0, ν > 0,Reλk±(µ, ν) > 0},

Теорема 1. Существует δ0 > 0 такое, что для всех (µ, ν) ∈ Dk+, ∥(µ, ν)∥ < δ0,
уравнение (1.9) имеет периодическое по t решение vk+(η, µ, ν), (vk−(η, µ, ν)),
η = ωk+(µ, ν)t+ (m+ + kq)θ, (η = ωk+(µ, ν)t+ (m+ + kq)θ). С точностью порядка
∥(µ, ν)∥3/2 имеют место следующие равенства

vk± =ρ
1/2

k± 2 cos η + Λ̂ ctg ŵρk±((1− Λ̂)−1 + Re (b exp (2i(η +m±h))),

где

ρk± =
Reλk±(µ, ν)

−Re c
,

ωk±(µ, ν) = Imλk±(µ, ν) + Im cρk± ,
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а постоянная b удовлетворяет равенству (2.7).
Решение vk+(µ, ν) ( (vk−(µ, ν))) — экспоненциально орбитально устойчиво в

пространстве H1 тогда и только тогда, когда:
i) для любого s ≥ 0 матрица Ak+,s−(µ, ν) ((Ak−,s+(µ, ν))) устойчива;
ii) для любого ≤ s < k матрица Ak+,s+(µ, ν) ((Ak−,s−(µ, ν))) устойчива.

Доказательство. Ограничимся доказательством утверждений теоремы относи-
тельно периодического решения vk+(η, µ, ν) уравнения (1.9). Аналогично доказы-
ваются и утверждения теоремы относительно периодического решения vk−(η, µ, ν).

Центральный момент доказательства состоит в исследовании свойств устойчи-
вости в пространстве H1 уравнения

ξ̇ = L(µ, ν)ξ +
∂

∂u
R(Qv̂k+ , ν)Qξ, (3.5)

полученного линеаризацией уравнения (1.9) на приближенном решении v̂k+ . Вве-
дем в пространстве H ортопроектор P :

Pξ =

k0∑
−k0

Psξ, Psξ = ξs exp (isθ), ξs =
1

2π

2π∫
0

ξ exp (−isθ) dθ,

где выбор k0 осуществим позже. Воспользуемся представлением ξ = h + w, h =
Pξ, w = (I − P )v, где I — тождественный оператор. В полученной относительно
h,w системе уравнений положим w = 0. В результате получим линейную систему
обыкновенных дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами

ḣn = λnhn + Pn
∂

∂u
R(Qv̂k+ , ν)Q

k0∑
−k0

hs exp (isθ). (3.6)

Здесь n = 0,±1,±2, . . . ,±k0, h−n = hn. Очевидно, эта система является 2k0 + 1-
модовой галеркинской аппроксимацией уравнения (3.5). Для исследования устой-
чивости этой системы воспользуемся принципом сведения. В системе (3.6) будем
различать критические и некритические переменные. Выделим из (3.6) уравнения
относительно критических переменных. Используя равенство

∂R(u, 0)

∂u
= Λ̂ ctg(ŵ)u− 1

2
Λ̂u2 + o(u2),

получим

ḣl+ = λl+hl+ + ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ(exp (i(ω̂k+t+m+h))h(l−k)q+

+ exp (−i(ω̂k+t+m+h))h2m++(l+k)q)+ (3.7)

+ ρk+((Λ̂ ctg ŵ)2(1− Λ̂)−1 exp (im+h)hl++

+ (−Λ̂/2 + (Λ̂ ctg ŵ)2b exp (2im+h)×
× exp (i(2ω̂k+t+m+h))h(l−2k−1)−) + . . . ,

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2016, том 6(34), №3



226 Е.П. БЕЛАН

где l ≥ 0, m+ + lq ≤ k0 , 2m+ + (l + k)q ≤ k0. Здесь многоточие обозначает члены
порядка ρk+ , содержащие некритические переменные, и слагаемые порядка ρ

3/2

k+ .
Точно так же имеем

ḣl− = λl−hl− + ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ(exp (i(ω̂k+t+m+h))hm−−m++(l−k)q+

+ exp (−i(ω̂k+t+m+h))h(l+k+1)q)+

+ ρk+((Λ̂ ctg ŵ)2(1− Λ̂)−1 exp (−im+h)hl−+ (3.8)

+ (−Λ̂/2 + (Λ̂ ctg ŵ)2b exp (−2im+h)×
× exp (−i(2ω̂k+t+m+h))h(2k+l+1)+) + . . . ,

где l ≥ 0, m− + lq ≤ k0 , 2m+ + (l + k)q ≤ k0, а многоточие имеет тот же смысл,
что и выше. Заметим, что если l ≥ 0, m− + lq ≤ k0, но 2m+ + (l + k)q > k0,
то в правой части уравнения (3.7) следует опустить слагаемое, пропорциональное
h2m++(l+k)q. Аналогично поступаем и со слагаемым в правой части уравнения (3.8),
пропорциональным h(2k+l+1)q, если (2k + l + 1)q > k0. Уравнения относительно
h−l+ = hl+ , h−l− = hl− , l ≥ 0, получаются соответственно из уравнений (3.7), (3.8)
операцией комплексного сопряжения.

В соответствии с уравнениями (3.7), (3.8) выделим из системы (3.6) следующие
уравнения относительно некритических переменных

ḣsq = λsqhsq + ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ(exp (iω̂k+t)h(s−k−1)−+

+ exp (−iω̂k+t)h(s+k)+) + . . . ,

ḣ2m++sq = λ2m++sqh2m++sq+

+ ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ exp (i(ω̂k+t+ 2m+h))h(s−k)+ + . . . ,

ḣm−−m++sq = λm−−m++sqhm−−m++sq+

+ ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ exp (iω̂k+t)h(s+k)+ . . . ,

где многоточие означает члены порядка ρ1/2k+ , содержащие некритические перемен-
ные, и слагаемые порядка ρk+ .

Выполним теперь в системе (3.6) преобразование

hl+ → hl+ − ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ(exp (i(ω̂k+t+m+h))h(l−k)q+

+ b exp (i(−ω̂k+t+m+h))h2m++(l−k)q), 2m+ + (l + k + 1)q ≤ k0,

hl− → hl− − ρ
1/2

k+ Λ̂ ctg ŵ(exp (−i(ω̂k+t+m+h))h(l+k+1)q+

+ b exp (i(ω̂k+t+m+h))hm−−m++(l−k)q), (l + k + 1)q ≤ k0.

Если 2m+ + (l + k)q > k0, то в этом преобразовании опустим слагаемые, содержа-
щие h2m++(l+k)q. Аналогично поступим со слагаемым, пропорциональным h(2k+l+1)q,
если (2k + l + 1)q > k0. В результате получим систему относительно критических
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переменных, которая членами o(ρk+) отличается от системы

ḣl+ = (λl+ + 2cρk+)hl+ + cρk+ exp (2iω̂k+t)h(l−2k−1)−,

ḣl− = (λl− + 2cρk+)hl+ + cρk+ exp (−2iω̂k+t)h(l+2k+1)+ ,

ḣl− = (λl− + 2cρk+)hl+ , (l + 2k + 1)+ > k0.

Ясно, что эта система с точностью o(ρk+) представляет систему (3.6) на критиче-
ском инвариантном многообразии.

Замена
hl+ → exp (iω̂k+t)hl+ , hl− → exp (−iω̂k+t)hl− .

приводит эту систему уравнений к виду

ḣl+ = (λl+ + 2cρk+ − iω̂k+)hl+ + cρk+h(l−2k−1)−,

ḣl− = (λl− + 2cρk+ + iω̂k+)hl− + cρk+h(l+2k+1)+ ,

ḣl+ = (λl+ + 2cρk+ + iω̂k+)hl+ , (l + 2k + 1)+ > k0.

Блочно-диагональная матрица коэффициентов Ak+ этой системы состоит из дву-
мерных и одномерных блоков. Её двумерные блоки:

a) Ak+,s− , Ak+,s− , m+ + (2k + s+ 1)q ≤ k0;
b) Ak+,s+ , Ak+,s+ , 0 ≤ s < k;(

−Reλk+ + iIm cρk+ −Reλk+ + iIm cρk+
−Reλk+ − iIm cρk+ −Reλk+ − iIm cρk+

)
.

Здесь матрицы Ak+,s− , Ak+,s+ определены выше. Одномерными блоками матрицы
Ak+ являются λl+ +2cρk+ + iω̂k+ , (l+2k+1)+ > k0, и им комплексно сопряженные
величины. Следовательно, при фиксированных µ > 0,ν > 0 найдется такое k0 =
k0(µ, ν), что Re (λl+ + 2cρk+) < 0 для всех l, удовлетворяющих неравенству (l +
2k + 1)+ > k0. Итак, устойчивость системы (3.6) определяется матрицами Ak+,s− ,
s ≥ 0, m+ + (2k + s+ 1)q ≤ k0, Ak+,s+ , 0 ≤ s < k.

Следуя [17], приходим к заключению, что экспоненциальная орбитальная
устойчивость приближенного решения v̂k+ имеет место тогда и только тогда,
когда выполнены условия i), ii) теоремы. Перейдем теперь к вопросу о суще-
ствовании решения vk+ уравнения (1.9) типа бегущей волны. Положим в (1.9)
v = y(τ, µ, ν) = y(ωt + (m+ + kq)θ, µ, ν). В результате для определения 2π-
периодического решения y(τ, µ, ν) и ω = ωk+(µ, ν) имеем сингулярно возмущенное
дифференциально-разностное уравнение

ωy′(τ) = µ(m+ + kq)2y′′(τ)− y(τ)+

+(Λ̂− ν)y(τ +m+h) +R(y(τ +m+h), ν).
(3.9)

Согласно (2.16) это уравнение при ω = ω̂k+ имеет приближенное по невязке по-
рядка ρ3/2k+ 2π-периодическое решение ŷ(τ) = ŷ(τ, µ, ν), где

ŷ(τ) =ρ
1/2

k+ 2 cos(τ) + Λ̂ ctg ŵρk+((1− Λ̂)−1 + Re b exp (2i(τ +m+h)).
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Согласно изложенному выше, можно построить приближенные 2π-периодические
решения уравнения (3.9) с любой наперед заданной точностью при соответству-
ющем выборе ω. Следуя [17], покажем, что существование приближенных 2π-
периодических решений влечет существование 2π-периодического решения урав-
нения (3.9). Линеаризованное на ŷ(τ) уравнение запишем в виде

B(µ, ν)z = ω̂k+z
′(τ)− µ(m+ + kq)2z′′(τ)− z(τ)+

+ (Λ̂− ν)z(τ +m+h) + (ρ1/2g1 + ρg2 + ρ3/2g3)z(τ +m+h) = 0,

где ρ = ρk+(µ, ν),

g1 = g1(τ) = −Λ̂ ctg ŵ(exp (i(τ +m+h)) + exp (−i(τ +m+h)),

g2 = g2(τ) =
1

2
Λ̂(exp (i(τ +m+h)) + exp (−i(τ +m+h)))2−

− (Λ̂ ctg ŵ)2((1− Λ̂)−1 + (
b

2
exp (2i(τ +m+h)) + к.с.)),

а функция g=g3(τ, µ, ν) — 2π-периодична по τ , непрерывно дифференцируема по
τ и непрерывна по (µ, ν) при 0 ≤ µ < µ0, 0 < ν < ν0. Замена

y = ŷ(τ) + z

приводит уравнение (3.9) к виду

B(µ, ν)z = F (τ, z, z′, µ, ν, δ), (3.10)

где
F (τ, z, z′, µ, ν, δ) = δ(z′(τ) + ŷ′(τ)) + f(τ, z, µ, ν).

Здесь δ = ω̂k+ − ω,

f(τ, z, µ, ν) = f0(τ, µ, ν) + f2(τ, z, µ, ν),

где 2π-периодическая функция f0 такова, что

∥f0(·, µ, ν)∥H < dρ3/2(µ, ν),

а функция f2(τ, ·, µ, ν) : H1 → H, f2(τ, 0, µ, ν) = 0 удовлетворяет условию

∥f2(·, z1, ·)− f2(·, z2, ·)∥H < dmax(∥z1∥H1 , ∥z2∥H1)∥z1 − z2∥H (3.11)

для всех ∥zk∥H1 < dρ, k = 1, 2. Здесь и далее одним символом d будем обозна-
чать положительные постоянные, которые не зависят от µ, ν и точные значения
которых несущественны.

Вопрос о разрешимости уравнения (3.10) приводит к рассматриваемой в про-
странстве H2 задаче

B(µ, ν)z = g, g ∈ H. (3.12)
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Предположим, что z ∈ H2 удовлетворяет этому уравнению. Умножим его левую и
правую части скалярно на z. Используя затем интегрирование по частям и нера-
венство Гельдера, получим априорную оценку

∥z∥H1 < d(∥z∥H + ∥g∥H).

Действуя аналогично, получим неравенство

(m+ + kq)2µ∥z∥H2 < d(∥z∥H + ∥g∥H).

Дальнейший анализ задачи (3.12) опирается на свойства спектральной задачи

B(µ, ν)z = λz, z ∈ H. (3.13)

Интерпретируем её как возмущение задачи

ω̂k+z
′(τ)− µ(m+ + kq)2z′′(τ)− z(τ)− (Λ̂− ν)z(τ +m+h) = λz,

рассматриваемой в пространстве H. Ясно, что последняя имеет полную, ортонор-
мированную в H систему собственных функций 1, exp (ikτ), k = ±1,±2, . . .. Соб-
ственным функциям exp (iτ), exp (−iτ) соответствуют комплексно сопряженные
собственные значения, стремящиеся к нулю при µ→ 0, ν → 0.

Все остальные собственные значения при малых µ, ν являются простыми и
равномерно отделены от нуля. В этой связи достаточно ограничиться исследова-
нием задачи (3.13) для λ из окрестности нуля. Так как ρ−1/2ŷ′(τ) — приближенное
решение (3.13) при λ = 0, то применима следующая методика. Положим

z = β1 exp (iτ) + β2 exp (−iτ) + z2(τ, µ, ν) + z3(τ, µ, ν) + . . . ,

λ = λ1(µ, ν) + λ2(µ, ν) + . . . .

и подставим эти равенства в (3.13). Приравняем затем слагаемые в левой и правой
частях полученного равенства одного порядка малости. В результате относительно
z2 получим уравнение

Bz2 = −ρ1/2g1(τ)(β1 exp (i(τ +m+h)) + β2 exp (−i(τ +m+h))),

где B = B(0, 0), которому удовлетворяет функция

z2 = Λ̂ ctg ŵ(bβ1 exp (2i(τ +m+h))+

+ bβ2 exp (−2i(τ +m+h)) + (1− Λ̂)−1(β1 + β2)).

Уравнение
Bz3 = G3(τ, µ, ν)

разрешимо тогда и только тогда, когда функция G3 ортогональна exp (iτ) и
exp (−iτ). Отсюда следует, что (β1, β2)

T является собственным вектором матри-
цы

ρS = ρ

(
c c
c c

)
,
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а λ1 — соответствующее собственное значение. Очевидно, собственным векторам
(1,−1)T и (c, c)T этой матрицы отвечают собственные значения 0 и 2ρRe c соответ-
ственно. Итак,

z1(τ, µ, ν) = Re (c exp (iτ)) + ρ1/2Λ̂ ctg ŵ((1− Λ̂)−1+

+ Re (c exp (2i(τ +m+h)))) +O(ρ) (3.14)

— собственная функция оператора B(µ, ν), соответствующая собственному значе-
нию 2ρRe c+O(ρ2). Нулевому с точностью O(ρ2) собственному значению отвечает
собственная функция ρ−1/2(ŷ′(τ) +O(ρ)). Из условия разрешимости уравнения

Sβ = α

заключаем, что Im (c exp (iτ))+O(ρ1/2) — собственная функция оператора, сопря-
женного к оператору B(µ, ν), и нулевым с точностью O(ρ2) собственным значени-
ем.

Добавим теперь в левую часть (3.13) слагаемое −⟨z, h0⟩B(µ, ν)h0∥h0∥−2, где
h0(τ) = ρ−1/2ŷ′(τ). В результате получим спектральную задачу

B̂(µ, ν)z = λz, z ∈ H.

Ясно, что B̂(µ, ν)h0 = 0. Спектральные свойства оператора B̂(µ, ν) аналогич-
ны таковым для оператора B(µ, ν). В частности, 2ρRe c + O(ρ2) есть собствен-
ное значение оператора B̂(µ, ν), которому соответствует собственная функция
h1 = z1 + O(ρ2), где z1 удовлетворяет равенству (3.14). Воспользуемся далее ра-
венством B̂∗q = 0, где

q = q(τ, µ, ν) = (Re c)−1Im (c exp (iτ)) +O(ρ1/2), ⟨q, h0⟩ = 1.

Обозначим M1 = Span{h1}. Пусть H разложено по {0, 2ρRe c+O(ρ2)}, т. е.

H = Ker(B̂)⊕M1 ⊕M2.

В силу альтернативы Фредгольма уравнение

B̂(µ, ν)z = g, g ∈ H,

разрешимо тогда и только тогда, когда: ⟨g, q⟩ = 0. Согласно изложенному имеют
место оценки

∥Kg∥1 < d∥g∥, g ∈M2,

∥Kg∥1 <
d

ρ
∥g∥, g ∈M1.

Пусть P̂ проектор в пространстве H на Ker(B̂) ⊕ M1. В силу построения v̂k+
справедливо неравенство

∥P̂ f0(·, µ, ν)∥ < dρ5/2.
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Рассмотрим теперь уравнение (3.10). Заменим в нём B на B̂. Это замену мы
учтем и в правой части. Правую часть обозначим F̂ . В этой связи отметим, что
согласно проведенному анализу задачи (3.13)

∥B(µ, ν)h0∥ < dρ, ∥P̂B(µ, ν)h0∥ < dρ3/2.

Рассмотрим в пространстве H1 уравнение

w − K(F̂ (·, w, w′, µ, ν, δ)− ⟨q, F̂ (·, w, w′, µ, ν, δ)⟩q) = 0. (3.15)

Теперь ясно, что метод последовательных приближений с нулевой начальной точ-
кой, примененный к этому уравнению, приводит к сходящейся в H1 последова-
тельности равномерно по µ, δ в области 0 ≤ µ ≤ µ0, |δ| ≤ dρ3/2. Предел этой
последовательности w∗(µ, ν, δ) является решением уравнения (3.15) таким, что:

∥w∗(µ, ν, δ)∥1 < dρ3/2. (3.16)

Согласно (3.11) существует единственное решение уравнения (3.15), удовлетворя-
ющее этому неравенству. Функция w∗(µ, ν, δ) ∈ H2 при µ > 0 (w∗(0, ν, δ) ∈ H1)
непрерывна по µ, ν, δ и удовлетворяет уравнению

B(µ, ν)z = F (τ, z, z′, µ, ν, δ)−D(µ, ν, δ)q(τ),

где
D(µ, ν, δ) = ⟨q, F̂ (·, w∗(µ, ν, δ), w∗′(µ, ν, δ), µ, ν, δ)⟩.

Несложно убедиться в том, что w∗(µ, ν, δ) имеет непрерывную производную по
δ. Итак, вопрос о разрешимости уравнения (3.10) в пространстве H2 при µ > 0
сводится к вопросу о разрешимости относительно δ уравнения

D(µ, ν, δ) = 0. (3.17)

Несложно убедиться в справедливости равенства

D(µ, ν, δ) = ρ((Re c)−1δ + ρ3/2σ(µ, ν, δ)),

где σ(µ, ν, δ) непрерывна по всем переменным и непрерывно дифференцируема
по δ. Отсюда следует существование непрерывного при 0 ≤ µ ≤ µ0, 0 ≤ ν ≤ ν0
решения δ = δ(µ, ν) уравнения (3.17) такого, что

|δ(µ, ν)| < dρ3/2.

Следовательно, w∗(µ, ν, δ(µ, ν)) есть 2π -периодическое по t решение уравне-
ния (3.7) при 0 ≤ µ ≤ µ0, 0 ≤ ν ≤ ν0. Очевидно,

|δ(µ, ν)|+ ∥w∗(µ, ν, δ(µ, ν))∥1 < dρ3/2(µ, ν).

Теорема доказана.
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Опираясь на теорему, можно получить легко проверяемые условия устойчиво-
сти бегущей волны vk+ . Введем с этой целью следующие обозначения

ak+,s− = 4Reλk+ − Reλs− − Reλl+ ,
bk+,s− = (2Reλk+ − Reλs−)(2Reλk+ − Reλl+)− Reλ2k+ ,
βk+,s− = χReλk+(Reλs− − Reλl+),

где l = 2k + s + 1. Для устойчивости матриц Ak+,s− , Ak+,s− , s ≥ 0, необходимо и
достаточно, чтобы имело место неравенство

dk+,s− = a2k+,s−bk+,s− − b2k+,s− − β2
k+,s− > 0.

Заметим, что Reλk+ = −Λ̂−1ν(1 + Λ̂(m+ + kq)
2
ε2), где ε2 = µ

ν
. В силу (1.14) bk+,s−

принимает минимальное значение при s = 0. Будем далее считать, что ε доста-
точно мало. Как легко видеть, если

m+ + kq < (−Λ̂−1)1/2(
2

5ε
)1/2,

то bk+,0− > 0. Можно убедиться, что, если

m+ + kq < (−Λ̂−1)1/2(
2

(5 + 4χ2)ε
)1/2,

то матрицы Ak+,s− , s ≥ 0, — гурвицевы при малых ε.
Рассмотрим теперь вопрос об устойчивости матрицы Ak+,s+ , s < k. Неслож-

ный анализ приводит к заключению, что для устойчивости матрицы Ak+,(k−1)+

необходимо выполнения условия

m+ + kq < (
ν

3µ
)1/2(−Λ̂−1)1/2. (3.18)

В этом случае имеет место неравенство

1 + Λ̂(m+ + kq)2
µ

ν
>

2

3
(1 + Λ̂(m+)2

µ

ν
). (3.19)

Можно убедиться, что для устойчивости матрицы Ak+,s+ , s < k, достаточно
выполнения неравенства

m+ + kq < (
ν

(3 + 8χ2)µ
)1/2(−Λ̂−1)1/2. (3.20)

Таким образом, для экспоненциальной орбитальной устойчивости бегущей волны
vk+(η, ε) достаточно выполнения неравенства (3.20). Если же имеет место нера-
венство строго противоположное неравенству (3.18), то бегущая волна vk+(η, ε)
неустойчива. Отметим, что достаточным условием устойчивости бегущей волны
vk−(η, ε) является неравенство (3.20), в котором выполнена замена m+ на m−.
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Итак, при сформулированных выше условиях и при ε → 0 в рассматриваемой
задаче реализуется феномен буферности, т.е. неограниченно увеличивается коли-
чество сосуществующих экспоненциально орбитально устойчивых периодических
по t решений уравнения (1.9) типа бегущих волн.

В качестве иллюстрации к теореме рассмотрим вопрос об обретении устойчи-
вости решения v1+ . v1+ рождается неустойчивым с индексом неустойчивости 4.
Воздействие бегущих волн v0+ , v2+ на бегущую волну v1+ описывается системой
дифференциальных уравнений (3.4), в которой s+ = 0+, n+ = 2+. Далее приводят-
ся собственные значения матриц указанного воздействия, увеличенные на −Λ̂ν−1.

Пример 3.

12)(1.8, 0.1,−3.34431± 2.38068i, 3.74431± 2.38257i),

13)(1.8, 0.0085,−0.88008± 0.89224i,−0.000919586± 0.135304i),

14)(1.8, 0.001,−0.57882± 0.73119i,−0.470103± 0.73119i).

Согласно примеру бегущая волна v1+ в случае w = 1.8 неустойчива относи-
тельно рассматриваемого давления до значения ε ≈ 0.0085. v1+ при переходе че-
рез указанное значение ε преодолевает давление пары v0+ , v2+ при дальнейшем
уменьшении ε. Индекс неустойчивости v1+ при этом понижается на два порядка.

Воздействие бегущих волн v0− , v3+ на v1+ описывается системой дифферен-
циальных уравнений (3.2),в которой s+ = 0−, l+ = 3+. Приведем, как и выше,
собственные значения соответствующих матриц.

Пример 4.

15)(1.8, 0.1,−8.11695± 3.3007i, 3.11695± 3.30073i),

16)(0.0078,−1.305626± 0.764432i,−0.005052± 0.0.764432i),

17)(1.8, 0.001,−0.635064± 0.715197i,−0.404936± 0.715197i).

Бегущая волна v1+ согласно приведенным расчетам неустойчива относительно
рассматриваемого давления до значения ε ≈ 0.0078. При переходе через указанное
значение ε v1+ , преодолевая давление v0− , v3+ , устойчивость обретает и сохраняет
его при уменьшении ε.

4. Высокомодовая буферность

Предположим, что имеет место равенство

h = ĥ+ ν, ĥ = 2πp/q, (4.1)

где ν меняется в окрестности нуля, а натуральные p, q такие же, как в равен-
стве (1.4). Этот случай представляет теоретический интерес и, что самое главное,
отвечает физическим условиям преобразования поворота в оптических системах
с двумерной обратной связью.
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Определим согласно (1.6) при h = ĥ натуральные m+ < m−, m+ + m− = q.
Рассмотрим теперь уравнение (1.7) при h = ĥ. Сохраняя принятые выше обо-
значения, предположим, что K̂ решение этого уравнения, причем sin ŵ > 0,
Λ̂ = −K̂γ sin ŵ < −1. ŵ = w(K̂).

Выполним в уравнении (1.1) преобразование

u = v + ŵ

и представим полученное уравнение в виде

v̇ = L1(µ, ν)v +R1(Qv, ν), (4.2)

где

L1(µ, ν)v = µ∆v − v + Λ̂Qv,

R1(v, ν) = K̂γ[cos(ŵ + v)− cos ŵ + v sin(ŵ)].

Легко видеть, что имеет место равенство

L1(µ, ν) exp(imθ) = λ1m(µ, ν) exp(imθ), m = 0,±1,±2, . . . ,

где
λ1m(µ, ν) = −1− µm2 + Λ̂ exp(im(ĥ+ ν)). (4.3)

Обозначим
δ1s±(µ, ν) = −µ(m± + sq)2 − νΛ̂(m± + sq) sinm±ĥ. (4.4)

Из равенств (4.3) следуют формулы

Reλ1s±(µ, ν) = δ1s±(µ, ν) +O(ν2), (4.5)

Imλ1s±(ν) = Λ̂ sinm±ĥ+ iνs± cosm±ĥO(ν2). (4.6)

Предположим теперь, что
sinm+ĥ < 0.

Если ν < 0, то δ1k−(µ, ν) < 0 при всех k ≥ 0. Следовательно, при ν < 0 все соб-
ственные значения λ1s−(µ, ν), s = 0, 1, 2, . . . оператора L1(µ, ν) принадлежат левой
комплексной полуплоскости.

Следовательно, при ν > 0 интерес представляет случай

sinm+ĥ > 0. (4.7)

Тогда согласно равенств (4.3), (4.4) для бифуркационного параметра ε = − µ

νΛ̂
.

точками бифуркации являются (m+ + sq)−1 sinm+ĥ. При уменьшении ε в этих
точках из тривиального решения уравнения ответвляются решения типа бегу-
щих волн. Рассуждая, как и выше, приходим к следующему заключению: если
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δk+(µ, ν) > 0, то уравнение (4.2) при ν > 0 имеет приближенное по невязке поряд-
ка δk+(µ, ν)3/2, периодическое по t решение v1k+(η, µ, ν), η = ω1

k+(µ, ν)t+ (m+ + kq)θ,
где

v1k+ = (ρ1k+)
1/22 cos η + Λ̂ ctg ŵρ1k+((1− Λ̂)−1+

+ Re b exp (2i(η +m+h))) + o(µ, ν). (4.8)

Здесь

ρ1k+ =
δk+(µ, ν)

−Re c
+ o(∥(µ, ν)∥),

ω1
k+(µ, ν) = Imλ1k+(µ, ν) + Im cρ1k+ + o(∥µ, ν∥),

(4.9)

а постоянные b, c удовлетворяют равенствам (2.7) и (2.10), соответственно.
Исследуем по изложенной выше методике характер устойчивости бегущей вол-

ны v̂1k+ уравнения (4.2). В результате приходим к заключению, что воздействие
бегущих волн v̂1s− , v̂1l+ , l = 2k + s+ 1 на v̂1k+ приводит к матрице

A1
k+,s− =

(
δ1s− − 2δ1k+ − i(χδk+ − γk+,s−) cρk+

cρk+ δ1l+ − 2δ1k+ + i(χδ1k+ + γk+,s−)

)
.

Воздействие же на v̂1k+ бегущих волн v̂1s+ , v̂1n+ , n = 2k − s, приводит к матрице

A1
k+,s+ =

(
δ1s+ − 2δ1k+ − i(χδk+ − γk+,s+) cρk+

cρk+ δ1n+ − 2δ1k+ + i(χδ1k+ − γk+,s+),

)
.

Здесь

γk+,s− = νΛ̂(k + s+ 1)q cosm+ĥ, γk+,s+ = νΛ̂(k − s)q cosm+ĥ. (4.10)

Так как при рассматриваемых условиях уравнение (4.2) бегущей волны v̂1s− не
имеет, то предложение о взаимодействии бегущей волны v̂1k+ с бегущей волной v̂1s−
следует понимать как чисто формальное, порождающее матрицу A1

k+,s− .
Отметим теперь, что собственные значения матрицы diagA1

k+,s− , A
1∗
k+,s− явля-

ются корнями многочлена

λ4 + 2âλ3 + (â2 + 2b)λ2 + 2âb̂λ+ b̂2 + d̂2, (4.11)

где

â = ak+,s− = 4δk+ − δs− − δl+ , (4.12)

b̂ = bk+,s− = (2δk+ − δk+)(2δk+ − δl+) + (χδk+ − γk+,s−)
2 − δ2k+ , (4.13)

d̂ = dk+,s− = 2(χρk+ − γk+,s−)(δk+ − δl+). (4.14)

Заменим в (4.12) s−, l+ на s+, n+ соответственно. Тогда корни многочлена (4.11), в
котором коэффициенты определены, как указано выше, являются собственными
значениями матрицы diagA1

k+,s+ , A
1∗
k+,s+ .
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Обозначим
D1

k+ = {(µ, ν) : µ > 0, ν > 0, δk+(µ, ν) > 0},

где k ≥ 0 — некоторое целое число. Следуя доказательству теоремы 1, убеждаемся
в справедливости следующей теоремы.

Теорема 2. Существует ε0 > 0, ε0 = ε0(k) такое, что для всех (µ, ν) ∈ D1
k+, удо-

влетворяющих неравенству ∥(µ, ν)∥ < ε0, уравнение (4.2) имеет периодическое по
t решение v1k+(η, µ, ν), удовлетворяющее равенству (4.9).

Для экспоненциальной орбитальной устойчивости v1k+(η, µ, ν) необходимо и
достаточно выполнение условий:

iii) для любого s ≥ 0 матрица A1
k+,s−(µ, ν) устойчива;

iv) для любого 0 ≤ s < k матрица A1
k+,s+(µ, ν) устойчива.

Опираясь на эту теорему, найдем условия устойчивости бегущей волны v1k+ .
Рассмотрим с этой целью матрицу A1

k+,(k−1)+ . Согласно критерию Рауса-Гурвица
для устойчивости этой матрицы необходимо, чтобы

Re TrA1
k+,(k−1)+Re detA1

k+,(k−1)++

+Im TrA1
k+,(k−1)+Im detA1

k+,(k−1)+ < 0.
(4.15)

В силу (4.3), (4.4), (4.5) отсюда получаем

−6(m+ + kq)2 + 6(m+ + kq)ε− ε2 > 0.

Следовательно, если бегущая волна v1k+(µ, ν) является устойчивой, то

3−
√
3

6ε
< m+ + kq <

3 +
√
3

6ε
. (4.16)

Предположим теперь, что χ2 < 3. Можно убедиться, что тогда при достаточной
малости параметра µ/ν для устойчивости матрицы A1

k+,(k−1)+ достаточно, чтобы
имело место неравенство

3 + χ2 −
√

3− χ2

(6 + χ2)ε
< m+ + kq <

3 + χ2 +
√
3− χ2

(6 + χ2)ε
. (4.17)

Более того, в этом случае устойчивы как матрицы A1
k+,s+ , 1 ≤ s < k, так и матрицы

A1
k+,s− , s = 0, 1, . . .. Итак, если выполнено неравенство (4.17), то при малых ε

волна vk+(ε) устойчива. Если имеет место неравенство, строго противоположное
неравенству (4.16), то при малых ε волна vk+(ε) неустойчива.

Отметим, что условие (4.16) с точностью O(∥(µ, ν)∥2) эквивалентно неравен-
ству

δk+(µ, ν) >
2

3
sup
s<k

δs+(µ, ν). (4.18)
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При χ2 < 3 в силу (4.17) в уравнении (4.2) при ν
µ
→ ∞, ν2

µ
→ 0 реализуется так на-

зываемая высокомодовая буферность [22], [21], [25] т.е. устойчивыми оказываются
лишь бегущие волны v1k+ с достаточно большими волновыми числами.

Перейдем теперь к иллюстрирующим примерам. Согласно проведенному выше
анализу под давлением пары v̂10− ,v̂11+ v̂10+ устойчивость теряет при соответствую-
щем значении ε. Поведение собственных значений матрицы diagA1

0+,0−A
1∗
0+,0− отве-

чает этому предложению. Предположим, как и выше, что h = 2π/3, L = −2. В
этом случае m+ = 1, m− = 2. Далее приводятся собственные значения матриц воз-
действия с коэффициентом умножения (−νΛ̂)−1. Эти собственные значения для
diagA1

0+,0−A
1∗
0+,0− при указанных значениях ε, w = 2.08 таковы:

Пример 5.

18)(2.08, 0.45,−9.7058± 3.57733i,−0.883221± 3.57733i)

19)(2.08, 0.392,−7.54512± 3.85687i,−0.00378± 3.85687i)

20)(2.08, 0.01,−7.26923± 3.34038i, 3.64512± 3.34038i)

Итак, v̂10+ теряет устойчивость под давлением пары v̂10− , v̂11+ , когда ε, убывая,
проходит значение ≈ 0.392.

Приведем собственные значения матриц воздействия бегущих волн v̂1−1+
, v̂11+

на v̂10+ для 3-х значений ε.

Пример 6.

21)(2.08, 0.3,−0.795257± 3.85687i,−0.540642± 3.97437i)

22)2.08, 0.259,−0.674094± 4.05086i, 0.0059± 4.05086i)

23)(2.08, 0.01,−1.1979± 5.01574i, 4.5288± 5.01574i)

Итак, v̂10+ под давлением пары бегущих волн v̂10− ,v̂11+ , когда ε проходит убывая
значение ≈ 0.259, теряет устойчивость. Разумеется, что при указанном переходе
индекс неустойчивости v̂10+ принимает значение 4.

Заключение

Согласно проведенному анализу характер устойчивости бегущей волны vk+
уравнения (1.1) определяется её взаимодействиями конкурентного типа с пара-
ми бегущих волн vs− , v(2k+s+1)+ , s = 0, 1, . . ., vs+ , v(k−s)+ , s < k. Аналогичный
результат имеет место и относительно vk− .

Этот результат, следуя [10], сформулируем в виде следующего принципа.
Принцип 1:2 взаимодействия бегущих волн. Характер устойчивости бе-

гущей волны vk+ ; vk− семейства уравнений (1.9) вполне определяется ее взаи-
модействиями с парами бегущих волн: (vs− , v(2k+s+1)+) , (vs+ , v(2k−s)+), s < k;
(vs+ , v(2k+s+1)−), (vs− , v(2k−s)−), s < k, соответственно.
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Есть основания полагать, что этот принцип имеет универсальный характер.
Бегущие волны феноменологического уравнения спинового горения [19] взаимо-
действуют по принципу 1:2 [32, 15, 33]. Бегущие волны комплексного уравнения
Гинзбурга-Ландау также взаимодействуют по указанному конкурентному прин-
ципу [15].
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