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Аннотация. Профессор Юрий Иосифович Черский (1929-2015) — видный советский матема-
тик, один из создателей теории интегральных уравнений типа свертки, краевых задач теории
аналитических функций и их приложений, основатель научных школ в Ростовском, Одесском,
Симферопольском университетах и Институте прикладных проблем механики и математики АН
УССР. В статье научные результаты Ю.И. Черского изложены в соответствии его жизненному
пути. Предложены возможные направления развития.
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Юрий Иосифович Черский родился 8 декабря 1929 г. в Казани, в семье врачей.
С 1947 по 1952 гг. учился на математическом факультете Казанского государствен-
ного университета, который окончил с отличием. В «Ученых записках Казанского
университета» опубликована первая статья Юрия Иосифовича [1*]1, посвященная
особым интегральным уравнениям и основанная на результатах его дипломной
работы. Избранная тема исследования уравнений типа свертки являлась новой,
перспективной для приложений [1].

1Номер ссылки со звездочкой относится к списку публикаций Ю. С.Черского, помещенному
в конце статьи. Номера ссылок без звездочек относятся к пристатейному списку цитируемых
источников.

c⃝ В.А. ЛУКЬЯНЕНКО, А. И. ПЕСЧАНСКИЙ



188 В.А. ЛУКЬЯНЕНКО, А. И. ПЕСЧАНСКИЙ

(1929-2015)

Исторически первые результаты по уравнениям типа свертки связаны с име-
нами В. А. Фока, Г. Деча, Н. Винера, Е. Хопфа, Е. Рейснера, И. М. Рапопорта.
В. А. Фок в 1924 г. вывел формулу свертки и решил уравнение

f(t) +
1√
2π

∫ t

0

k(t− s)f(s)ds = g(t), t > 0,

более общая теория дана в работах Г. Деча (G. Doetsch, 1923, 1925), из которой
следуют результаты В. А. Фока. Н. Винер и Е. Хопф в 1931 г. предложили ме-
тод решения нового однородного одностороннего уравнения, возникшего в теории
лучистого равновесия

f(t) +
1√
2π

∫ ∞

0

k(t− s)f(s)ds = g(t), 0 < t <∞.

С тех пор это уравнение назвают уравнением Винера-Хопфа, а соответствующий
метод решения — методом Винера-Хопфа. В тоже время работах В. А. Фока и
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Е. Рейснера независимо решено неоднородное уравнение Винера-Хопфа. И. М. Ра-
попорт для решения уравнений типа свертки впервые использовал краевую задачу
Римана [98*]. Этот подход успешно развивается и в наше время. Следующим ша-
гом является работа Ю. И. Черского [1*] (1953 г.), в которой введено уравнение с
двумя ядрами

f(t) +
1√
2π

∫ ∞

0

k1(t− s)f(s)ds+
1√
2π

∫ 0

−∞
k2(t− s)f(s)ds = g(t), t ∈ R

и показано, что это уравнение является сопряженным для парного уравнения

φ(t) +
1√
2π

∫ ∞

−∞
k1(t− s)φ(s)ds = g(t), t > 0,

φ(t) +
1√
2π

∫ ∞

−∞
k2(t− s)φ(s)ds = g(t), t < 0.

Установлена равносильность этих уравнений уравнению с ядром Коши. Впервые
рассмотрены «полные» уравнения типа свертки, проведена их регуляризация и
доказаны теоремы Нетера.

В 1958 г. была опубликована, по словам Юрия Иосифовича, замечательная
статья М. Г. Крейна [102], в которой на примере одностороннего уравнения с аб-
солютно непрерывным ядром даны глубокие теоретические результаты по раз-
решимости уравнения типа свертки и соответствующей краевой задачи Римана
в классе непрерывных функций, являющихся преобразованием Фурье абсолют-
но интегрируемых функций. В 1954 г. найдено решение задачи Римана для всего
класса непрерывных коэффициентов (И. Б. Симоненко, В. В. Иванов, Б. В. Хве-
делидзе, И. Ц. Гохберг). Полученные результаты остаются справедливыми и для
более общих пространств (Lp, p ≥ 1 и др.).

В 1953 г. Юрий Иосифович поступил в аспирантуру к профессору Федору
Дмитриевичу Гахову и переехал в г. Ростов-на-Дону, где продолжил учебу в аспи-
рантуре Ростовского государственного университета им. В. М. Молотова. В 1955 г.
Юрий Иосифович закончил обучение в аспирантуре. В 1956 г. в Тбилисском мате-
матическом институте им. А. М. Размадзе АН Грузинской ССР защитил диссер-
тацию «Интегральные уравнения типа свертки» на соискание ученой степени кан-
дидата физико-математических наук [4*]. Это была работа очень высокого уров-
ня. По результатам защиты ученый совет, возглавляемый Н. И. Мусхелишвили,
присудил сразу степень доктора физико-математических наук. По формальным
причинам ВАКом СССР была утверждена степень кандидата наук.

В 1955-1964 гг. Ю. И. Черский преподавал в Ростовском государственном уни-
верситете (1955-1961 гг. — ассистент, старший преподаватель, доцент кафедры
математического анализа; 1961-1964 гг. — доцент кафедры вычислительной мате-
матики).

Интересна история появления университета в Ростове. До 1915 года в Ростове-
на-Дону не было ни одного высшего учебного заведения и никого с ученым зва-
нием или степенью. В 1910 году ростовчане обращались в вышестоящие инстан-
ции с просьбой открыть в городе учебное заведение, предлагая 2 млн. рублей и
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землю под строительство. Царское правительство в просьбе отказало. Однако в
1915 году возникла угроза взятия Варшавы немцами, и Варшавский универси-
тет срочно был эвакуирован сначала в Москву, а затем было принято решение
о переезде университета в Ростов. Механико-математический факультет Ростов-
ского университета был знаменит своими преподавателями. Будущий известный
писатель и Нобелевский лауреат по литературе А. И. Солженицин поступил на
механико-математический факультет университета только потому, что именно на
этом факультете работал сильный преподавательский состав, хотя интересы сту-
дента лежали совсем в другой области.

Из воспоминаний о Борисе Ивановиче Рухлине (ученик Ю. И. Черского)
— «среди преподавателей университета во время его обучения на механико-
математическом факультете преподавали широко известный ученый, доктор
физико-математических наук, профессор Федор Дмитриевич Гахов и его ученик —
талантливый молодой математик, кандидат физико-математических наук, доцент
Ю. И. Черский! Книга Ф. Д. Гахова «Краевые задачи» была, есть и будет еще
очень много лет настольной книгой аспирантов. Не знаю, есть ли еще одна такая
монография, которую читать не только полезно, но и приятно! Добросовестного,
трудолюбивого, активного, очень способного студента сразу заметил и отметил
Юрий Иосифович Черский, под руководством которого Борис Иванович пишет
свою первую научную работу» [23].

В 1959 г. Ю. И. Черский для решения задачи Римана [11*] применил разрабо-
танный им вариант теории обобщенных функций. Классический подход (С. Л. Со-
болев (1936 г.), Л. Шварц (1950-1951 гг.), И. М. Гельфанд, И. Г. Шилов (1956 г.)
и др.) предполагает бесконечную дифференцируемость и финитность основных
функций, кроме того, пространство основных функций не нормировано, что созда-
ет неудобства при исследовании линейных операторов в пространстве обобщенных
функций. Подход Ю. И. Черского предполагает выбор наиболее подходящего для
данного уравнения пространства обобщенных функций. В монографии [43*] изло-
жен такой наиболее простой вариант теории обобщенных функций. Обобщенные
функции определяются как на прямой, так и на контуре в комплексной плоскости.
Основные функции могут не быть бесконечно дифференцируемыми и финитными,
что позволило существенно расширить сферу приложений. Исторически первое
интегральное уравнение типа свертки в пространстве обобщенных функций рас-
смотрел О. С. Парасюк (1956 г.). Он ограничился схемой решения без выяснения
условий разрешимости и записи соответствующих формул. Полные результаты
для нормального случая разрешимости задачи Римана и соответствующих харак-
теристических уравнений получены Ю. И. Черским. Дальнейшее использование
и развитие этого направления отражено в работах В. С. Рогожина, В. Б. Дыби-
на, Н. К. Карапетянца, Н. И. Морару, Б. И. Рухлина, М. И. Хайкина и др. (см.,
например, [6]-[8]). В период работы Черского в Ростовском государственном уни-
верситете под его руководством С. И. Юрченко и В. Б. Дыбин подготовили и
защитили кандидатские диссертации.

В 1964 г. в Тбилисском математическом институте им. А. М. Размадзе Юрий
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Иосифович защитил диссертацию «Интегральные уравнения типа свертки и
некоторые их приложения» [19*] на соискание ученой степени доктора физико-
математических наук.

Характерной чертой научной работы Ю. И. Черского является выявление кре-
ативных направлений, точек роста для многих последователей. При этом важные
результаты исследований могли быть опубликованы и в тезисах докладов, и в
научных журналах. Выделим несколько важных публикаций и направлений, ко-
торые можно применять и развивать в будущем.

Для уравнений типа свертки важную роль играют теоремы, доказанные для аб-
страктных линейных уравнений в абстрактном линейном пространстве, о прибли-
женном решении линейных уравнений. Впервые метод приближенного решения
одностороннего уравнения типа свертки с помощью замены ядра другим ядром,
удобным для факторизации предложил в 1954 г. У. Т. Койтер [2]. В 1962-1963 годах
Ю. И. Черским получено усовершенствование метода и его теоретическое обосно-
вание [15*, 17*]. Результаты улучшены и представлены в совместной с Ф. Д. Гахо-
вым монографии [43*]. Дальнейшее развитие получено в работах Н. Я. Тихоненко
и других.

Поиск приближенного решения линейного неоднородного уравнения общего
вида

Kf = g, (1)

где K — заданный линейный оператор, действующий из линейного множества X
в линейное множество Y , g ∈ Y , искомый элемент f ∈ X сводится к точному
решению более простого по своей структуре приближенного уравнения

K̃f̃ = g̃. (2)

Предполагается, что f̃ ∈ X и обеспечивается качественная близость между реше-
ниями

f − f̃ ∈ X0 ⊂ X, (3)

где X0 — линейное подмножество множества X. Это условие будет выполнено,
когда операторы K и K̃ и элементы g, g̃ в некотором смысле близки.

В монографии [43*] опубликована теорема.

Теорема 1. Пусть

(1◦) уравнение (2) имеет единственное решение f̃ ;

(2◦) g − g̃ ∈ Y0, где Y0 — линейное подмножество, Y0 ⊂ Y ;

(3◦) оператор K − K̃ действует из X в Y0;

(4◦) на Y0 определен оператор K̃−1, K̃−1 : Y0 → X0;

(5◦) оператор I + K̃−1(K − K̃) на X0 имеет обратный.
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Тогда уравнение (1) имеет единственное решение, равное

f = f̃ + [I + K̃−1(K − K̃)]−1K̃−1(g −Kf̃). (4)

При этом имеет место свойство (3) и

Kf̃ − g ∈ Y0. (5)

Теорема 1 аналогична соответствующим теоремам из общей теории прибли-
женных методов Л. В. Канторовича. Если выполнены условия 1◦-4◦, причем X0

является банаховым пространством, а условие 5◦ заменено ограниченностью опе-
ратора K̃−1(K − K̃) в X0 с нормой

∥K̃−1(K − K̃)∥ < 1, (6)

то справедливы все утверждения теоремы 1 и имеет место оценка погрешности

∥f − f̃∥X0 ≤
∥K̃−1(g −Kf̃)∥X0

1− ∥K̃−1(K − K̃∥
. (7)

Действительно, при условии (6) оператор I+ K̃−1(K− K̃) имеет ограниченный
обратный, т.е. условие 5◦ выполнено, а оценка (7) следует из равенства (4).

На основе этих результатов выводятся итерационные формулы построения при-
ближенных решений, которые для уравнений типа свертки приводят к разностным
уравнениям, а их решения позволяют явно получить n-е приближения в образах
Фурье без итерационного процесса [62*, 81*].

Разработанный подход применим не только для приближенного решения урав-
нений, но и к исследованию решений на устойчивость при различных возмущениях
ядер и правой части g. Это позволяет существенно расширить классы функций,
входящих в уравнение. Для задачи Римана в [43*] приведены результаты с изме-
римым коэффициентом. Впервые задачу Римана с измеримым коэффициентом в
1960 г. решил И. Б. Симоненко [3]. Перспективны исследования на устойчивость
для уравнений с особенностями, уравнения первого рода, а также для экстремаль-
ных задач для интегральных уравнений типа свертки, краевых задач, функцио-
нальных уравнений и т.п.

В 1964 г. Ю. И. Черский переезжает в Одессу, он избран заведующим вновь со-
зданной в Одесском государственном университете им. И. И. Мечникова кафедры
методов математической физики. «Интересна история переезда Ю. И. Черского в
Одессу. Сидели Юрий Иосифович с Георгием Семеновичем Литвинчуком, а рядом
лежала карта. Г. С. Литвинчук — доктор физико-математических наук, профес-
сор, автор известной монографии «Краевые задачи и сингулярные интегральные
уравнения со сдвигом» [5]. Георгий Семенович пальцем водит по карте, останав-
ливается там, где находится Одесса, и говорит: «Вот куда надо ехать жить!».
И поехал! Потом пригласил в Одессу работать в университет и Ю. И. Черско-
го» [23]. Черский читал лекции по математическому анализу, функциональному
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анализу, дифференциальным уравнениям, интегральным уравнениям, уравнениям
математической физики, теории вероятностей, теории функций действительного
переменного, теории функций комплексного переменного, уравнениям с частными
производными, методам приближенных вычислений, спецкурс по краевым зада-
чам аналитических функций и другие спецкурсы.

«В те времена в полной мере отражала действительность поговорка: «Скажи
мне, кто твой научный руководитель, и я скажу, кто ты!». Ю. И. Черский — уди-
вительный человек. Талантливый, очень скромный и деликатный! Слушать его
огромное удовольствие, точнее, наслаждение, особенно интересны его коммента-
рии к научным докладам или выступления на защите в качестве оппонента. Он
всегда говорит кратко, но какой глубокий смысл в каждой фразе!» [23].

На лекции по функциональному анализу, которые Ю. И. Черский читал в
Большом актовом зале университета, ходили студенты разных курсов. Характер-
ной чертой Юрия Иосифовича — лектора было умение быстро подстраиваться
под уровень аудитории и излагать весьма сложные понятия простым и доступным
языком. Бог математики — так называли его студенты. Член команды КВН пре-
подавателей мехмата ОГУ, велосипедист и лыжник, временами он музицировал в
четыре руки со своими студентами. Вылепленные им фигуры любимых классиче-
ских музыкантов были потрясающе реалистичными.

Заметный след оставил Ю. И. Черский и в научной жизни Одессы. Он органи-
зовал и возглавил научный семинар по краевым задачам, вместе с Георгием Семе-
новичем Литвинчуком основал школу по краевым задачам теории аналитических
функций. Под его руководством Н. Я. Тихоненко, П. В. Керекеша, Б. И. Рухлин,
Н. И. Морару, Фан Танг Да (Вьетнам) защитили кандидатские диссертации, а поз-
же Н. Я. Тихоненко и П. В. Керекеша стали докторами физико-математических
наук.

В этот одесский период Ю. И. Черский продолжил исследования по прибли-
женным методам решения уравнений типа свертки, краевым задачам и задачам
для уравнений математической физики [21*, 26*, 28*]. Метод факторизации ста-
новится рабочим инструментом для различных классов уравнений [38*, 39*]. За-
метим, что Ю. И. Черский еще в 1957 г. статье, опубликованной в ДАН [8*], пред-
ложил использовать для решения смешанных задач не метод Винера-Хопфа, а
методы теории краевой задачи Римана для системы n пар функций. В теории
задачи Римана не требуется аналитичности коэффициента в некоторой полосе в
отличие от метода Винера-Хопфа. Естественным развитием метода факторизации
явился, предложенный Юрием Иосифовичем в 1969 г., метод неполной фактори-
зации [31*, 35*, 43*]. Этот метод еще не исчерпал своего потенциала и может быть
перспективным в различных прикладных задачах.

Новые задачи, уравнения, их конструирование и обоснование, разработка ме-
тодов решения сопровождают научное творчество Ю. И. Черского. В 1967 г. в
тезисах докладов [29*], а затем и в статье [34*] введено в рассмотрение новое ин-
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тегральное уравнение типа свертки — уравнение плавного перехода

f(t) +
1√
2π

∫ ∞

∞
k1(t− s)f(s)ds− g(t)+

+e−t

{
f(t) +

1√
2π

∫ ∞

∞
k2(t− s)f(s)ds− g(t)

}
= 0, t ∈ R. (8)

В случае нормальной разрешимости

1 +Kj(x) ̸= 0, x ∈ R, Kj(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
kj(t)e

itxdt, j = 1, 2,

уравнение плавного перехода сведено к задаче Карлемана для полосы 0 < Imz < 1

Φ(x) = −1 +K2(x)

1 +K1(x)
Φ(x+ i) +

K2(x)−K1(x)

1 +K1(x)
G(x), x ∈ R, (9)

а затем к задаче Римана. Это позволило найти решение интегрального уравнения
в квадратурах. При сведении задачи Карлемана и задаче Римана был реализован
метод конформного склеивания. Теоретические результаты о возможности све-
дения задачи Карлемана к задаче Римана на разомкнутом контуре отражены в
работах многих математиков: И. Б. Симоненко, Л. И. Чибриковой, Г. С. Литвин-
чука, Э. Г. Хабасова, Э. И. Зверовича, В. А. Чернецкого и др. Подробная биб-
лиография по теории задачи Карлемана и ее обобщений изложена в монографии
Г. С. Литвинчука [5]. Заметим, что теоретический метод конформного склеивания
реализован Ю. И. Черским при решении краевой задачи Карлемана для полосы.
Эти результаты позволили найти точное решение ряда задач теории упругости
(Г. Я. Попов, Л. Я. Тихоненко, Р. Д. Банцуры, Б. М. Нуллер). Отметим также
работы Л.Я.Тихоненко, в которых задачи теории упругости для клина с помощью
преобразования Меллина приводятся к задаче Карлемана для полосы.

В монографии Ф. Д. Гахова, Ю. И. Черского [43*] выделен класс задач ма-
тематической физики, содержащий экспоненту в краевом условии, которые при-
водят к решению задачи Карлемана. Некоторые задачи, сводящиеся к обобщен-
ному трехэлементному функциональному уравнению со сдвигом во внутрь обла-
сти аналитичности, исследовались в работах Н. Л. Василевского, А. А. Карелина,
П. В. Керекеши, Г. С. Литвинчука [10, 11]. Разрешимость таких уравнений может
быть получена сведением к сингулярным интегральным уравнениям со сдвигом,
развитие теории которых отражено в монографии [5]. Представляет интерес ис-
следование обобщенной задачи Карлемана со сдвигом в область аналитичности
(многоэлементная задача). Так как в общем случае такая задача не имеет реше-
ния в квадратурах, то, опираясь на решение двухэлементной задачи Карлемана
для полосы, найдены случаи точного решения для трехэлементной задачи (сим-
метричный случай приводится в работах [10, 11]). Эквивалентные сингулярные
уравнения позволяют находить приближенные решения. Приведем необходимые
сведения для постановки многоэлементной задачи Карлемана.
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Теорема 2 (43*). Пусть α, β — вещественные числа (α < β). Для того чтобы
функция φ(t) одновременно удовлетворяла условиям

e−αtφ(t) ∈ L2(R), e−βtφ(t) ∈ L2(R) (10)

необходимо и достаточно, чтобы

1) её интеграл Фурье Φ(x) был аналитически продолжим на полосу α < Im z <
β;

2) существовала постоянная c такая, что для всех α ≤ y ≤ β интеграл
∞∫

−∞
|Φ(x+ iy)|2dx ≤ c.

При этом справедливо следующее свойство для интегралов Фурье

Fe−ytφ(t) = Φ(x+ iy), α ≤ y ≤ β. (11)

Класс функций φ(t), удовлетворяющих условиям (10), обозначается {α, β}, а
их преобразования Фурье ([43*], с.221) Φ(x) ∈ {{α, β}}.

Теорема 3. Для того чтобы функция Φ(z) удовлетворяла условиям 1), 2) тео-
ремы 2, необходимо и достаточно, чтобы а) функция Φ(z), представимая инте-
гралом

Φ(z) =
1

2(β − α)

∫ ∞

−∞

U(τ)dτ

ch π
β−α

(
τ − z + iα+β

2

) (12)

с плотностью U(x) ∈ L2(R) или б) функция

ω (ζ) =
1√
ζ
Φ

(
β − α

2π
ln ζ + iα

)
, (13)

где ветви функций
√
ζ и ln ζ определены и аналитичны на плоскости с разрезом

arg ζ = 0, на верхнем берегу разреза логарифм принимает вещественное, а квад-
ратный корень — положительное значение, была представима интегралом типа
Коши

ω(ζ) =
1

2πi

∞∫
0

Ω(t)

t− ζ
dt, Ω(t) ∈ L2(0,∞). (14)

или в) функция Ψ(ζ) = 1√
(a−ζ)(ζ−b)

Φ
(

β−α
2π

ln a−ζ
ζ−b

+ iβ+α
2

)
была представима инте-

гралом Ψ(ζ) = b−a
2π

b∫
a

w(t)dt
(a+b)(t+ζ)−2(ab+tζ)

с плотностью w(t) ∈ L2(a, b) (a < b).

Обобщенная задача Карлемана. Постановка задачи [9].
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Пусть заданы Ak(x), k = 0, ...,m — непрерывные на сомкнутой вещественной
оси R функции. Требуется найти функцию Φ(z) ∈ {{α, β}} по краевому условию

KΦ ≡
m∑
k=0

Ak(x)Φ(x+ iαk) = G(x), x ∈ R, (15)

где α = α0 ≤ α1 ≤ ... ≤ αm−1 ≤ αm = β — вещественные числа.
Частным случаем (15) является краевая задача Карлемана для полосы α ≤

Im z ≤ β. Задача (15) является m + 1-элементной (m-го порядка) со сдвигом во
внутрь области аналитичности α < Im z < β. Это усложняет ее исследование по
сравнению с двухэлементной задачей Карлемана, которая допускает решение в
квадратурах.

Эквивалентное сингулярное уравнение на вещественной оси, полуоси и на
конечном промежутке. Условие принадлежности функции Φ(z) пространству
{{α, β}} является необходимым и достаточным для представления Φ(z) интегра-
лом (12) с плотностью U(t) ∈ L2(R), при этом справедливы формулы типа Сохоц-
кого для предельных значений Φ(x + iα) и Φ(x + iβ). Используя эти результаты,
задачу (15) можно заменить на эквивалентное сингулярное интегральное уравне-
ние

A0(x) + Am(x)

2
U(x) +

Am(x)− A0(x)

2(β − α)i

∫ ∞

−∞

U(τ)dτ

sh π
β−α

(τ − x)
+

+
m−1∑
k=1

Ak(x)

2(β − α)

∫ ∞

−∞

U(τ)dτ

ch π
β−α

(τ − x) + ivksh
π

β−α
(τ − x)

= G(x), (16)

где σk = cos π
β−α

(
α+β
2

− αk

)
, vk = sin π

β−α

(
α+β
2

− αk

)
.

Сделав замену переменных τ = β−α
2π

ln t и x = β−α
2π

ln ξ в (16) и положив u(t) =
1√
t
U
(
β−α
2π

ln t
)
, получим

α0(ξ) + αm(ξ)

2
u(ξ) +

αm(ξ) + α0(ξ)

2πi

∫ ∞

0

u(t)dt

(t− ξ)
+

+
m−1∑
k=1

αk(ξ)

2π

∫ ∞

0

u(t)dt

σk(t+ ξ) + ivk(t− ξ)
= g(ξ). (17)

В (17) ξ > 0, αk(ξ) = Ak

(
β−α
2π

ln ξ
)
, k = 0,m — непрерывные функции,

g(ξ) = 1√
ξ
G
(
β−α
2π

ln ξ
)
∈ L2(0,+∞). Согласно б) теоремы 3, решение u(t) ищется в

пространстве L2(0,+∞). Последний интеграл можно переписать в виде

Ψk(ξ) =
1

2π

∞∫
0

u(t)dt

σk(τ + ξ) + ivk(τ + ξ)
= Wk

 1

πi

∞∫
0

u(t)dt

τ − ξ

 ,

где Wkϕ(t) = i(σk − ivk)ϕ(−[σk − ivk]
2t) — оператор взвешенного сдвига.
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Для того, чтобы получить эквивалентное сингулярное уравнение на конечном
промежутке, воспользуемся утверждением в) теоремы 3 (для случая a = α =
−1, b = β = 1, см. [10, 11]).

Если теперь в (16) сделать замену переменных, указанную в теореме, получим
сингулярное уравнение относительно w(t) :

α0(ξ) + αm(ξ)

2
w(ξ) +

αm(ξ) + α0(ξ)

2πi

∫ b

a

w(t)dt

(t− ξ)
+

+
m−1∑
k=1

αk(ξ)

2π

∫ b

a

(b− a)w(t)dt

σk[(a+ b)(t+ ξ)− 2(ab+ tξ)] + ivk(b− a)(t− ξ)
= g(ξ), a < ξ < b,

где

ak(ξ) = Ak

(
β − α

2π
ln
a− ξ

ξ − b

)
, k = 0,m, g(ξ) =

G
(

β−α
2π

ln a−ξ
ξ−b

)
√
(a− ξ)(ξ − b)

.

В симметричном случае a = −1, b = 1 уравнение несколько упрощается

α0(ξ) + αm(ξ)

2
w(ξ) +

αm(ξ) + α0(ξ)

2πi

∫ 1

−1

w(t)dt

(t− ξ)
+

+
m−1∑
k=1

αk(ξ)

2π

∫ 1

−1

w(t)dt

σk(1− tξ) + ivk(t− ξ)
= g(ξ), |ξ| < 1. (18)

В таком виде уравнение (18) удобно использовать для приближенного реше-
ния. Интегральный оператор под знаком суммы представим в следующем виде
(см. [12]):

1

2π

1∫
−1

w(t)dt

σk(1− tξ) + ivk(t− ξ)
=

1

(ivk − σkξ)2π

1∫
−1

w(t)dt[
t− ivkξ−σk

ivk−σkξ

] .
Полученный в [9] набор теорем, частных случаев точного решения, эквивалент-

ных интегральных уравнений отражает первоначальный этап исследований более
общих задач, сводящихся к подобным краевым задачам.

В 1972 г. Ю. И. Черский в течение нескольких месяцев был профессором ка-
федры вычислительной математики Ростовского государственного университета,
а затем переехал в Симферополь, где стал профессором кафедры математического
анализа Симферопольского государственного университета им. М. В. Фрунзе, а в
1973 г. возглавил новую кафедру дифференциальных и интегральных уравнений.
В Симферополе Ю. И. Черский интенсивно работал над предпечатной подготов-
кой совместной с Ф. Д. Гаховым книги «Уравнения типа свертки» [43*]. На семи-
нарах обсуждались результаты по новому подходу к теории обобщенных функций.
Им был впервые изложен самый простой вариант теории обобщенных функций.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2016, том 6(34), №3



198 В.А. ЛУКЬЯНЕНКО, А. И. ПЕСЧАНСКИЙ

Такой подход позволил Ю. И. Черскому с достаточной полнотой решить задачу
Римана в обобщенных функциях и ряд классов уравнений типа свертки [43*, 44*,
97*].

В семинарах Ю. И. Черского активно участвовали его ученики, студенты и
сотрудники СГУ (А. В. Семенцов, В. А. Лукьяненко, В. В. Шевчик, А. И. Пес-
чанский, Е. П. Белан, А. Д. Дерюгин, Л. М. Львовская и др.). После семинара об-
суждение продолжалось на аллеях парка «Салгирка»: о новых классах уравнений
типа свертки; о классах не нетеровых операторов, рассматриваемых как гомомор-
физмы модулей; уравнения плавного перехода в шкалах обобщенных функций и
т.п. Заметим, что изучение уравнения плавного перехода (8) в шкалах пространств
обычных и обобщенных функций, в отличии от рассмотренных в таких шкалах
уравнений типа свертки, уравнение (8) не имеет явно выраженной точки раздела
двух условий, что приводит к некоторой специфике в исследовании (8) на разре-
шимость.

Следуя Ю.И. Черскому, выделим пространства основных и обобщенных функ-
ций. Для любых целых чисел n ≥ 0,m ≥ 0 рассмотрим пространствоW n

m основных
функций ω(t), которые не только n раз дифференцируемы, но и достаточно быстро
убывают на бесконечности:

∥ω∥Wn
m
=

(∫ ∞

−∞

∣∣∣∣(t+ i)m
(
d

dt
+ 1

)n

ω(t)

∣∣∣∣2 dt
)1/2

. (19)

Через W−n
−m обозначим построенное на W n

m пространство обобщенных функций. С
помощью преобразования Фурье и изучения возникающей краевой задачи Римана
в работе [43*] исследовались уравнения типа свертки в пространствах обобщенных
функций W−n

−m. Там же приводятся исторические сведения. Зависимость разреши-
мости уравнений типа свертки в пространствах W−n

−m от чисел m,n, не обязательно
целых, исследовал В. В. Шевчик [15]. В работе В. А. Лукьяненко [14] приведено
изучение уравнения плавного перехода в пространствах основных Wα

β и обобщен-
ных функций W−α

−β для произвольных вещественных чисел α, β. Свойства таких
шкал позволяют свести разрешимость уравнения (8) в классе обобщенных функ-
цийW−α

−β к изучению сопряженного уравнения в классе основных функцийWα
β для

целых индексов. Так как исследование (8) в пространствах W−α
−β , при соответству-

ющих ограничениях на ядра, может быть сведено к исследованию в пространстве
W 0

−β, то отдельно рассматриваются уравнения (8) в W−α
0 и W 0

−β (более сложный
случай).

В 1977 г. Ю. И. Черский возглавил созданный в Институте прикладных про-
блем механики и математики АН УССР (г. Львов) отдел функционального ана-
лиза и интегральных уравнений, в котором сформировал творческий коллектив
сотрудников, многие из которых впоследствии стали докторами наук. В этот пе-
риод он руководил исследованиями в области теории сингулярных интегральных
уравнений типа плавного перехода [47*-50*, 55*-61*], разработкой методов и алго-
ритмов анализа антенных решеток [52*, 54*], возглавлял научный семинар «Функ-
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циональный анализ и смежные вопросы» при Западном научном центре АН УССР.
Его ученики А. В. Семенцов, В. А. Лукьяненко, В. В. Шевчик, А. И. Песчанский,
В. А. Козицкий и Л. В. Гладун защитили диссертации на соискание степени кан-
дидатов физико-математических наук.

В [16] выяснен характер разрешимости площадной задачи со сдвигом

G+(z)Φ+(z + βi)− λΦ+(z) = H+(z) (β > 0)

в классе Харди H2 функций аналитических в верхней полуплоскости, и в некото-
рых случаях найдены решения этого уравнения в квадратурах.

На основании подхода, предложенного Ю. И. Черским, в работах [61*], [17]-
[20] его ученика А. И. Песчанского исследованы интегральные и интегро-
дифференциальные уравнения с криволинейными свертками на замкнутом кон-
туре в комплексной плоскости. Для ряда уравнений, в частности, уравнения, со-
держащего гипергеометрическую функцию Гаусса в ядре

a(t)

2πi

∫
Γ

F

(
α, 1; γ;

t

τ

)
f(τ)

dτ

τ
+
b(t)

2πi

∫
Γ

F
(
α, 1; γ;

τ

t

)
f(τ)

dτ

t
= g(t),

t ∈ Γ, γ > α; γ, α ̸= 0,−1,−2, . . .

получены решения в замкнутой форме.
Результаты Ю.И.Черского нашли применение при решении систем интеграль-

ных уравнений для определения стационарного распределения вложенных цепей
Маркова полумарковских процессов, которые используются при построении моде-
лей теории надежности и систем массового обслуживания [21, 22].

Работу в академическом институте Юрий Иосифович по-прежнему совмещал
с преподавательской деятельностью. Он руководил дипломными и курсовыми ра-
ботами студентов математического факультета Львовского университета, произ-
водственной практикой студентов Симферопольского университета, читал лекции
для членов Малой академии наук «Эврика».

В 1983 г. Ю. И. Черский вновь приехал в Одессу и до 1990 г. возглавлял ка-
федру высшей математики Одесского института инженеров морского флота, а за-
тем был профессором этой же кафедры. Здесь он подготовил кандидатов физико-
математических наук Ю. А. Григорьева и А. Л. Комарницкого. Из множества
работ Ю. И. Черского выделим класс экстремальных задач для уравнений ти-
па свертки, аналитических функций, уравнений Лапласа в полупространстве, для
нетеровых операторов [64*-66*, 69*, 75*, 84*, 87*-89*, 95*, 96*], которые находят
применения в задачах математической физики, некорректных задачах. Учебные
пособия по аналитическим методам решения экстремальных задач, ляпуновским
экстремальным задачам [71*, 72*] используются в ряде университетов.

С 1995 г. Юрий Иосифович — профессор Одесской государственной академии
строительства и архитектуры, где возглавил и проводил межвузовский научный
семинар.

ISSN 0203–3755 Динамические системы, 2016, том 6(34), №3



200 В.А. ЛУКЬЯНЕНКО, А. И. ПЕСЧАНСКИЙ

Ю. И. Черским получены значительные результаты в теории интегральных
уравнений типа свертки с привлечением общей теории операторов Нетера, а также
установлена связь этих уравнений с сингулярными интегральными уравнениями с
ядром Коши. При решении уравнений типа свертки им использовались интеграль-
ное преобразование Фурье и Меллина, решение методом факторизации и неполной
факторизации соответствующих краевых задач теории аналитических функций,
разработан метод поэтапного решения [48*, 95*].

С помощью краевой задачи Карлемана для полосы с линейным сдвигом
Юрий Иосифович решил новое интегральное уравнение плавного перехода, име-
ющее важные приложения на практике. Он также внес вклад в построение тео-
рии бесконечных алгебраических систем с дискретными свертками и дискретно-
непрерывных систем [79*, 91*].

Ю. И. Черскому удалось впервые сконструировать и решить уравнения с пе-
ременными коэффициентами и свертками более общего вида, чем интеграл типа
Коши, тем самым обобщив сингулярные интегральные уравнения. Он ввел в рас-
смотрение и решил близкие по характеру уравнение с аналитическими ядрами
и уравнение, сводящееся к задаче Карлемана. Обыкновенное дифференциальное
уравнение с переменными коэффициентами, обобщенное гиперболическое, а так-
же дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом [41*], которые
приводят к задаче Карлемана получили дальнейшее развитие (см. [97*]).

Ю. И. Черский исследовал общее сингулярное уравнение в банаховом про-
странстве, обобщив впервые рассмотренные З. И. Халиловым абстрактные син-
гулярные уравнения. Он решил абстрактное сингулярное уравнение, а затем и
абстрактную задачу Римана в произвольном линейном пространстве при любом
индексе.

В фундаментальном анализе актуальной является задача построения функций
от оператора. Задача решена для функции f(σ) аналитической в области, содер-
жащей спектр оператора A. Хорошо известен случай, когда A — самосопряженный
оператор (спектр расположен на вещественной оси), а функция f(σ) в определен-
ном смысле интегрируема. Черским Ю. И. предложен способ построения (неана-
литический вообще говоря) функции от оператора A с помощью преобразования
Фурье, а также новый способ построения (неаналитической) функции от операто-
ра, спектр которого располагается на контуре в комплексной плоскости (см. [97*,
гл. 15]). Материал, посвященный конструированию и решению уравнений [90*,
92*, 97*] отражен в публикациях лишь частично.

Перспективным является направление базирующееся на определении операто-
ра от оператора. Здесь Юрий Иосифович использовал аналитически зависящий от
комплексного параметра линейный оператор в банаховом пространстве и опреде-
лил оператор от оператора, аналогично определению аналитической функции от
оператора. Имея решение линейного уравнения можно выбрать подходящий ли-
нейный оператор, чтобы сконструировать и автоматически решить более сложное
уравнение или систему уравнений.

Также Ю. И. Черский решил важную экстремальную задачу с двумя линей-
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ными функционалами в виде n-мерных интегралов, один из которых минимизи-
руется, а величина другого задана при условии, что функция-решение должна
быть неотрицательной. Это позволяет найти решение аналогичной задачи, где с
искомой функции снято условие неотрицательности и она взята по модулю в од-
ном из интегралов. Юрий Иосифович предложил новую экстремальную задачу,
имеющую много приложений, и назвал её «взаимной» [88*].

Ю. И. Черский впервые поставил и изучил важные для приложений экстре-
мальные задачи с искомыми областями интегрирования. Также он предложил
«комплексный вариант метода Лагранжа», с помощью которого экстремальные
задачи в комплексных пространствах можно свести к вещественным, тем самым
сохраняя для комплексного случая полную аналогию с вещественным случаем.
На этом пути Ю. И. Черским поставлены и решены новые экстремальные задачи
с искомыми аналитическими функциями, которые обобщают такие важные зада-
чи теории аналитических функций, как задачи Римана, Карлемана, Гильберта,
Газемана. Большое внимание Юрий Иосифович уделил приложениям теории экс-
тремальных задач к задачам прогнозирования, интерполированния и фильтрации
случайных процессов [97*, гл. 13].

Характеризуя научное творчество Ю. И. Черского в целом, следует отметить
его отличительную черту — приоритет конструктивного направления над теоре-
тическим при доказательстве существования решения задач и построении алго-
ритмов их решения.

Несомненно, научное наследие Ю. И. Черского послужит отправной точкой для
многих будущих исследований. В 2019 г. планируется проведение международной
конференции посвященной памяти Юрия Иосифовича Черского.
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