
Динамические системы, 2016, том 6(34), №2, 161–177

УДК 517.98

Интеграл Бохнера в линейных
норамированных конусах1

Ф.С.Стонякин, А.Н. Степанов
Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадского,
Симферополь 295007.
E-mail: fedyor@mail.ru
E-mail: stepanov.student@gmail.com

Аннотация. В классе линейных нормированных конусов (ЛНК) вводится аналог понятия инте-
грала Бохнера для отображений вещественного отрезка со значениями в абстрактных конусах.
Исследованы общие свойства интеграла Бохнера, в том числе свойство полноты конуса инте-
грируемых отображений. Для этого случая рассмотрена известная проблема Радона-Никодима,
связанная с отсутствием представимости отображения ограниченной вариации в виде неопре-
деленного интеграла Бохнера. В настоящей работе указанная выше проблема в определённом
смысле решена для отображений с p-вариацией для p > 1. Эти результаты новы даже в классе
банаховых пространств.
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Введение

Основы теории интегрирования в бесконечномерных векторных пространствах
были заложены Дж. Грейвсом, Т. Гильдебрандтом, С. Бохнером [9], Дж. Бирк-
гофом [8]. Н. Данфордом, И. М. Гельфандом [1] − [2]. Б. Дж. Петтисом [16],
Дж. Прайсом [18], С. Риккартом, Р. С. Филлипсом [17].

Векторное интегрирование активно используется при решении самых разнооб-
разных математических задач и ему посвящены крупные разделы в монографиях
Э. Хилле и Р. С. Филлипса [14], К. Иосиды [3], Н. Данфорда и Дж. Т. Шварца
[10], Э. Эдвардса [12], а также известная монография Дж. Дистеля и Дж. Ула [11].

При этом среди сильных типов интеграла отображений отрезка в банаховы
пространства выделяют интеграл Бохнера, который наиболее близок к классиче-
скому интегралу Лебега.

В последние десятилетия активно развивается теория так называемых локаль-
но выпуклых конусов. В частности этой теорией занимались такие известные ма-
тематики, как J. Radstrom [19], B. Fuchssteiner [13], K. Keimel [15], W. Roth [20, 21]
и другие.

Недавно И.В.Орловым [5] были введены так называемые субнормированные и
банаховы конусы и на их базе построена теория компактных субдифференциалов
с приложениями к вариационным задачам.

Предлагаемая работа посвящена известной проблеме Радона-Никодима, свой-
ственной для интеграла Бохнера отображений даже в классе банаховых про-
странств. Кратко сформулируем эту проблему.

Подобно интегралу Лебега в вещественном случае, неопределённый интеграл
Бохнера отображений в банаховы пространства является абсолютно непрерывным
отображением относительно нормы. Однако, в отличие от вещественного случая,
уже не всякое абсолютно непрерывное отображение представимо в виде неопреде-
лённого интеграла Бохнера [3, 14].

Для отображений в банаховы пространства эта тематика изучалась в диссерта-
ции Ф. С. Стонякина [7]. Предложенный там подход основан на усилении понятия
абсолютной непрерывности отображения f : I → E. Суть этого подхода, в ос-
новном, заключается в замене обычной нормы на норму в некотором банаховом
пространстве, порожденном выпуклым симметричным компактом в E. Как оказа-
лось, такая абсолютная непрерывность в определенном смысле снимает проблему
в классе банаховых пространств. Мы продолжим эти исследования в следующих
направлениях.

Во-первых, в классе банаховых пространств данной работы мы рассмотрим
класс отображений с так называемой p-вариацией при p ∈ (+1;∞). Пусть на сег-
менте [a; b] задано отображение F : I → E (E — банахово пространство). Разложим
[a; b] на части точками x0 = a < x1 < . . . < xn = b и составим сумму (p > 1)

V =
n−1∑
k=0

∥F (xk+1)− F (xk)∥p

(xk+1 − xk)p−1
.
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Точная верхняя граница множества всевозможных сумм V называется полной p-
вариацией отображения F (x) и обозначается через V p(F, [a; b]). Для таких отобра-
жений получено условие представимости в виде интеграла Бохнера с Lp-оценкой

b∫
a

∥F ′(t)∥dt < +∞

для отображений F : I → E в банаховы пространства (теорема 6).
Поскольку всякое липшицево отображение имеет конечную p-вариацию для

всякого p ∈ [1; +∞), то упомянутая проблема Радона-Никодима вполне актуальна
и для класса отображений F : I → X с конечной p-вариацией. Как показано в [3,
14], липшицево отображение f : I → E может быть нигде не дифференцируемым.

По аналогии с [7] мы вводим понятие отображения с компактной p-вариацией
и доказываем теорему о дифференцируемости таких отображений почти всюду
и представимости в виде интеграла Бохнера таких отображений F : I → E с

Lp-оценкой
b∫
a

∥F ′(t)∥p dt < +∞ (теорема 7).

Во-вторых, упомянутая проблематика рассмотрена в специальном классе ли-
нейных нормированных конусов с метрической топологией. На этот случай пере-
несена теорема 7 и получена теорема 8. Отдельно рассмотрен случай абсолютно
непрерывного отображения в ЛНК, т.е. специфичный случай p = 1 (теорема 9).

Работа состоит из введения, трех основных разделов и заключения.
В разделе 1 рассматриваются базовые вопросы теории абстрактных выпуклых

конусов, выделен специальный класс линейных нормированных конусов (ЛНК),
для которых существует линейное инъективное изометричное вложение в банахово
пространство. Рассмотрено несколько примеров абстрактных выпуклых конусов с
нормой, которые могут как входить в класс ЛНК, так и нет.

В разделе 2 вводятся аналоги интеграла Лебега для отображений веществен-
ного отрезка в ЛНК — интегралы типа Бохнера и Петтиса. Исследованы базовые
свойства таких интегралов, получен критерий интегрируемости отображений по
Бохнеру.

Раздел 3 посвящен описанной выше проблеме Радона-Никодима для отобра-
жений вещественного отрезка в ЛНК. В частности, получены условия дифферен-
цируемости отображений с конечной p-вариацией (p > 1) и представимости их в
виде интеграла Бохнера с Lp-оценкой на подинтегральное отображение.

1. Линейные нормированные конусы

В известной работе [19] доказано, что если в абстрактном выпуклом конусе
имеется метрика d : X ×X −→ R такая, что

d(x, y) = d(x+ z, y + z), d(λx, λy) = λd(x, y), ∀x, y, z ∈ X, λ > 0, (1.1)
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а также шар {x ∈ X | d(0, x) < ε} — поглощающее множество при всех ε > 0,
то такой конус Х линейно, инъективно и изометрично (относительно метрики)
вложен в некоторое линейное нормированное пространство EX .

Интересно записать условия (1.1) в виде условий на какой-то аналог нормы в
самом конусе X. Мы рассмотрим следующий аналог понятия нормы в выпуклых
конусах, который предложен Ф.С. Стонякиным в [22].

Определение 1. Нормой в выпуклом конусе X называется функция ∥·∥ : X → R,
удовлетворяющая следующим аксиомам ∀x, y ∈ X, ∀λ > 0:

1) ∥x∥ > 0; ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

2) ∥λx∥ = λ∥x∥;

3) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥;

4) x+ y = 0 ⇒ ∥x∥ = ∥y∥.

Определение 2. X называется выпуклым нормированным конусом (ВНК), если
X — выпуклый конус и существует норма на X.

Отметим, что аксиома 4) определения 1 в выпуклых конусах, вообще говоря,
не следует из остальных. Приведём соответствующий пример.
Пример 1. Пусть X — набор чисел x ∈ [0; +∞). Умножение на неотрицательный
скаляр вводится стандартно. Сложение x1 ⊕ x2 введем следующим образом:

x1 ⊕ x2 := min{x1, x2}.

Ведем естественную норму в выпуклом конусе X: ∥x∥ := x > 0. Аксиомы нормы
выполнены, но ∥0∥ ≠ ∥1∥, хотя 0⊕ 1 = 0.

Заметим, что в случае операции сложения x1 ⊕ x2 := max{x1, x2} множество
X =
= [0;+∞) будет выпуклым нормированным конусом. Приведем некоторые другие
естественные примеры выпуклых нормированных конусов.
Пример 2. Пусть X = F — набор неотрицательных ограниченных вещественных
функций f : [0; 1] → R с обычными операциями сложения и умножения на скаляр.
В этом случае мы рассматриваем обычную норму ∥f∥F := sup

06t61
|f(t)|.

Пример 3. Пусть X = K — набор выпуклых компактных подмножеств A некото-
рого нормированного линейного пространства E с операцией сложения по Мин-
ковскому и обычного умножения на скаляр. Норму в K введем стандартно:
∥A∥K := max

a∈A
∥a∥E.

Определение 3. Если в выпуклом нормированном конусе X существует метрика
d, удовлетворяющая условиям (1.1), причём d(0, x) = ∥x∥ для всякого x ∈ X, то
назовём X линейным нормированным конусом (ЛНК).
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Из известного результата [19] следует, что всякий ЛНК можно линейно инъек-
тивно изометрично вложить в некоторое банахово пространство EX . Поэтому в X
существует метрика X ×X → R+ и естественно рассмотреть топологию, которая
порождается системой окрестностей точки x0 ∈ X вида

Bε(x0) = {y ∈ X | d(y, x0) < ε}.

Будем называть эту топологию метрической.
В качестве нетривиального примера ЛНК можно привести конус выпуклых

компактных подмножеств банахова пространства E. Приведем нетривиальный
пример ЛНК.
Пример 4. Пусть E — банахово пространство, а K(E) — набор выпуклых ком-
пактов E. Как известно [6], K(E) изометрично вложено в линейное пространство
L(E) классов эквивалентности (A,B) для A,B ∈ K(E):

∀A1, A2, B1, B2 ∈ K(E) (A1, B1) ∼ (A2, B2), если A1 +B2 = A2 +B1.

Нулевой элемент L(E) определяется так: OL(E) := {(A,A) | A ∈ K(E)}. В про-
странстве L(E) можно ввести норму: ||(A,B)||L(E) := h(A,B), равную метрике
Хаусдорфа множеств А и В. K(E) изоморфно выпуклому конусу K := {(A, {0}) |
A ∈ K(E)} ⊂ L(E). Вообще говоря, L(E) не полно, но конус K секвенциально
полон в L(E).

Интересно также привести пример выпуклого конуса с нормой, не являющегося
ЛНК.
Пример 5. Пусть X — набор пар неотрицательных чисел (a, b), для которых a = 0
тогда и только тогда, когда b = 0: (a, b) = 0 ⇐⇒ a = 0. Введем норму следующим
образом: ∥(a, b)∥X := a.

Ясно, что X линейно инъективно вложено в линейное пространство E пар ве-
щественных чисел (a, b). Более того, всякое соответствующее линейное инъектив-
ное вложение φ((a, b)) = (α1a+β1b, α2a+β2b) не изометрично, где α1,2 и β1,2 — фик-
сированные вещественные числа, для которых (α1, α2) ̸= (0, 0) и (β1, β2) ̸= (0, 0).
Действительно, для всякой возможной нормы q(·) на E

q(φ(a, b)) = q((α1, α2)a+ (β1, β2)b) > q((β1, β2))b− q((α1, α2))a

и lim
b→+∞

q((αa, βb)) = +∞ для любого фиксированного числа a. Поэтому существует

такая пара (a, b) ∈ X, что q((a, b)) ̸= ∥(a, b)∥X , то есть вложение φ не изометрично.
Ясно, что в случае существования линейного инъективного изометричного вло-

жения φ : X → EX можно ввести метрику d(x, y) = ∥φ(x) − φ(y)∥EX
. Стоит за-

метить, что существование линейного инъективного изометрического вложения
φ : X → EX означает, что на класс ЛНК с законом сокращения можно перенести
все версии теоремы Хана-Банаха об отделимости выпуклых множеств. В частно-
сти, это касается известного результата о функциональной отделимости точки и
замкнутого выпуклого множества, который мы будем использовать в дальнейшем.
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Определение 4. Множество A ⊂ X назовем замкнутым, если для всякой d-
сходящейся последовательности {xn}∞n=1 ⊂ A её предел x0 лежит в A.

Теорема 1. Пусть X — ЛНК с законом сокращения, A ⊂ X — замкнутое вы-
пуклое множество, x0 ̸∈ A. Тогда существует ℓ ∈ X∗ такой, что ℓ(x0) > ℓ(A).

2. Интеграл Бохнера в ЛНК: определение и свойства

Существует множество аналогов классического интеграла Лебега для отобра-
жений в бесконечномерные пространства Фреше. Наиболее известным и широко
употребляемым является интеграл Бохнера, поскольку он сохраняет практически
все свойства интеграла Лебега [4, 12, 14]. Однако класс интегрируемых по Бохнеру
отображений не является достаточно широким для многих задач функционально-
го анализа и его приложений [4, 12, 23].

В связи с этим наряду с интегралом Бохнера активно изучаются и использу-
ются другие понятия интеграла для отображений в бесконечномерные простран-
ства Фреше [4, 12, 23]. В частности, хорошо известна теория интеграла Петтиса
[4, 14, 23]. Класс интегрируемых по Петтису отображений существенно шире клас-
са отображений, интегрируемых по Бохнеру. Но при этом интеграл Петтиса теряет
множество существенных свойств интеграла Бохнера.

В данном разделе статьи мы введём аналоги понятий интегралов Петтиса и
Бохнера для отображений f : I = [a; b] → X, где X — ЛНК с законом сокра-
щения. Наши рассуждения основаны на существовании линейного инъективного
изометричного вложения всякого такого конуса в банахово пространство.

Для метрической топологии понятие интеграла Бохнера отображений f : I →
X можно ввести, заменив местами сходимость по норме в X на сходимость по мет-
рике. Этому посвящен пункт 2.2 данного раздела. Что же касается других типов
сходимости, то тут мы вынуждены рассмотреть всю схему построения интеграла
(от понятия измеримости и слабого интеграла), чему более подробно посвящен п.
2.3 настоящего раздела работы. Обе концепции интеграла Бохнера опираются на
понятие и простейшие свойства интеграла Петтиса (п. 2.1.).

2.1. Интеграл Петтиса в ЛНК

Вслед за стандартной схемой построения интегралов [14] отображений в ба-
наховы пространства будем вводить слабый интеграл Петтиса и сильный инте-
грал Бохнера отображений f : I → X. Здесь мы снова используем существо-
вание линейного инъективного изометричного вложения X в банахово простран-
ство EX . Будем обозначать через X∗ набор линейных ограниченных функционалов
ℓ : X → R+ (т.е. |ℓ(x)| 6 C · ∥x∥ для всякого x ∈ X при некотором C > 0).

Определение 5. Отображение f будем называть интегрируемым по Петтису на
измеримом по Лебегу множестве A, если всякому существует xA ∈ X такой, что

ℓ(xA) =

∫
A

ℓ(f(t))dt ∀ℓ ∈ X∗,
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где интеграл справа понимается в смысле Лебега. Примем обозначение:

(P )

∫
A

f(t)dt =: xA.

По стандартной схеме [14] можно проверить следующий факт.

Теорема 2. Если f : I → X интегрируема по Петтису на всяком измеримом по
Лебегу подмножестве A ⊂ I, то функция множества

Φ(A) = (P )

∫
A

f(t) dt

сильно счетно аддитивна и абсолютно непрерывна относительно классической
меры Лебега mes, заданной на борелевской σ-алгебре подмножеств I.

2.2. Интеграл Бохнера в ЛНК

Напомним, что наличие метрики d : X ×X → R с соответствующими условия-
ми позволяет линейно инъективно изометрично вложить X в некоторое банахово
пространство EX .

Введем понятие интеграла Бохнера для метрической топологии. По сути, это —
обычное понятие интеграла Бохнера для отображения f : I → EX . Начнём с
определения интеграла Бохнера простых отображений.

Определение 6. Через mes будем обозначать классическую меру Лебега на чис-
ловой прямой, Ik, A — измеримые по Лебегу подмножества I, χA(·) — характери-
стическая функция множества A.

Простое отображение f(t) :=
N∑
k=1

ckχIk(t), где ck ∈ X (X — ЛНК),

I =
N∪
k=0

Ik, mes(I0) = 0, назовем интегрируемым по Бохнеру, если его норма

∥f(t)∥ : I → R интегрируема по Лебегу. В таком случае

(B)

∫
A

f(t) dt :=
N∑
k=1

ckmes(A ∩ Ik). (2.1)

Определение 7. Будем считать, что X — ЛНК с законом сокращения. Тогда
существует линейное инъективное изометричное вложение φ : X → EX .

Положим d(x, y) := ∥φ(x) − φ(y)∥EX
. Отображение f : I → X (X — ЛНК с

законом сокращения) будем называть интегрируемым по Бохнеру, если существует
такая последовательность простых отображений {fn(t)}∞n=1, что для почти всех
t ∈ I

lim
n→∞

d(fn(t), f(t)) = 0, lim
n→∞

∫
d(fn(t), f(t)) = 0, (2.2)
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а также существует предел lim
n→∞

(B)
∫
I

fn(t) dt. В таком случае по определению для

всякого измеримого по Лебегу множества A ⊂ I

(B)

∫
A

f(t) dt := lim
n→∞

(B)

∫
A

fn(t) dt. (2.3)

Замечание 1. Условие существования предела lim
n→∞

(B)
∫
I

fn(t) dt можно заменить

на условие полноты X как метрического пространства. Независимо от этого усло-
вия такой предел будет единственным, что обосновывает корректность определе-
ния 7.

Если f : I → X интегрируемо по Бохнеру в любой из нормированных тополо-
гий, то из условия f(t) = lim

n→∞
fn(t) для почти всюду t ∈ I (fn — простые) следует,

что для всякого ℓ ∈ X∗ ℓ(f(t)) = lim
n→

ℓ(fn(t)) для почти всюду t ∈ I, откуда

ℓ

(B)

∫
I

fn(t) dt

 =

∫
I

ℓ(fn(t)) dt →
∫
I

ℓ(f(t)) dt.

Теперь в силу непрерывности функционала ℓ

ℓ

(B)

∫
I

f(t) dt

 =

∫
I

ℓ(f(t)) dt ∀ℓ ∈ X∗,

то есть любая интегрируемая по Бохнеру функция интегрируема и по Петтису,
причем значения обоих интегралов совпадают. Это, в частности, означает, что
функция множества (A ⊂ I, A измеримо по Лебегу).

Φ(A) = (B)

∫
A

f(t) dt

сильно счетно-аддитивна и абсолютно непрерывна относительно меры mes.
Стандартно проверяется для всякого измеримого A ⊂ I.

Предложение 1. (i)
∫
A

∥f(t)∥ dt > ∥(B)
∫
A

f(t) dt∥;

(ii)
∫
A

(αf(t) + βg(t)) dt = α
∫
A

f(t dt+ β
∫
g(t) dt ∀α, β > 0).

Стандартным способом [14] проверяется критерий интегрируемости по Бохнеру
отображений F : I → X.

Теорема 3. Пусть X — d-полное метрическое пространство. Отображение f :
I → X интегрируемо по Бохнеру тогда и только тогда, когда f почти всюду
есть предел последовательности простых отображений метрической топологии
и функция ∥f(t)∥ суммируема по Лебегу.
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Если X — d-полное метрическое пространство, то конус интегрируемых по
Бохнеру отображений f : I → X снова будет полным метрическим пространством
с метрикой

d(f, g) =

∫
I

ρ(f(t), g(t)) dt =

∫
I

∥φ(f(t))− φ(g(t))∥ dt,

где φ : X → EX — линейное инъективное непрерывное вложение. Это следует
из соответствующего свойства интеграла Бохнера отображений в банаховых про-
странствах.

Аналогично проверяется, что для интеграла Бохнера можно усилить теорему
2.

Теорема 4. Пусть A =
∞∪
n=1

An, A и An — измеримы по Лебегу. Тогда для инте-

грируемого по Бохнеру отображения f на I в метрической топологии верно∫
A

f(t) dt =
∞∑
n=1

∫
An

f(t) dt.

Доказательство. Отметим лишь, что из интегрируемости по Бохнеру на всём
множестве вытекает интегрируемость на всяком его измеримом подмножестве.
Это следует из свойств интеграла Бохнера отображений вещественного отрезка
в банаховы пространства и доказывается по стандартной схеме [14].

3. Проблема Радона-Николима и p-вариация

3.1. Постановка задачи, решение проблемы в банаховом случае

Теперь вспомним о проблеме Радона-Никодима, которая для отображений F :
I → E (E — ЛВП) была исследована Ф. С. Стонякиным ранее. Для банахова
пространства E, в частности, рассматривалось семейство абсолютно выпуклых
компактов C(E). Отображение F : I → E называлось в [7] компактно абсолютно
непрерывным, если F : I → F (a) + EC для некоторого C ∈ C(E), EC = (spC, ∥ ·
∥C), и pC(·) — функционал Минковского множества C ∈ C(E). В частности, было
доказано, что

Теорема 5. Если F : I → E компактно абсолютно непрерывно, то

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t) dt (F ′ существует почти всюду на I).

Введем понятие сильно абсолютно непрерывного отображения F : I = [a; b] →
X в метрической топологии.
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Определение 8. F : I → X назовем (сильно) абсолютно непрерывным, если

∀ε > 0 ∃δ > 0 :

(
∀

n∪
k=1

[αk; βk) ⊂ I :
n∑

k=1

(βk − αk) < δ

)
⇒

⇒
p∑

k=1

d(F (αk), F (βk)) < ε.

Легко проверить, что всякий неопределенный интеграл Бохнера

F (x) = (B)

x∫
a

f(t) dt

отображения f : I = [a; b] → X сильно абсолютно непрерывен в метрической
топологии.

Для ЛНК X зафиксируем банахово пространство EX такое, что существует
линейное инъективное изометричное вложение φ : X → EX . Тогда для всякого
выпуклого симметричного компакта C ⊂ EX можно ввести метрику для x, y ∈ X:

dC(x, y) := ∥φ(x)− φ(y)∥C , (3.1)

равную +∞ в случае φ(x)− φ(y) ̸∈ spanC ⊂ EX .
Теперь введем понятие компактно абсолютно непрерывного отображения.

Определение 9. F : I → X назовем компактно абсолютно непрерывным
(F ∈ ACK(I,X)), если для некоторого выпуклого компакта C ⊂ X φ(F ) : I →
φ(F (a)) + EC , причем

∀ε > 0 ∃δ > 0 :

(
∀

n∪
k=1

[αk; βk) ⊂ I :
n∑

k=1

(βk − αk) < δ

)
⇒

⇒
p∑

k=1

d(F (αk), F (βk)) < ε.

Отметим простейшие свойства класса ACK(I,X).

Предложение 2. Справедливо включение ACK(I,X) ⊂ AC(I,X). В случае, ко-
гда X линейно инъективно и непрерывно вложен в конечномерное пространство
dimE < ∞, классы ACK(I,X) и AC(I,X) совпадают.

Для переноса теоремы 5 существенна непрерывность вложения ЛНК X в ба-
нахово пространство EX . Это сразу приводит к необходимости учитывать выбор
топологии в ЛНК X. Поэтому мы переходим к проблеме переноса теоремы 5 на
отображения в ЛНК.
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Попутно мы рассматриваем обобщение понятия абсолютно непрерывного отоб-
ражения — отображения с p-вариацией (p ∈ (1;+∞)) и ставим проблему предста-
вимости таких отображений в виде интеграла Бохнера. В этом плане удалось по-
лучить теоремы о представимости отображений с компактной p-вариацией в виде
интеграла, которые новы даже для банаховых пространств (теоремы 7, 8).

3.2. Об отображениях с конечной p-вариацией со значениями в
банаховых пространствах

Данный раздел посвящен переносу известной теоремы Ф. Рисса об описании
вещественных функций, имеющих конечную p-вариацию на случай отображений
в банаховы пространства.

Определение 10. Пусть на сегменте [a; b] задано отображение F : I → E (E —
банахово пространство). Разложим [a; b] на части точками x0 = a < x1 < . . . <
xn = b и составим сумму

V =
n−1∑
k=0

∥F (xk+1)− F (xk)∥p

(xk+1 − xk)p−1
, p > 1.

Точная верхняя граница множества всевозможных сумм V называется полной
p-вариацией отображения F и обозначается через V p(F, [a; b]).

Лемма 1. Непосредственно проверяются основные свойства для отображений
с конечной p-вариацией:

• F, g ∈ BV p ⇒ F ± g ∈ BV p, λF ∈ BV p (BV p означает, что F имеет
конечную p-вариацию);

• F ∈ BV p ⇒ F ∈ AC (AC — класс абсолютно непрерывных функций);

• F ∈ Lip ⇒ F ∈ BV p, 1 < p < ∞ (Lip — класс липшицевых функций).

Хорошо известно, что липшицево отображение может быть нигде не дифферен-
цируемым [2]. Оказывается, что условие ограниченной p-вариации сильнее условия
абсолютной непрерывности, но слабее условия Липшица, поэтому исходная про-
блематика переносится и на случай p-вариации. Иными словами, отображение с
конечной p-вариацией может также быть нигде не дифференцируемым.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Если функция F : [a; b] → E (где E — банахово пространство) имеет
конечную полную p-вариацию, почти всюду дифференцируема на [a; b], тогда

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

f(t) dt,

где
x∫
a

∥f(t)∥p dt < ∞.
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Доказательство. В неравенстве

n−1∑
k=0

∥F (xk+1)− F (xk)∥p

(xk+1 − xk)p−1
6 K

(где K не зависит от способа разложения [a, b], причем за число K можно при-

нять интеграл
b∫
a

∥f(t)∥p dt) для любой конечной системы взаимно неналегающих

интервалов (ak, bk) (k = 1, 2, . . . , n), содержащейся в [a, b], будет

n∑
k=1

∥F (bk)− F (ak)∥p

(bk − ak)p−1
6 K.

Но в силу сумматорного неравенства Гёльдера

n∑
k=1

∥F (bk)− F (ak)∥ =
n∑

k=1

∥F (bk)− F (ak)∥
(bk − ak)

p−1
p

(bk − ak)
1
q 6

6 p

√√√√ n∑
k=1

∥F (bk)− F (ak)∥p
(bk − ak)p−1

· q

√√√√ n∑
k=1

(bk − ak), где q =
p

p− 1

и, стало быть,
n∑

k=1

∥F (bk)− F (ak)∥ 6 p
√
K · q

√√√√ n∑
k=1

(bk − ak),

откуда вытекает абсолютная непрерывность функции F (x).
Значения функции F (x) содержатся в некотором замкнутом сепарабельном

подпространстве E0 пространства E. Так как слабые пределы элементов из E0

заключены в E0, то почти все значения F (x) содержатся в E0. Таким образом, F (x)
слабо измерима, почти сепарабельнозначна и, следовательно, сильно измерима.

Положим fn(t) = 2n[F (k2−n)− F ((k − 1)2−n)] при (k − 1)2−n 6 t < k2−n,
k = 0,±1,±2, . . . .

2−n = xk+1 − xk.

Следовательно,

fn(t) =
F (xk+1)− F (xk)

xk+1 − xk

, lim
n→∞

fn(t) = f(t).

При этом

b∫
a

∥fn(t)∥p dt =
n−1∑
k=0

x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

∥fn(t)∥p dt =
n−1∑
k=0

∥F (x
(n)
k+1)− F (x

(n)
k )∥p

(x
(n)
k+1 − x

(n)
k )p−1

6 K
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и, стало быть,
b∫

a

∥f(t)∥p dt < +∞.

Далее, fn(t) почти всюду сходится слабо к f(t), поэтому почти всюду ∥f(t)∥ 6
6 lim

n→∞
∥fn(t)∥. Для любого линейного непрерывного функционала ℓ ∈ E∗

ℓ(F (b)− F (a)) =

x∫
a

ℓ(f(t)) dt = ℓ

(B)

x∫
a

f(t) dt

 .

Поэтому

F (b)− F (a) = (B)

x∫
a

f(t) dt.

Теорема доказана.

3.3. Отображения с компактной p-вариацией в ЛНК: метрическая
топология

Введем понятие отображения с компактной p-вариацией при p ∈ [1; +∞). Если
E — банахово пространство, то для всякого выпуклого симметричного компакта
C ⊂ E полной p-вариацией в EC отображения F : I → F (a) + EC будем называть

sup
n−1∑
k=0

∥F (xk)− F (xk−1)∥pC
(xk − xk−1)p−1

, (3.2)

где супремум берется по всем разбиениям отрезка [a; b] : a = x0 < x1 < . . . <
xn = b. Если полная вариация конечна, то отображение F будем называть отоб-
ражением с компактной p-вариацией. При p > 1 всякое такое отображение будет
компактно абсолютно непрерывным. Нами доказана следующая теорема.

Теорема 7. Пусть F : I → E имеет компактную p-вариацию (p > 1). Тогда

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t) dt, (3.3)

причем
∫
∥F ′(t)∥pC dt < +∞ для соответствующего выпуклого компакта C ⊂ E.

Доказательство. Данное утверждение следует из того, что F ∈ ACK(I, E) (см.
лемму 1). Далее нужно комбинировать теоремы 5 и 6.
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Тогда условие компактной p-вариации для F : I = [a; b] → X можно ввести
так:

sup
n−1∑
k=0

dpC (F (xk), F (xk−1))

(xk − xk−1)p−1
< +∞, (3.4)

где супремум берется по всем разбиениям отрезка [a; b]: a = x0 < x1 < . . . < xn = b.
Примем обозначение F ∈ BV p(I,X,C).

Из F ∈ BV p(I,X,C) следует F ∈ ACk(I, EX) и далее, комбинируя теоремы 5
и 6, получаем следующий результат.

Теорема 8. Пусть X — d-полное метрическое пространство. Если при p > 1
F ∈ BV p(X,C) для некоторого выпуклого симметричного компакта C ⊂ EX , то
F почти всюду дифференцируемо в X и верно равенство

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t) dt, (3.5)

где
b∫
a

dpC(0, F
′(t)) dt =

b∫
a

∥φ(F ′(t))∥pCdt < +∞.

Отметим, что d-полнота существенна для принадлежности F ′(t) ∈ X.

Замечание 2. Покажем класс примеров применимости данного результата. Отоб-
ражение F : I → X будет иметь компактную p-вариацию, если

F (x) = F (a) + Φ(x)C (a 6 x 6 b)

для некоторого компакта C ⊂ X и

Φ(x) =

x∫
a

φ(t) dt, φ : I → R, φ ∈ Lp([a; b]).

Из доказанной нами теоремы 5 следует, что такое отображение почти всюду имеет
производную F ′ в метрической топологии ЛНК X, причем

b∫
a

∥F ′(t)∥p dt < +∞.

Отметим, что при p = 1 отображение ограниченной вариации может не быть
абсолютно непрерывным, поэтому в таком случае стоит потребовать абсолютную
непрерывность отображения F .
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Теорема 9. Пусть X — d-полное метрическое пространство. Если для некото-
рого выпуклого симметричного компакта C ⊂ EX верно

∀ε > 0 ∃δ > 0 :

(
∀

n∪
k=1

[αk; βk) ⊂ I :
n∑

k=1

(βk − αk) < δ

)
⇒

⇒
p∑

k=1

dC(F (αk), F (βk)) < ε,

(3.6)

то F почти всюду дифференцируемо в X и верно

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

F ′(t) dt, (3.7)

где
b∫
a

dC(0, F
′(t)) dt =

b∫
a

∥φ(F ′(t))∥Cdt < +∞.

Доказательство. Условие 3.6 гарантирует компактную абсолютную непрерыв-
ность отображения φ(F ) : I = [a; b] → EX . Далее нужно воспользоваться теоремой
5 и полнотой метрического пространства X.

Полученный результат можно использовать для отображения в конус выпук-
лых компактов любого банахова пространства со стандартной нормой и метрикой
Хаусдорфа (см. пример 5).

Заключение

В работе рассмотрено понятие линейного нормированного конуса (ЛНК). Для
отображений в ЛНК X с законом сокращения введен и исследован аналог понятия
интеграла Бохнера для отображений f : I = [a; b] → X в метрической топологии.

Была затронута известная проблема Радона-Никодима о представимости абсо-
лютно непрерывных отображений в виде интеграла Бохнера. Для отображений в
банаховы пространства эта проблема была исследована Ф. С. Стонякиным в его
кандидатской диссертации [7].

Мы развили эти исследования в новом направлении. Во-первых, в классе бана-
ховых пространств работы мы рассмотрели класс отображений с так называемой
p-вариацией при p ∈ [1; +∞). В работе получены условия дифференцируемости
таких отображений почти всюду и представимости в виде интеграла Бохнера, ко-
торые новы даже для банаховых пространств.

Во-вторых, упомянутая проблематика рассмотрена в классе ЛНК с метриче-
ской топологией. На этот случай перенесена теорема 7 — сформулирована теорема
8. Дано замечание о содержательном классе примеров (см. замечание 2). Отдель-
но рассмотрен случай p = 1, т.е. сильно абсолютно непрерывного отображения в
ЛНК (теорема 9).
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