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1. Введение

В классической динамике используются модели, которые не содержат в явном
виде время (например, уравнения Лагранжа, уравнения Гамильтона, уравнения в
квазикоординатах, задача трех тел, уравнения Эйлера-Пуассона и др.). Действие
тел, не включенных в данную систему, учитывается в рамках теории возмущений.
При этом действующие возмущения обусловлены различными факторами, как,
например: 1) изменением параметров системы, 2) переходом в неинерциальную
систему координат, 3) слабым действием тел, не включенных в данную систе-
му. Эти возмущения могут быть контролируемыми (малое изменение известных
параметров, переход на слабо эллиптическую орбиту в задаче трех тел, малые
вибрации точки подвеса маятника и т.д.) или неконтролируемыми (параметры из-
вестны приближенно, скорость вращения системы координат измерена неточно,
конкретный вид возмущений неясен). Возмущения могут сохранять автономность
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системы или же приводить к системе, близкой к автономной, — квазиавтономной
системе. Другая сторона проблемы связана с учетом математического класса, к
которому принадлежит модель, и класса действующих возмущений. Например,
модель может описываться гамильтоновыми уравнениями, а возмущения могут
или сохранять гамильтоновый характер системы, или же квазиавтономная систе-
ма будет описываться системой ОДУ в виде Коши. Наконец, динамическая модель
может быть гладкой или негладкой, так же как и возмущение, которое может быть
различного класса, в том числе, иметь разную степень гладкости. С теоретической
точки зрения и для приложений возмущения обычно принимаются принадлежа-
щими к тому же классу, что и модель, или рассматриваются из более широкого
класса.

В теории возмущений выделяются [10, 12] грубый случай, когда действие воз-
мущений незначительно количественно меняет динамику модели, и негрубый слу-
чай, в котором динамика модели меняется качественно. Следовательно, замыка-
ние модели теории возмущений зависит от интересующего динамического свой-
ства модели, а также от класса действующих возмущений [10, 12]. Эти трудности
преодолеваются в теории вынужденных колебаний и теории управления.

2. Замкнутая динамическая модель

В динамической модели учитываются существенные факторы. Учет других —
неучтенных факторов становится предметом теории возмущений. Действие возму-
щений может чуть-чуть количественно изменять динамику систему или принести
новое качество. Последнее обычно связано с бифуркацией.

Возмущения возникают из-за малого действия на систему других систем. По-
этому, учитывая это действие, приходим к новой — замкнутой динамической моде-
ли. Неучтенное действие на систему теперь учитывается связями между система-
ми: получаются взаимосвязанные системы. В силу малости неучтенных факторов
связи между системами здесь малы, т.е. получается замкнутая модель слабо свя-
занных систем. Если величина связи между системами не ограничена условием
малости, то получаем просто замкнутую динамическую модель. Взаимосвязанны-
ми являются, к примеру, сетевые системы.

Связи между системами зависят от фазовых переменных. Однако взаимодей-
ствие систем также может вызываться их ускорениями. Поэтому связи могут со-
держать и производные от фазовых переменных. Таким образом строится, на-
пример, теория неголономных механических систем со связями высокого поряд-
ка [4, 2].

Замкнутые динамические модели используются в теории вынужденных коле-
баний. Путем исчерпывающего задания действия другой системы на модель полу-
чается замкнутая модель. Такая же ситуация имеет место в теории управления, в
которой другая система действует управлением на модель. В теории управления
собственная динамика модели обычно частично учитывается. Иногда использует-
ся коррекция модели [5]
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В исследовании замкнутой динамической модели ставятся две основные за-
дачи: 1) при каких условиях на связи в замкнутой модели сохраняется свойство
динамики, имеющейся в подсистемах системы и 2) какие качественные эффекты
в замкнутой модели связаны с наличием связи между подсистемами.

В настоящее время в научной литературе наблюдается бум в исследовании
взаимосвязанных и сетевых систем [6]. При этом изучаемые модели и постановки
задач отличаются большим многообразием. Ниже на двух основных задачах небес-
ной механики показывается, к каким результатам приводят рассмотрение задач с
позиций замкнутой динамической модели.

3. N-планетная задача

В N -планетной задаче изучается движение системы из N + 1 гравитирующих
точек, одна из которых (Солнце) имеет массу, значительно превосходящую мас-
сы остальных точек (планет). Значит, здесь при пренебрежении взаимодействием
планет между собой получаем N независимых задач двух тел (Солнце-планета),
а влияние притяжения других планет на движение данной планеты учитывается
малыми связями между этими задачами. В результате имеем замкнутую динами-
ческую модель — слабо связанные системы.

Используем уравнения движения задачи в цилиндрических координатах
(см. [1], с.365)

ρ̈s − ρsθ̇
2
s =

∂Ωs

∂ρs
,

d

dt
(ρ2sθ̇s) =

∂Ωs

∂θs
, z̈s =

∂Ωs

∂zs
, s = 1, . . . , N, (3.1)

Ωs =
f(m0 +ms)√

ρ2s + z2s
+ Ωs1, (3.2)

Ωs1 = f
N∑

j=1(s ̸=j)

mj

[
1

∆sj

− ρsρj cos(θs − θj) + zszj
(ρ2s + z2s)

3/2

]
,

∆2
sj = ρ2s + ρ2j − 2ρsρj cos(θs − θj) + (zs − zj)

2, (3.3)

где m0 — масса Солнца, ms — массы планет (m0 ≫ ms).
Приведенная система инвариантна относительно замены:

ρ→ ρ, θ → ±θ, z → z(−z), t→ −t.

Другими словами, N -планетная задача принадлежит к классу механических си-
стем [11].

При Ωs1 = 0 (s = 1, . . . , N) система (3.1), (3.2) распадается на N задач двух тел.
Все эти задачи имеют семейство плоских эллиптических орбит, на которых перио-
ды обращения зависят только от больших полуосей as эллипсов: эксцентриситеты
es отвечают за вытянутость орбиты. Плоские периодические орбиты образуют
семейство условно-периодических орбит с N частотами. Среди этих орбит суще-
ствует семейство резонансных периодических орбит, где as = as(h), s = 1, . . . , N :
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h — постоянная интеграла энергии. Эти орбиты образут плоское порождающее се-
мейство орбит. Поэтому без ограничения общности полагается: zs ≡ 0, s = 1, . . . , N .

Эллиптические орбиты задачи двух тел и порождающие плоские периодиче-
ские орбиты N -планетной задачи относятся к симметричным периодическим дви-
жениям [13]. Установлено, что невырожденное семейство симметричных периоди-
ческих движений обратимой механической системы устойчиво относительно па-
раметрических возмущений системы [13].

В работе [14] доказывалась невырожденность семейства эллиптических орбит
задачи двух тел. Таким же будет порождающее семейство в N -планетной зада-
че [14]. Безразмерные параметры ms/m0, s = 1, . . . , N , в исследуемой задаче малы.
Следовательно, по указанной выше теореме об устойчивости [13] в N -планетной
задаче существуют плоские периодические резонансные орбиты, близкие к орби-
там задач двух тел, на которых планеты периодически выстраиваются вдоль одной
прямой (парад планет). Парад планет наблюдается на (N + 1)-параметрическом
семействе орбит, а период на нем зависит только от одного параметра – постоянной
интеграла энергии.

Таким образом, вопрос переноса динамического свойства задачи двух тел
(иметь эллиптические орбиты) на замкнутую модель N -планетной задачи полу-
чает решение и приводит к выводу о существовании резонансных периодических
орбит N -планетной задачи, на которых наблюдается парад планет.

4. Неограниченная (общая) и ограниченная задачи трех тел

4.1. Задача трех тел

Неограниченная задача трех тел — задача о движении механической системы,
состоящей из трех материальных точек P0,P1,P2 с массами M0,M1,M2, взаим-
но притягивающихся по закону Ньютона, имеет более чем 300-летную историю
и введена в рассмотрение Ньютоном. По содержанию здесь имеем полностью за-
мкнутую динамическую модель.

Ниже задача трех тел рассматривается для закона взаимодействия, когда сила
Fij притяжения точек Pi и Pj пропорциональна произвольной степени n (n ̸= −1)
взаимного расстояния rij

Fij = fMiMjr
n
ij(i, j = 1, 1, 2; i ̸= j),

где f — некоторая постоянная. Такая постановка задачи восходит к Лапласу [17],
Раусу [18] и Ляпунову [3], имеет приложения не только в небесной механике, но и
в звездной динамике. Ньютоновскому взаимодействию отвечает значение n = −2.

Вместе с неограниченной (общей) задачей трех тел в небесной механике ис-
следуется ограниченная задача трех тел — задача о движении пассивно грави-
тирующей точки в поле притяжения двух основных тел. Эта задача введена в
рассмотрение Эйлером [15] и часто считается основной задачей небесной механи-
ки [7]. В задаче пассивно гравитирующая точка не притягивает основные тела:
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нарушается закон всемирного тяготения. Модель не замкнута. Модель замыкает-
ся, если учесть притяжение основных тел точкой малой массы. В этом случае в
задаче трех тел проявляются динамические эффекты, не наблюдаемые в рамках
ограниченной задачи трех тел [8].

Ниже будет показано, что неограниченная задача трех тел описывается за-
мкнутой динамической моделью. Эта модель становится слабо связанной, когда
масса одной точки мала, а при стремлении указанной массы к нулю в пределе
получаем уравнения движения ограниченной задачи трех тел. При этом исполь-
зуются полученные ранее автором результаты [9].

Точки P0,P1,P2 образуют треугольник со сторонами P0P1, P0P2, P1P2 и со-
ответствующими им длинами r1, r2, r3: угол между сторонами обозначим через ψ.
Для динамического описания задачи используем независимые переменные r, y, ψ:

2r2 = µ1r
2
1 + µ2r

2
2 + µ3r

2
3, y = ln

r2
r1
,

mi =
Mi

M
, µi+j = mimj (i, j = 0, 1, 2; i ̸= j), µ = µ1µ2 + µ1µ3 + µ2µ3.

Тогда получается такое выражение для функции Рауса [9]

R = r2 + r2F2 + F1 −
β2

4r2
+ rn+1F0 (n ̸= −1),

где

F2 =
µ

S2
(ẏ2 + ψ̇2),

F1 = −β
S
[µ3(ψ̇ cosψ + ẏ sinψ)− (µ2 + µ3)ψ̇e

y],

F0 = − fM

n+ 1

(
2

S

)(n+1)/2

[µ1e
−(n+1)y/2 + µ2e

(n+1)y/2 + µ3(e
y + e−y − 2 cosψ)(n+1)/2],

S = µ1e
−y + µ2e

y + µ3(e
y + e−y + 2 cosψ),

а через β обозначена постоянная интеграла площадей.

4.2. Уравнения движения

Уравнения движения, определяющие изменение конфигурации треугольника,
имеют вид

d

dt

(
r2
∂F2

∂ξ̇
+
∂F1

∂ξ̇

)
= r2

∂F2

∂ξ
+
∂F1

∂ξ
+ rn+1∂F0

∂ξ
,

где через ξ обозначены переменные y и ψ. Выберем в качестве новой независимой
переменной угол θ, определяемый соотношением

2r2dθ/dt = β.
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Тогда получим

d

dθ

[
µ

S2

dψ

dθ
− µ3 cosψ − (µ2 + µ3)e

y

S

]
=
µ

2

∂F ∗
2

∂ψ
+
∂F ∗

1

∂ψ
+
rn+3

β2

∂F ∗
0

∂ψ
,

d

dθ

[
µ

S2

dy

dθ
− µ3 sinψ

S

]
=
µ

2

∂F ∗
2

∂y
+
∂F ∗

1

∂y
+
rn+3

β2

∂F ∗
0

∂y
,

где теперь

F ∗
2 =

1

2

[(
dψ

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2
]
,

F ∗
1 = − 1

S
[µ3(

dψ

dθ
cosψ +

dy

dθ
sinψ)− (µ2 + µ3)e

y dψ

dθ
],

F ∗
0 = − fM

n+ 1
[µ1e

−(n+1)/2 + µ2e
(n+1)/2 + µ3(e

y + e−y − 2 cosψ)(n+1)/2]S−(n+1)/2.

Здесь через r обозначена величина r
√
2.

Далее после вычисления производных и необходимых преобразований получим
систему

d

dθ

(
1

S2

dψ

dθ

)
= − 1

S2

dy

dθ
+

1

2

∂F ∗
2

∂ψ
+
rn+3

µβ2

∂F ∗
0

∂ψ
,

d

dθ

(
1

S2

dy

dθ

)
=

1

S2

dψ

dθ
+

1

2

∂F ∗
2

∂y
− rn+3

µβ2

∂F ∗
0

∂y
.

(4.1)

Наконец, добавляя к системе (4.1) уравнение для переменной r

r̈ = rF2 +
β2

r3
+ (n+ 1)rnF0, (4.2)

получим полную систему уравнений, описывающих плоскую неограниченную за-
дачу трех тел.

4.3. Распад замкнутой системы на независимые подсистемы

Вычислим производные

∂F0∗
∂ψ

= −fMµ3P
−(n+3)/2(Pq(n−1)/2 −Q)ey sinψ,

∂F0∗
∂y

= −fMP−(n+3)/2[µ2(Pp
(n−1)/2 −Q)ey + µ3(Pq

(n−1)/2 −Q)(ey − cosψ)]ey,

P = µ1 + µ2 + µ3q, Q = µ1 + µ2p
(n+1)/2 + µ3q

(n+1)/2, p = e2y, q = 1 + e2y − ey cosψ.

При m2 → 0 имеем µ2/µ → 1/m1, µ3/µ → 1/m0, и в этом случае система
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(4.1),(4.2) распадается на две независимые подсистемы

d

dθ

(
e2y

dψ

dθ

)
= −2e2y

dy

dθ
−

−fMrn+3
1

β∗2
m1[(1 + e2y − 2ey cosψ)(n−1)/2 − 1](ey − cosψ)ey,

d

dθ

(
e2y

dy

dθ

)
= 2e2y

dψ

dθ
+ e2y

[(
dψ

dθ

)2

+ [

(
dy

dθ

)2
]
− fMrn+3

1

β∗2
×

×{m0(e
ny − ey)ey +m1[(1 + e2y − 2ey cosψ)(n−1)/2 − 1](ey − cosψ)ey},

β∗ = β/µ,

(4.3)

r̈1 =
β2
∗
r2

− fMrn1 . (4.4)

В этом варианте задачи тело P2 нулевой массы не оказывает влияние на движе-
ние тел P0 и P1 конечной массы. Следовательно, в пределе m2 → 0 из уравнений
(4.1),(4.2) неограниченной задачи трех тел выводятся уравнения (4.3), (4.4) огра-
ниченной задачи трех тел. В этой задаче изменение конфигурации треугольника и
его размера происходит независимо друг от друга. При этом уравнение (4.4), опи-
сывающее изменение размера треугольника, интегрируется для всемирного закона
притяжения.

Математически системы (4.3), (4.4) независимы друг от друга, поэтому каждая
из этих систем – замкнута. С другой стороны, в модели ограниченной задачи трех
тел не выполняется третий закон Ньютона. Поэтому отдельно модели (4.3) и (4.4),
не учитывающие действие всех факторов, являются не замкнутыми.

4.4. Об одном динамическом свойстве замкнутой модели

Уравнения (4.1), (4.2) допускают частные решения, в которых точки P0,P1,P2

все время образуют равносторонний треугольник. Эти решения называются тре-
угольными точками либрации или лагранжевыми (лапласовыми) решениями.
Для ньютоновского закона притяжения существование точек либрации установил
Лагранж [16], результат обобщен Лапласом [17] на случай произвольного действи-
тельного n.

В окрестности треугольных точек либрации уравнения (4.1) приобретают вид

d2x

dt
+ 2

dy

dt
= u

[
3

4
(m1 +m2)x+

√
3

4
(m1 −m2)y

]
+ . . . ,

d2y

dt
− 2

dx

dt
= u

[√
3

4
(m1 −m2)x+

(
1− 3

4
(m1 +m2)y

)]
+ . . . ,

x = ψ − π/3, u = fM(1− n)ρn+3/β2
∗ , β∗ = β/ν, ν = µ1 + µ2 + µ3,

(4.5)

а зависимость ρ от θ задаются уравнением

ρ̈ = β2
∗ρ

−3 − fMρn, ρ2
dθ

dt
= β∗, r =

√
νρ. (4.6)
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Рассмотрим постоянные решения, для которых

fMρn+1 = β2
∗ , u = 1− n. (4.7)

Для системы (4.5) вычислим корни характеристического уравнения

κ21,2 =
−(n+ 3)±

√
(n+ 3)2 − 3(n− 1)2ν

2
.

Отсюда получаем необходимые условия Рауса-Жуковского

ν <
1

3

(
3 + n

1− n

)2

гироскопической стабилизации постоянных треугольных решений.
В случае n = −2 имеем: ν < 1/27. В этот интервал входит значение ν = 1/36,

для которого имеем корни

κ21 = −1

4
, κ22 = −3

4

и соответствующие частоты малых колебаний

ω1 = 1/2, ω2 =
√

3/4.

Частота малых колебаний по ρ в окрестности постоянного решения (4.7) равна:
ω0 =

√
n+ 3. Для ньютоновского закона притяжения получаем ω0 = 1.

Таким образом, в задаче об устойчивости постоянных треугольных точек либ-
рации при ньютоновском законе притяжения возникает резонанс третьего поряд-
ка: ω0 = 2ω1. В ограниченной задаче трех тел, которая описывается двумя неза-
висимыми системами (4.3) и (4.4), этот резонанс не сказывается в независимых
моделях (4.3) и (4.4). Если же рассматривать замкнутую систему (4.1), (4.2) с нену-
левым значением параметра m2, тогда резонанс ω0 = 2ω1 приводит [8] к взрывной
неустойчивости.

Таким образом, замкнутая модель, описывающая классическую задачу трех
тел, обладает новым динамическим свойством — взрывной неустойчивостью, обу-
словленной одновременным изменением конфигурации треугольника и его разме-
ра.

5. Заключение

Понятие замкнутой динамической модели является развитием понятия моде-
ли теории возмущений, модели теории вынужденных колебаний и модели теории
управления. Из этого понятия естественным образом вытекают сформулирован-
ные в настоящей статье две основные задачи динамики для замкнутой модели.
Модели возникли в классической небесной механике, в которой введенное поня-
тие замкнутой динамической модели также приводит к новым результатам.
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