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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå âåðñèè òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ îòîáðàæåíèé âûïóê-

ëûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ áåç òðåáîâàíèÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè åãî

îáðàçà. Â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èìåþùèõ ñ÷¼òíîå òîòàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèîíàëîâ, ââåäåíû ñïåöèàëüíûå àíàëîãè ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé. Äëÿ îòîáðàæåíèé,

çàäàííûõ íà âûïóêëîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå è óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç òàêèõ óñëîâèé, äîêàçà-

íà âîçìîæíîñòü åäèíñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæä¼ííîå

àíòèêîìïàêòîì, ñîäåðæàùåå èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì òàêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò èìåòü íåïî-

äâèæíóþ òî÷êó. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ðàçíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ýòîé òî÷êè ïî

îòíîøåíèþ ê èñõîäíîìó ïðîñòðàíñòâó. Äîêàçàíû àíàëîãè íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â ïðîèçâîëü-

íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òåîðåìà Øàóäåðà, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, àíòèêîìïàêò, ðàâ-

íîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü.

Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìàØàóäåðà, óòâåðæäàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷-

êè âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f : B → B, ãäå B � âûïóêëûé êîìïàêò â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå E. Åñëè æå âûïóêëîå ìíîæåñòâî B çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî â E, òî ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ
âåðíûì â ñëó÷àå ïðåäêîìïàêòíîñòè f(B). Ýòè ðåçóëüòàòû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â ïðè-

ëîæåíèÿõ è ââèäó ýòîãî ðàçíûå èõ ìîäèôèêàöèè èññëåäóþòñÿ è â íàøå âðåìÿ. Îòìåòèì,

â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ñâÿçè íåäàâíèå ðàáîòû Î. Ý. Çóáåëåâè÷à [1] è Å. Ñ. Ïîëîâèíêèíà [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê òåîðåìàì î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ äëÿ îãðà-

íè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà B â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî áåç òðåáîâàíèÿ ïðåä-

êîìïàêòíîñòè îáðàçà f(B) (÷òî, åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íîâîãî òèïà).

Íàø ïîäõîä ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå, â ÷àñòíîñòè, îñíîâàí íà ïîíÿòèè àíòèêîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà èëè àíòèêîìïàêòà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðîå ââåäåíî

è èññëåäîâàíî íàìè â [3]. Çàìêíóòîå âûïóêëîå ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî C ′ áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà E åñòü àíòèêîìïàêò, åñëè ïðîñòðàíñòâî E èíúåêòâíî è êîìïàêòíî âëîæå-

íî â äðóãîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî EC′ = (span C ′, ∥ · ∥C′ = pC′(·)) (pC′ � ôóíêöèîíàë

Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà C). Â [4] íàìè ïîêàçàíî, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî èìååò àíòè-
êîìïàêò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò ñ÷¼òíîå òîòàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Òàêîé ïîäõîä äà¼ò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî

øèðîêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 15-41-01005
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Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ îñíîâíûõ ðàçäåëîâ è çàêëþ÷åíèÿ. Â ïåðâûõ äâóõ

ðàçäåëàõ ìû ïîêàçûâàåì, êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì àíòèêîìïàêòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëî-

ãè òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ (òåîðåìû 1 è 2), ïîñòðîåíû ïðèìåðû îòîáðàæåíèé, ê

êîòîðûì ïðèìåíèìû ýòè ðåçóëüòàòû (ïðèìåðû 1 è 2). Ìû ââîäèì â ýòèõ ðàçäåëàõ ñïå-

öèàëüíûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì àíòèêîìïàêòà.

Ïðè ýòîì, êàê îêàçàëîñü, îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì â îáû÷íîì ñìûñëå (ñì.

ïðèìåð 3). Ïîñëåäíèé ðàçäåëå ðàáîòû ïîñâÿù¼í àíàëîãàì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ïåð-

âûõ äâóõ ðàçäåëîâ â ïðîèçâîëüíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî

èìåþò àíòèêîìïàêò).

1. Àíàëîã òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì EC′-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì àíàëîã òåîðåìû Øàóäåðà, èñïîëüçóþùèå ðàíåå ïðåä-

ëîæåííîå ïîíÿòèå àíòèêîìïàêòà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðîå ïðåäëîæåíî íàìè

ðàíåå â [3]. Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòîå âûïóêëîå ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî C ′ â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ àíòèêîìïàêòîì, åñëè â ïðîñòðàíñòâå EC′ = (spanC ′, || · ||C′)
(|| · ||C′ = pC′(·) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî; EC′ ïîïîëíåíî îòíîñèòåëüíî || · ||C′) ñî-

äåðæèòñÿ è ïðåäêîìïàêòíî âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî B ⊂ E. Èíûìè ñëîâàìè, E
èíúåêòèâíî êîìïàêòíî âëîæåíî â EC′ . Ïîä C′(E) ìû ïîíèìàåì íàáîð àíòèêîìïàêòîâ â

ïðîñòðàíñòâå Å. Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî E èìååò àíòèêîìïàêò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â

ïðîñòðàíñòâå Å ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå òîòàëüíîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ {ℓn}∞n=1 ⊂ E∗: ℓn(x) = ℓn(y)∀n ∈ N ⇐⇒ x = y (çäåñü è âñþäó äàëåå áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî ||ℓn||E∗ ≤ 1 ∀n ∈ N). Ïðèìåðîì àíòèêîìïàêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ T0 â

òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ E ìîæåò ñëóæèòü ñèñòåìà ìíîæåñòâ:

Cε =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup
k

∣∣∣∣ℓk(x)εk

∣∣∣∣ ≤ 1

}
, (1.1)

ãäå ε = (εk > 0)∞k=1 � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê +∞ [3, 4].

Ïåðåéä¼ì ê èçëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Óñëîâèìñÿ âñþäó äàëåå ÷åðåç BEC′

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà B ⊂ E ⊂ EC′ â ïðîñòðàíñòâå EC′ . Ñíà÷àëà

îòìåòèì ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíûé ôàêò, âûòåêàþùèé èç îáû÷íûé òåîðåìû Øàóäåðà â â

ïðîñòðàíñòâå EC′ .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå E, f : B → B è ñóùåñòâóåò àíòèêîìïàêò C ′ ∈ C′(E): BEC′ = B è f : B → B
íåïðåðûâíî â ïðîñòðàíñòâå EC′ . Òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ B: f(x0) = x0.

Îäíàêî óñëîâèÿ BEC′ = B è íåïðåðûâíîñòè f â ïðîñòðàíñòâå EC′ âûãëÿäÿò íåñêîëüêî

èñêóññòâåííûìè è òðóäíî ïðîâåðÿåìûìè. Ââåä¼ì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ âûïóêëîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ E áóäåì íàçûâàòü îòîá-

ðàæåíèå f : B → B EC′-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì, åñëè ∀x, y ∈ B

∀L > 0 ∃δ > 0 : ||x− y||C′ < δ ⇒ ||f(x)− f(y)||C′ < L.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � âûïóêëî è îãðàíè÷åíî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E, C′(E) íåïó-
ñòî, f : B → B EC′-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî ïðè íåêîòîðîì C ′ ∈ C′(E). Òîãäà f ìîæíî

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæèòü íà BEC′ ⊂ EC′ (ïðîäîëæåíèå

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f) è ñóùåñòâóåò x0 ∈ BEC′ : f(x0) = x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. BEC′ � êîìïàêò â EC′ ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè x ∈ BEC′\B, òî ∃{xn}∞n=1 ⊂
⊂ B : lim

n→∞
||x − xn||C′ = 0. Ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ {f(xn)}∞n=1 ⊂ B è ïîýòîìó {f(xn)}∞n=1

ïðåäêîìïàêòíà â EC′ . Èç EC′-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f è ôóíäàìåíòàëüíîñòè

{xn}∞n=1 ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü {f(xn)}∞n=1 â EC′ , òî åñòü ∃fx := lim
n→∞

f(xn), fx ∈ EC′

è ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå EC′ . Òàêæå èç EC′-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

fx íå çàâèñèò îò âûáîðà xn → x. Ïîýòîìó f ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü

íà BEC′ : ∀x = lim
n→∞

xn â ïðîñòðàíñòâå EC′ , xn ∈ B f(x) := lim
n→∞

f(xn) â ïðîñòðàíñòâå

EC′ , f(x) ∈ BEC′ . Ââèäó êîìïàêòíîñòè BEC′ â EC′ ìîæíî ïðèìåíèòü ê f : BEC′ → BEC′

îáû÷íóþ òåîðåìó Øàóäåðà, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ îòîáðàæåíèé f , ê êîòîðûì ïðè-

ìåíèìà òåîðåìà 1.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f : B → B, B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå â

ïðîñòðàíñòâå E = c0 ∀x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ B f(x) := (1, x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ B.
Åñëè ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε = (εk = k > 0)∞k=1, òî ìíîæåñòâî

Cε =

{
x ∈ c0

∣∣∣∣ sup
k

∣∣∣∣xkεk
∣∣∣∣ ≤ 1

}
(1.2)

àíòèêîìïàêòíî â c0, ïîñêîëüêó BECε
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

(1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .) ∈ c0, òî åñòü BECε
� êîìïàêò â ECε . ECε-ðàâíîìåðíàÿ íåïðå-

ðûâíîñòü f âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ âûêëàäîê ∀x = (xk)
∞
k=1, y = (yk)

∞
k=1 ∈ B:

||f(x)− f(y)||Cε = sup
k

∣∣∣∣xk − yk
εk+1

∣∣∣∣ = sup
k

εk
εk+1

∣∣∣∣xk − yk
εk

∣∣∣∣ ≤
≤ sup

k

∣∣∣∣xk − yk
k

∣∣∣∣ = ||x− y||Cε ∀x, y ∈ B. (1.3)

Ïî òåîðåìå 1 ∃x0 ∈ BCε : f(x0) = x0. ßñíî, ÷òî x0 = (1, 1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ ℓ∞\c0, òî åñòü
x0 ̸∈ B. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñèòóàöèþ, êîãäà x0 ∈ BEC′\B.
Ïðèìåð 2. Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî x0 ∈ B. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü, çàäàäèì f : B → B â

ïðîñòðàíñòâå ℓ∞, B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â ℓ∞ ñ öåíòðîì â íóëå. Áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü àíàëîãè÷íóþ (1.2) ñèñòåìó àíòèêîìïàêòîâ Cε. Ïðè òàêîé çàìåíå îêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî BCε = B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè lim
n→∞

||xn − x0||Cε = 0, ãäå {xn}∞n=1 ⊂ B, x0 ∈ ECε ,

òî xn =
(
x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k , . . .

)
, x0 =

(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
k , . . .

)
è

0 = lim
n→∞

||xn − x0||Cε = lim
n→∞

sup
k

∣∣∣∣∣x
(n)
k − x

(0)
k

εk

∣∣∣∣∣ ,
îòêóäà lim

n→∞
x
(n)
k = x0k ∀k ∈ N è â ñèëó |x(n)k | ≤ 1 ∀n, k ∈ N, |x(0)k | ≤ 1, òî åñòü x0 ∈ B.

ECε-íåïðåðûâíîñòü f âûòåêàåò èç âûêëàäîê (1.3). Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ∃x0 ∈ B: f(x0) = x0
(â äàííîì ñëó÷àå x0 = (1, 1, 1, . . .)).
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2. Àíàëîã òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ñ èñïîëüçîâàíèåì T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè âûáîðå ñèñòåìû àíòèêîìïàêòîâ (1.1) ìîæíî â òåîðåìå 1 çàìåíèòü
óñëîâèå ECε-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f : B → B (ãäå B � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

â ïðîñòðàíñòâå E) íà ñëåäóþùåå áîëåå ñòðîãîå óñëîâèå T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

â E, ñâÿçàííîå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì (1.1) ñ÷¼òíûì òîòàëüíûì â E ìíîæåñòâîì T0 ⊂ E∗.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü B ⊂ E îãðàíè÷åíî. Áóäåì íàçûâàòü f : B → B T0-ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíûì, åñëè ïðè âñÿêîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå mn ∈ N, ÷òî

∀L > 0 ∃δ > 0 : |ℓmn(x− y)| < δ ⇒ |ℓn(f(x)− f(y))| < L.

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 1 â òåðìèíàõ T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f .

Òåîðåìà 2. Åñëè B âûïóêëî è îãðàíè÷åíî â E, f : B → B T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî,

òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ B:

(i) lim
n→∞

ℓ(xn) = lim
n→∞

ℓ(f(xn)) ∀ℓ ∈ T0;

(ii) äëÿ ëþáîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = (εk > 0), ñõîäÿùåéñÿ ê +∞ f
ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæèòü (ïðîäîëæåíèå ìû

òîæå îáîçíà÷èì f) íà BECε
⊂ ECε, Cε óäîâëåòâîðÿåò (1.1). Ïðè ýòîì ñóùåñòâó-

åò x0 ∈ BECε
òàêîå, ÷òî lim

n→∞
||xn − x0||Cε = 0 è âåðíî f(x0) = x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî T0-ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü f âëå÷åò

ECε-ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü f ïðè âûáîðå Cε èç (1.1) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ε, ñõîäÿùåéñÿ ê +∞. Ïóñòü x, y ∈ B. Òîãäà ||x||, ||y|| ≤ K è ïîýòîìó

|ℓn(x)|, |ℓn(y)| ≤ K ∀n ∈ N, |ℓn(x − y)| ≤ |ℓn(x)| + |ℓn(y)| ≤ 2K, òî åñòü äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n ∀k ≥ n
∣∣∣ ℓk(x−y)

εk

∣∣∣ < δ äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà K > 0. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ óñëîâèÿ ||x− y||Cε < δ äîñòàòî÷íî
∣∣∣ ℓk(x−y)

εk

∣∣∣ < δ ïðè k < n (íå óìåíüøàÿ îáùíî-

ñòè, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî mk ≤ k ïðè k < n). Èòàê, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà C > 0

âûáèðàåì δ := min
(
δ1
ε1
, δ2ε2 , . . . ,

δn−1

εn−1
,
)
. Òîãäà ïðè ||x − y||Cε < δ ||f(x) − f(y)||Cε < KL,

ãäå K = sup
(

1
ε1
, . . . , 1

εn−1
,
)
. Èòàê, f ECε-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Äîêàçûâàåìîå óòâåð-

æäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó ñâÿçè T0-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè (èëè EC′-

ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, C ′ ∈ C′(E)) f : B → B ñ îáû÷íîé ðàâíîìåðíîé íåïðå-

ðûâíîñòüþ: T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì â E.
Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè àíàëîãè òåîðåìû Øàóäåðà âîçìîæíî èñïîëüçî-

âàòü äëÿ íåêîòîðûõ ðàçðûâíûõ (â ñèëüíîì è â ñëàáîì ñìûñëå) îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü E = ℓ∞, f : B → B.

B =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ ℓ∞

∣∣∣∣xk ≥ 0 ∀k ∈ N, sup
k

|xk| ≤ 1

}
.

Îïðåäåëèì

f((x1, x2, . . . , xn, . . .)) := (x1,
√
x2, 3

√
x3, . . . , n

√
xn, . . .).
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Åñëè x(N) =
(
1
N , 1

N , . . . , 1
N , . . .

)
∈ B (çäåñü N ∈ N), òî lim

N→∞
||x(N)||E = lim

N→∞
1
N = 0, íî

f(x(N)) =
(

1
N , 1√

N
, 1

3√N
, . . . , 1

n√N
, . . .

)
∈ B. Îäíàêî ||f(x(N))||E = sup

k∈N

1
k√N

= 1, ïîñêîëüêó

lim
k→∞

k
√
N = 1 ïðè ôèêñèðîâàííîì N ∈ N. Èòàê, x(N) → 0 íî f(x(N)) ̸→ 0 = f(0) ïðè

N → ∞, òî åñòü f ðàçðûâíî íà B.
Åñëè âûáðàòü T0 = {ℓn}∞n=1 ⊂ E∗: ℓk((x1, x2, . . . , xn, . . .)) := xk � êîîðäèíàò-

íûå ôóíêöèîíàëû, òî f T0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà B ââèäó òîãî, ÷òî ∀n ∈ N
ℓn((x1, x2, . . . , xn, . . .)) = xn, ℓn(f(x)) = n

√
xn è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ÷èñëîâîé

ôóíêöèè φ(t) = n
√
t, t ∈ [0; 1] ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà åù¼ îäíî îáñòîÿòåëüñòâî: íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ñóùåñòâóþùàÿ

íà EC′ ïðè íåêîòîðîì C ′ ∈ C′(E) ïî òåîðåìå 2 ìîæåò íå ëåæàòü â B è äàæå â

ïðîñòðàíñòâå E. Òåì íå ìåíåå, ñäåëàåì òàêèå çàìå÷àíèÿ ïî ýòîìó ïîâîäó.

1. Åñëè E ðåôëåêñèâíî è èìååò àíòèêîìïàêò, òî âñÿêîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî B ⊂ E ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, òî åñòü èç ëþáîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ⊂ B ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

∃{xnk
}∞k=1, x ∈ B: lim

k→∞
ℓ(xnk

) = ℓ(x) ∀ℓ ∈ E∗ è, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî

∀ℓ ∈ T0, T0 ⊂ E∗ � ñ÷¼òíîå òîòàëüíîå â Å ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì ||T0||E∗ = 1 è ðàññìîò-

ðèì ââåä¼ííóþ âûøå ñèñòåìó àíòèêîìïàêòîâ Cε. Â òàêîì ñëó÷àå lim
n→∞

||xn − x0||Cε = 0

îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

ℓ(xn) = ℓ(x0) ∀ℓ ∈ T0), {xn}∞n=1 ⊂ B. Äàëåå, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè

ðàññóæäåíèé, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî xn → x ∈ E ⊂ ECε , òî åñòü x0 = x ââèäó èíúåêòèâ-

íîñòè âëîæåíèÿ E â ECε .

Èòàê, åñëè E ðåôëåêñèâíî è èìååò àíòèêîìïàêò, f : B → B, B îãðàíè÷åíî, çàìêíó-

òî è âûïóêëî, òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ìîæíî óòâåðæäàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

x0 ∈ B, ÷òî f(x0) = x0, åñëè C ′ = Cε ∈ C′(E).
2. Ïðèíàäëåæíîñòü x0 = f(x0) ∈ B â ñëó÷àå çàìêíóòîãî B âîçìîæíà è â íåðå-

ôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, äëÿ E = ℓ∞ ìîæíî ïîêàçàòü â ñëó÷àå ECε-

íåïðåðûâíîñòè f : B → B, ÷òî x0 ∈ E ( lim
n→∞

ℓ(xn) îãðàíè÷åíî ∀ℓ ∈ T0 ââèäó îãðàíè-

÷åííîñòè B), ïðè÷åì ||x0|| ≤ ||B|| = sup{||b|| | b ∈ B}. Îäíàêî ïðè ýòîì x0 íå îáÿçàòåëüíî
ëåæèò â B: åñëè B = {x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) | lim

n→∞
xn = 0} è f((x1, x2, . . . , xn, . . .)) =

(1, x1, x2, . . . , xn), òî x0 = (1, 1, 1, . . . , 1, . . .) ∈ E, íî x0 ̸∈ B.

3. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëè ñóùåñòâîâàíèå â áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíòèêîìïàêòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, â ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ

íåñóùåñòâåííà èíúåêòèâíîñòü âëîæåíèÿ E â EC′ . Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 (i)
ìîæíî äîêàçàòü äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî T0 ⊂ E∗, ||T0||∗ ≤ 1 è, áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîãî

êîìïàêòà K ⊂ E∗, ïðè÷åì â ëþáîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E (íå îáÿçàòåëüíî èìåþùåì

àíòèêîìïàêòû). Ïðè ýòîì, îäíàêî, èçìåíèòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 (ii), â êîòîðîì

ñóùåñòâåííà èíúåêòèâíîñòü âëîæåíèÿ E â EC′ . Äàííûé ïóíêò ðàáîòû ïîñâÿù¼í îáñóæ-

äåíèþ âîçìîæíîñòÿì ïîëó÷åíèÿ àíàëîãîâ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ íà ñëó÷àé

ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà, íå îáÿçàòåëüíî èìåþùåãî àíòèêîìïàêò.

Ðàññìîòðèì ïàðó áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (E,E∗) â äâîéñòâåííîñòè

< x, ℓ >:= ℓ(x) ∀ℓ ∈ E∗, x ∈ E.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ E∗ (â òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîé íîðìîé || · ||∗ â ñîïðÿ-
æ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå E∗) ñóùåñòâóåò ïîëÿðà K0 ⊂ E :

K0 =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup
ℓ∈K

|ℓ(x)| ≤ 1

}
.

ßñíî, ÷òî K0 âûïóêëî è ñèììåòðè÷íî â E. Äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî è ñèììåòðè÷íî-

ãî ìíîæåñòâà C ⊂ E ìîæíî ðàññìîòðåòü ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî EC = E/ker∥ · ∥C =
(spanC, ∥ · ∥C), ïîïîëíåííîå ïî || · ||C , ãäå ∥ · ∥C = pC(·) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî C.

Ïóñòü K0 = coE∗(K −K) ⊂ E∗ � ïîëÿðà K0. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî EK0 = (spanK0, || · ||K0) ñ êîìïàêòíûì âëîæåíèåì φ : EK0 → E∗: φ(ℓ) = ℓ
∀ℓ ∈ EK0 . Òîãäà ïî òåîðåìå Øàóäåðà î êîìïàêòíîñòè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âëîæåíèå

φ∗ : E → EK0 êîìïàêòíî (φ∗ � ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð ê φ). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî îãðà-
íè÷åííîãî B ⊂ E φ∗(B) � ïðåäêîìïàêò â íîâîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå EK0 . Ïðè ýòîì

çàìåòèì, ÷òî φ∗ èíúåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K0 ∈ C′(E).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê àíàëîãàì òåîðåìû Øàóäåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïàêòíîñòè âëî-

æåíèÿ φ∗ : E → EK0 . Ïóñòü B âûïóêëî îãðàíè÷åííî â E, f : B → B.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà K ⊂ E∗ áóäåì íàçûâàòü f K-ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíûì íà Â, åñëè

∀K > 0 ∃δ > 0 : sup
ℓ∈K

|ℓ(x− y)| < δ ⇒ sup
ℓ∈K

|ℓ(f(x)− f(y))| < K.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî sup
ℓ∈K

|ℓ(x)| = sup
ℓ∈K0

|ℓ(x)| ∀x ∈ E. Àíàëîãè÷íî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ f̃ : φ∗(B) → φ∗(B) òàêîãî, ÷òî
f̃(φ∗(x)) = φ∗(x) ∀x ∈ B. Ïðè ýòîì èç K-ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f âûòåêàåò íåïðå-

ðûâíîñòü f̃(x∗), x∗ ∈ φ∗(B) â ïðîñòðàíñòâå EK0 . Èç îáû÷íîé òåîðåìû Øàóäåðà, ïðèìå-

í¼ííîé ê f̃ : φ∗(B) → φ∗(B) â ïðîñòðàíñòâå EK0 , âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K � êîìïàêò â E∗, ìíîæåñòâî B âûïóêëî è îãðàíè÷åíî â E,
îòîáðàæåíèå f : B → B K-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî

âëîæåíèÿ φ∗ : E → EK0 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f̃ : φ∗(B) → φ∗(B): f̃(φ∗(x)) = φ∗(x)
∀x ∈ B, ïðè÷åì ∃x∗0 ∈ φ∗(B) : f̃(x∗0) = x∗0.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f : B → B â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå Å âåðíî

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn}∞n=1 ⊂ B:

lim
n→∞

sup
ℓ∈K

|ℓ(xn)− ℓ(f(xn))| = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ñ÷¼òíîãî íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ T = {ℓk}∞k=1.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì íàçûâàòü f T -ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íà B, åñëè äëÿ âñåõ

ℓ ∈ T è x, y ∈ B

∀L > 0 ∃δ > 0 : |ℓ(x− y)| < δ ⇒ |ℓ(f(x)− f(y))| < L.
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Åñëè T ñ÷¼òíî â E∗, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë ε = (εk > 0)∞k=1, lim
k→+∞

εk = +∞ âìåñòî ñèñòåìû T ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü K =
{

ℓk
εk

}∞

k=1
⊂ E∗ è lim

k→∞
||ℓk||
εk

= 0, òî åñòü K � êîìïàêò â E∗. Åñëè

f : B → B K-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî, òî f EK0-ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî (òî åñòü

∀L > 0 ∃δ > 0 : ||x− y||K0 < δ ⇒ ||f(x)− f(y)||K0 < L). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì

||x||K0 = sup
k∈N

∣∣∣∣ℓk(x)εk

∣∣∣∣ . (3.1)

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü T ñ÷¼òíî â E∗, ìíîæåñòâî B îãðàíè÷åíî è âûïóêëî â E, îòîá-
ðàæåíèå f : B → B T -ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî âëî-

æåíèÿ φ∗ : E → EK0 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f̃ : φ∗(B) → φ∗(B): f̃(φ∗(x)) = φ∗(x)
∀x ∈ B, ïðè÷åì ∃x∗0 ∈ φ∗(B) : f̃(x∗0) = x∗0.

Ðàâåíñòâî (3.1) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn}∞n=1 ⊂ B:

lim
n→∞

ℓ(xn) = lim
n→∞

ℓ(f(xn)) ∀ℓ ∈ T.

Çàêëþ÷åíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà � ðàçâèòèå íàøèõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðåä-

ëîæåííîé ðàíåå ñèñòåìîé àíòèêîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Â êëàññå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ,

èìåþùèõ òàêèå ñèñòåìû (÷òî ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ ñ÷¼òíîãî òîòàëüíîãî ìíîæåñòâà ëè-

íåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ), â ñòàòüå ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåìû î íåïîäâèæ-

íûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ f : B → B, ãäå Â � âûïóêëîå

çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî áåç òðåáîâàíèÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè f(B). Ýòî ïðè-

âåëî ê ñïåöèàëüíûì àíàëîãàì ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé f : B → B. Äëÿ
îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç òàêèõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè, äîêàçàíà âîç-

ìîæíîñòü åäèíñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà ñïåöèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî,

à òàêæå íàëè÷èå íåïîäâèæíîé òî÷êè ó ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà íåïîäâèæ-

íàÿ òî÷êà ìîæåò êàê ëåæàòü, òàê è íå ëåæàòü â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåä¼í ïðèìåð

ðàçðûâíîãî â îáû÷íîì ñìûñëå îòîáðàæåíèÿ, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ïîëó÷åííûå íàìè ðå-

çóëüòàòû. Äîêàçàíî, ÷òî ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â ïðîèçâîëüíûõ

áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (íå îáÿçàòåëüíî èìåþùèõ àíòèêîìïàêòû).
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