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Àííîòàöèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ÿâíûé âèä êîíå÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà â ïîëå

äèôôåðåíöèàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû âñåõ íåâû-

ðîæäåííûõ íèæíå-òðåóãîëüíûõ n× n ìàòðèö íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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1. Ââåäåíèå

Ïóñòü X � n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, ãäå K åñòü ïîëå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë R, ëèáî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç GL (n,K) ãðóïïó
âñåõ îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Õ, à ÷åðåç G ïðîèçâîëüíóþ
ïîäãðóïïó â GL (n,K). Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåò-
ñÿ íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ýêâèâàëåíòíîñòü
ïóòåé è êðèâûõ, ëåæàùèõ â X, ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è,
â ïîñëåäíèå ãîäû, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðûõ èçó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëÿ âñåõ G-èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ ïóòåé è îïèñûâàþòñÿ êîíå÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ðàöèî-
íàëüíûå áàçèñû ýòèõ ïîëåé. Çíàíèå ýòèõ áàçèñîâ ïîçâîëÿåò äàòü ýôôåêòèâíûå êðèòåðèè
äëÿ G-ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé è êðèâûõ. Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [10], [11] ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷è îá ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé â Rn, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ äåéñòâèÿ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Rn ◁ SL (n,R) ãðóïï Rn è SL (n,R). Â [3], [4]
ýòèì ìåòîäîì áûëà ðåøåíà çàäà÷à îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé è êðèâûõ, â ñëó÷àå äåé-
ñòâèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp (2n,C), à â [1] � äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïï Rn ◁ O (n,R)
è Rn ◁ SO (n,R). Â ðàáîòàõ [5], [6] ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ
áàçèñîâ äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïóòåé è êðèâûõ
ïðè äåéñòâèè ïñåâäîîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O (n, p,K), ñïåöèàëüíîé ïñåâäîîðòîãîíàëü-
íîé ãðóïïû SO (n, p,K), à òàêæå ïðè äåéñòâèè ãðóïï Kn ◁O (n, p,K) è Kn ◁SO (n, p,K).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ÿâíîãî âèäà êîíå÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà â ïîëå èíâàðèàíòíûõ ðàöèîíàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôóíê-
öèé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû T (n,K) âñåõ íåâûðîæäåííûõ íèæíåòðåóãîëüíûõ
n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì K.

Èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîëåé èç [2]
è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ èç [9].
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2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü K � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ëèáî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è X � n
- ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K, n ∈ N , ãäå N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Çàôèêñèðóåì áàçèñ â X è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = Kn, à êàæäûé ýëåìåíò
x ∈ X åñòü âåêòîð-ñòîëáåö {xi}ni=1, ãäå xi ∈ K, i = 1, ..., n. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé

êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé íàáîð E = {→x m}m∈M âåêòîðîâ
→
x m = (x

(m)
i )ni=1 èç Kn, ãäå

M = {1, ..., k} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ëèáî M = N . Ðàññìîòðèì àëãåáðó K{E} âñåõ

ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x
(m)
i , i = 1, . . . , n, m ∈ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(E) ïîëå

÷àñòíûõ äëÿ êîëüöà K{E}, ò.å. K(E) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò

òåõ æå ïåðåìåííûõ x
(m)
i , i = 1, . . . , n, m ∈ M . Ýëåìåíòû èç ïîëÿ K(E) áóäåì çàïèñû-

âàòü â âèäå f
(→
x m1 , ...,

→
x mk

)
= f

(
x
(m 1)
1 , . . . , x

(m 1)
n , x

(m 2)
1 , . . . , x

(m 2)
n , x

(m k)
1 , . . . , x

(m k)
n

)
,

ãäå {→x mj}kj=1 ⊂ E.

Ïóñòü GL (n,K) � ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ n × n - ìàòðèö íàä ïîëåì K
è G - ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GL (n,K). Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå äåéñòâèå

(g,
→
x ) → g

→
x ãðóïïû G íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Kn, êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå ìàò-

ðèöû g = (gi j)
n
i,j=1 íà âåêòîð - ñòîëáåö

→
x = (xi)

n
i=1 ∈ Kn. Ãîâîðÿò, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ f
(→
x k1 , . . . ,

→
x km

)
ÿâëÿåòñÿ G - èíâàðèàíòíîé, åñëè f

(
g
→
x k1 , . . . , g

→
x km

)
=

= f
(→
x k1 , . . . ,

→
x km

)
äëÿ âñåõ g ∈ G. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ G - èíâàðèàíòíûõ ðàöè-

îíàëüíûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç K(E)G, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â K(E).

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F = {fi}i∈I ⊂ K(E)G ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-

ìîé îáðàçóþùèõ ïîëÿ K(E)G, åñëè ëþáîé ýëåìåíò f ∈ K(E)G ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàç àëãåáðàè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé ïîëÿ K(E)G.

Ýëåìåíòû f1, . . . , fk èç K(E)G íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . , xk) îò k ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç ïîëÿ K, ÷òî P (f1, · · · , fk) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñèñòåìà ýëåìåíòîâ
f1, . . . , fk íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîé. Åñëè íàáîð {f1, . . . , fk} àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèì è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ â ïîëå K(E)G, òî ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð
{f1, . . . , fk} åñòü ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â K(E)G.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n,K) ãðóïïó âñåõ íåâûðîæäåííûõ íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö,
ò.å. òàêèõ g = (gi j)

n
i,j=1 ∈ GL (n,K), äëÿ êîòîðûõ gi j = 0 ïðè i < j, i, j = 1, ..., n,

det g ̸= 0. Çàôèêñèðóåì k > n è ðàññìîòðèì êîíå÷íûé íàáîð E = {→x j}kj=1 =

{(x(j)i )ni=1}kj=1 èç K
n, ñîñòîÿùèé èç k âåêòîðîâ.

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîì ÷èñëà m èç íàáîðà {1, . . . , n} ðàññìîòðèì
m - ìåðíûå âåêòîð - ñòîëáöû

→
x j(m) = {x(j)i }mi=1 ∈ Km, j = 1, . . . , k, è ñîîòâåòñòâóþùèé

îïðåäåëèòåëü

∆(j1, . . . , jm) = ∆(
→
xj1 (m), . . . ,

→
xjm (m)) =

∣∣∣∣∣∣∣
x
(j1)
1 · · · x

(jm)
1

...
...

...

x
(j1)
m · · · x

(jm)
m

∣∣∣∣∣∣∣ .
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψm,j(E) ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ èç ïîëÿ K({ →
xm }km=1), îïðåäåëåí-

íóþ ðàâåíñòâîì

ψm,j(E) =
∆ (1, . . . ,m− 1, j)

∆ (1, . . . ,m− 1,m)
=

∆ (
→
x1 (m), . . . ,

→
xm−1 (m),

→
xj (m))

∆ (
→
x1 (m), . . . ,

→
xm−1 (m)

→
xm (m))

:= ψ(1, . . . ,m− 1, j),

ãäå m = 1, . . . , n− 1, j = m+ 1, . . . , k (ïðè m = 1 áåðóòñÿ ôóíêöèè ψ (j) =
x
(j)
1

x
(1)
1

).

Â [8, òåîðåìà 4] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå îïèñàíèå êîíå÷íîãî ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà â

ïîëå K({→x m}km=1)
T (n,K)

.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà {→x m}km=1 ⊂ Kn ïðè k > n ñèñòåìà ðàöè-

îíàëüíûõ ôóíêöèé ψ (1, . . . ,m − 1, j), m = 1, . . . , n − 1 j = m + 1, . . . , k, îáðàçóåò

ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â ïîëå K({→x m}km=1)
T (n,K)

.

3. Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ãðóïïû T (n,K).

Çàôèêñèðóåì n ∈ N è ðàññìîòðèì ñ÷åòíûé íàáîð E = {→x
(m)

}∞m=0 âåêòîðîâ
→
x

(m)
=

(x
(m)
i )ni=1 èç Kn. Â ýòîì ñëó÷àå K{E} åñòü àëãåáðà íàä ïîëåì K âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò

ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n , x

(1)
1 , . . . , x

(1)
n , . . . , x

(r)
1 , . . . , x

(r)
n , . . .. Ïîëîæèì

d
(
x
(r)
i

)
= x

(r+1)
i , i = 1, . . . , n, r = 0, 1, .... ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ d îäíîçíà÷íî ïðî-

äîëæàåòñÿ äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â àëãåáðå K{E}, íàäåëÿÿ ýòó àëãåáðó ñòðóêòóðîé
äèôôåðåíöèàëüíîãî êîëüöà (d - êîëüöà). Ýëåìåíòû ýòîãî d - êîëüöà íàçûâàþòñÿ d �
ìíîãî÷ëåíàìè (äèôôåðåíöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè). Èçâåñòíî [2], ÷òî äèôôåðåíöèðî-
âàíèå d íà äèôôåðåíöèàëüíîì êîëüöå K{E} åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ÷àñòíûõK(E). Ýòî ïîëå ÷àñòíûõ âìåñòå ñ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì d íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì (d - ïîëåì) d - ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K < E >. Ýëåìåíòû ïîëÿ K < E > çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå f <
→
x

(r1)
, . . . ,

→
x

(rk)
>, ri ∈ N

∪
{0}, i = 1, . . . , k, k ∈ N .

Åñëè G � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå GL (n,K), òî d - ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f <
→
x

(r1)
, . . . ,

→
x

(rk)
> íàçûâàåòñÿ G - èíâàðèàíòíîé, åñëè f < g

→
x

(r1)
, . . . , g

→
x

(rk)
>=

= f <
→
x

(r1)
, . . . ,

→
x

(rk)
> äëÿ âñåõ g ∈ G.

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ G - èíâàðèàíòíûõ d - ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, îáîçíà-
÷àåìîå ÷åðåçK < E>G, ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì âK < E >, ïðè ýòîì,K < E>G èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç K < E >, ò.å. (K < E>G, d) òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì [9].

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà d - ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé F ⊂ K < E > ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
îáðàçóþùèõ d - ïîëÿ K < E >, åñëè ëþáîé ýëåìåíò f ∈ K < E > ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàç àëãåáðà-
è÷åñêèõ îïåðàöèé è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â d - ïîëå K < E >.

Ýëåìåíòû f1, ..., fk èç d - ïîëÿ K < E > íàçûâàþòñÿ d - àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé d - ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . , xk) îò k ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K ÷òî P (f1, . . . , fk) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñèñòåìà ýëå-
ìåíòîâ f1, . . . , fk íàçûâàåòñÿ d - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîé. Åñëè íàáîð {f1, . . . , fk} -
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d - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèì è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ â d - ïîëå K < E >, òî
ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð {f1, . . . , fk} åñòü d - ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â K < E > (ñì. íàïðèìåð,
[9]).

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m èç íàáîðà {1, . . . , n} ðàññìîòðèì
m - ìåðíûå âåêòîð - ñòîëáöû

→
x

(j)
(m) = {x(j)i }mi=1 ∈ Km, j = 0, 1, . . ., è îïðåäåëèì d -

ìíîãî÷ëåí

∆(
→
x

(0)
(m), . . . ,

→
x

(m−2)
(m),

→
x

(j)
(m)) =

∣∣∣∣∣∣∣
x
(0)
1 x

(1)
1 · · · x

(m−2)
1

...
...

...
...

x
(0)
m x

(1)
m · · · x

(m−2)
m

x
(j)
1
...

x
(j)
m

∣∣∣∣∣∣∣ .
Çàòåì îïðåäåëèì ñëåäóþùèå d - ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç d - ïîëÿ K < E >

ψ0,j(E) =
x
(j)
1

x
(0)
1

; ψ1,j(E) =
∆(−→x (0)(2),−→x (j)(2))

∆(−→x (0)(2),−→x (1)(2))
,

ψ2,j(E) =
∆(−→x (0)(3),−→x (1)(3),−→x (j)(3), )

∆(−→x (0)(3),−→x (1)(3),−→x (2)(3))
, ...,

ψm,j(E) =
∆(−→x (0)(m),−→x (1)(m), ...,−→x (m−1)(m),−→x (j)(m))

∆(−→x (0)(m),−→x (1)(m), ...,−→x (m−1)(m),−→x (m)(m))
, (3.1)

ãäå m = 0, 1, . . . , n− 2 , j = m+ 1,m+ 2, . . .

Òåîðåìà 2. Â äèôôåðåíöèàëüíîì ïîëå K < E >T (n,K) d - ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç

ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ, êàæäûé êîíå÷íûé íàáîð êîòîðûõ d -

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

K < E >T (n,K)=

∞∪
k=n+1

K(
→
x

(0)
,
→
x

(1)
, ...,

→
x

(k−1)
)T (n,K),

âûáåðåì äëÿ d - ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f ∈ K < E >T (n,K) òàêîå k > n + 1,

÷òî f ∈ K(
→
x

(0)
,
→
x

(1)
, . . . ,

→
x

(k−1)
). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè îáðàçóþò ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â ïîëå K(
→
x

(0)
,
→
x

(1)
, . . . ,

→
x

(k−1)
)
T (n,K)

:

ψm,j (E), m = 0, . . . , n− 2 , j = m+ 1, . . . , k − 1. (3.2)

Ñëåäîâàòåëüíî, d - ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé èç (3.2) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé èç ïîëÿ

K(
→
x

(0)
,
→
x

(1)
, . . . ,

→
x

(k−1)
)
T (n,K)

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé èç (3.1)
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ äëÿ d - ïîëÿ K < E >T (n,K).

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé êîíå÷íûé íàáîð èç ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ d - àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèìûì â d - ïîëå K < E >T (n,K). Ïóñòü ψ1, . . . , ψℓ - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè
èç ñèñòåìû (3.1) è îíè d - àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé d
- ìíîãî÷ëåí P (t1, ..., tℓ) îò ℓ ïåðåìåííûõ t1, . . . , tℓ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K, ÷òî
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P (ψ1, . . . , ψℓ) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ψ1, ..., ψℓ àëãåáðàè÷åñêè çà-

âèñèìû â ïîëå K(
→
x

(0)
,
→
x

(1)
, . . . ,

→
x

(k−1)
)
T (n,K)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k ∈ N , à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ψ1, . . . , ψℓ ÿâ-
ëÿåòñÿ d - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîé â d - ïîëå K < E >T (n,K).

4. Äèôôåðåíöèàëüíî ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â d - ïîëå K < E >T (n,K)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ñèñòåìó îáðàçóþùèõ â d - ïîëå K < E >T (n,K) ñîñòàâëÿþò ôóíê-
öèè âèäà

ψ (j) =
∆ (j)

∆ (0)
=
x
(j)
1

x
(0)
1

, j = 1, 2, . . . , ψ(0, 1, . . . ,m− 1, j) =
∆ (0, 1, . . . ,m− 1, j)

∆ (0, 1, . . . ,m− 1,m)
(4.1)

m = 1, . . . , n− 2 , j = m+ 1,m+ 2, . . .
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÿâíûé âèä êîíå÷íîãî d - ðàöèîíàëüíîãî áàçèñà â d - ïîëå

K < E >T (n,K).

Òåîðåìà 3. d - Ðàöèîíàëüíûé áàçèñ â d - ïîëå K < E >T (n,K) îáðàçóþò ôóíêöèè âèäà

ψ(1) =
x
(1)
1

x
(0)
1

, ψ(0, 1, . . . ,m− 1,m+ 1), m = 1, . . . , n− 1. (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 2 è n = 3 òåîðåìà 3 äîêàçàíà â [7]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òåîðåìà äîêàçàíà ïðè n = k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè èç ñåìåéñòâà (4.1) âûðàæàþòñÿ
d - ðàöèîíàëüíî ÷åðåç ôóíêöèè ψ(1), ψ(0, 1, . . . ,m − 1,m), m = 1, . . . , k − 1. Ïóñòü

òåïåðü n = k + 1. Äëÿ ôóíêöèè ψ (2) =
x
(2)
1
x1

èìååì, ÷òî

ψ(1)′ + ψ(1)2 =

(
x
(1)
1

x1

)′

+

(
x
(1)
1

x1

)2

=
x
(2)
1 x1 − (x

(1)
1 )

2

x
(2)
1

+

(
x
(1)
1

x1

)2

=
x
(2)
1

x1
= ψ(2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(3), ..., ψ(j) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ψ(1) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â d - ïîëå K < E >T (n,K).

Ïîñêîëüêó

ψ(j)′+ψ(1)·ψ(j) =

(
x
(j)
1

x1

)′

+
x
(1)
1 x

(j)
1

x21
=
x
(j+1)
1 x1 − x

(j)
1 x

(1)
1

x21
+
x
(1)
1 x

(j)
1

x21
=
x
(j+1)
1

x1
= ψ(j+1),

òî ôóíêöèÿ ψ(j +1) òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ψ(1) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðà-
è÷åñêèõ îïåðàöèé è äèôôåðåíöèðîâàíèå â d - ïîëå K < E >T (n,K). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå

ôóíêöèè ψ(j), j = 2, 3, . . . , âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
x
(1)
1
x1

. Äàëåå, äëÿ

d - ìíîãî÷ëåíà

∆(0, 1, ..., k − 1, k) =

∣∣∣∣∣∣∣
x
(0)
1 x

(1)
1 · · · x

(k)
1

· · · · · · · · · · · ·
x
(0)
k+1 x

(1)
k+1 · · · x

(k)
k+1

∣∣∣∣∣∣∣
ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, 2015, òîì 5(33), �1-2



82 K.K.ÌÓÌÈÍÎÂ, Â.È.×ÈËÈÍ

èìååì, ÷òî
∆′(0, 1, . . . , k − 1, k) = ∆(0, 1, . . . , k − 1, k + 1);

∆′′(0, 1, . . . , k − 1, k) = ∆(0, 1, . . . , k − 1, k + 2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∆(r)(0, 1, . . . , k − 1, k) = ∆(0, 1, . . . , k − 1, k + r).

Ïîñêîëüêó

ψ (0, 1, . . . , k − 1, k + 1) =
∆′(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
,

ψ (0, 1, . . . , k − 1, k + 2) =
∆′′(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
,

òî
ψ′(0, 1, . . . , k − 1, k + 1) + ψ2(0, 1, . . . , k − 1, k + 1) =

=
∆′′(0, 1, . . . , k − 1, k) ·∆(0, 1, . . . , k − 1, k)− (∆′(0, 1, . . . , k − 1, k))2

(∆(0, 1, . . . , k − 1, k))2
−

−(∆′(0, 1, . . . , k − 1, k))2

(∆(0, 1, . . . , k − 1, k))2
=

∆′′(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
= ψ(0, 1, . . . , k − 1, k + 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ (0, 1, . . . , k − 1, k + 2) âûðàæàåòñÿ d - ðàöèîíàëüíî ÷åðåç
ôóíêöèþ ψ (0, 1, . . . , k − 1, k + 1).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè ψ (0, 1, . . . , k−1, k+r), r = 3, 4, . . . , j, âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ψ (0, 1, . . . , k − 1, k + 1) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â d - ïîëå K < E >T (n,K).

Ïîñêîëüêó

ψ′(0, 1, . . . , k − 1, k + j) + ψ(0, 1, . . . , k − 1, k + 1)ψ(0, 1, . . . , k − 1, k + j)) =

= (
∆(j)(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
)′ +

∆′(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
· ∆

(j)(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
=

=
∆(j+1)(0, 1, . . . , k − 1, k)∆(0, 1, . . . , k − 1, k)−∆(j)(0, 1, . . . , k − 1, k)∆′(0, 1, . . . , k − 1, k)

(∆(0, 1, . . . , k − 1, k))2
+

+
∆′(0, 1, . . . , k − 1, k)∆(j)(0, 1, . . . , k − 1, k)

(∆(0, 1, . . . , k − 1, k))2
=

=
∆(j+1)(0, 1, . . . , k − 1, k)

∆(0, 1, . . . , k − 1, k)
= ψ(0, 1, . . . , k − 1, k + j + 1),

òî ôóíêöèÿ ψ(0, 1, . . . ,m − 1, k + j + 1) òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ψ(0, 1, . . . , k − 1, k + 1)
ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé d - ïîëÿ K < E >T (k+1,K). Ñëåäîâàòåëüíî d -
ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç ñèñòåìû (4.2) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ â d -
ïîëå K < E >T (k+1,K) äëÿ ëþáîãî k = 3, 4, . . ..

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, íàáîð ôóíêöèé (4.2) ÿâëÿåòñÿ d - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî d - ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè èç ñèñòåìû (4.2) îáðàçóþò d - ðàöèîíàëüíûé
áàçèñ â d - ïîëå K < E >T (n,K).
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