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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ
ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà. Â äîñòàòî÷íî îáùåé ïîñòàíîâêå èññëåäóåò-
ñÿ ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé ìîäåëüþ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à î ¾êîíêóðåíòíîì ðàâíîâåñèè¿, â ðàìêàõ êîòîðîé
èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé. Ýòè òðàåêòîðèè ñîîò-
âåòñòâóþò íåïîäâèæíûì òî÷êàì íåêîòîðîé òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
Â ñòàòüå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ñáàëàíñèðîâàííîé òðàåêòîðèè, óñòàíàâëè-
âàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü òàêîé òðàåêòîðèè è ïðèâîäèòñÿ å¼ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, òðåõìåðíûå äèíà-

ìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, òðàåêòîðèè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

Ââåäåíèå

Â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ïðèíÿòî âûäåëÿòü íåêîòîðûé íàáîð òàê íàçûâàåìûõ
ñòèëèçîâàííûõ ôàêòîâ (stylized facts) ñîâðåìåííîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà � íàáîð òåí-
äåíöèé è çàêîíîìåðíîñòåé, òèïè÷íûõ äëÿ ñîâðåìåííîé ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêè. Ê èõ
÷èñëó îòíîñèòñÿ è òîò ôàêò, ÷òî â îáåñïå÷åíèè âûñîêèõ òåìïîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà
âàæíóþ ðîëü èãðàþò êàê íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ, òàê è îáðàçîâàíèå è óðîâåíü

êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû (ñì. ïîäðîáíåå [10], [8], [1]).
Ïåðâîíà÷àëüíî â òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðàññìàòðèâàëèñü

ëèøü òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, êàê ôèçè÷åñêèé êàïèòàë è òðóäîâûå ðåñóðñû (â
äåéñòâèòåëüíîñòè � ÷èñëåííîñòü çàíÿòûõ â ïðîèçâîäñòâå ðàáîòíèêîâ). Ïðè ýòîì ðîëü
óðîâíÿ êâàëèôèêàöèè ðàáî÷åé ñèëû îòìå÷àëàñü åù¼ êëàññèêàìè ýêîíîìè÷åñêîé òåî-
ðèè (òàêèìè, êàê À. Ñìèò, Æ.Á. Ñýé, Äæ.Ñ. Ìèëëü, Ë. Âàëüðàñ, À. Ïèãó). Â ÿâíîì
è òåïåðü óæå îáùåïðèíÿòîì âèäå êîíöåïöèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà âîøëà â ýêîíîìè-
÷åñêóþ íàóêó òîëüêî â 60-õ ãîäàõ XX ñòîëåòèÿ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Äæ. Ìèíöåðà, Ò.
Øóëüöà, Ã. Áåêêåðà è Ì. Áëàóãà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë (ñîâîêóï-
íîñòü íàêîïëåííûõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé, óìåíèé è íàâûêîâ, ïîëó÷àåìûõ â ïðîöåñ-
ñå îáðàçîâàíèÿ è ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè) ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ñóùåñòâåííûõ
ôàêòîðîâ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà è ðàçâèòèÿ, à ìåõàíèçì åãî ïðîèçâîäñòâà è íàêîïëåíèÿ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýíäîãåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêîíî-

ìè÷åñêîãî ðîñòà. Âàæíåéøèå êîíöåïöèè, îïèñûâàþùèå âëèÿíèå ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà
è íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà íà äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, âîñõîäÿò ê ðà-
áîòàì Ê. Ýððîó [9], Ï. Ðîìåðà, Ð. Íåëüñîíà � Ý. Ôåëïñà, Õ. Óçàâû è Ð. Ëóêàñà [17] (ñì.
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ïîäðîáíåå [10], [1]�[5], [7]). Íàèáîëåå èíòåðåñíîé ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ðàáîòà [17], â êîòîðîé ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì
íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ðàññìîòðåíèÿ àíàëîãà ìîäåëè
Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (ñì., íàïðèìåð, [15, 14, 11, 16]). Ìîòèâàöèåé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé âûñòóïàåò æåëàíèå ïîëó÷èòü ìîäåëü, ñîõðàíÿþùóþ èçâåñòíûå è
ýêîíîìè÷åñêè îïðàâäàííûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè èñõîäíîé ìîäåëè Ëóêàñà, è, êðîìå
òîãî, òàêóþ, êîòîðóþ ïðîùå è óäîáíåå ñîïîñòàâëÿòü ñ äàííûìè ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè (òî åñòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âðåìåííûìè ðÿäàìè).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî
ðîñòà ñ ó÷åòîì íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà òèïà Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìå-
íåì, èçó÷åíèå êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òðåõìåðíîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì [6].

1. Ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà òèïà Ëóêàñà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ ó÷åòîì íà-
êîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îñíîâíîì ñëåäóåò ëîãèêå
ðàáîòû [17] (ñì. ïîäðîáíåå [6]). Ñëåäóÿ òðàäèöèè, âîñõîäÿùåé ê ðàáîòå [17]), âûäåëèì
â ÿâíîì âèäå ¾âíóòðåííèé¿ è ¾âíåøíèé¿ ýôôåêòû ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêî-
ãî êàïèòàëà. Âíóòðåííèé ýôôåêò ýòîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåò ðîñò èíäèâèäóàëüíîé ýô-
ôåêòèâíîñòè òðóäà ¾ðåïðåçåíòàòèâíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî àãåíòà¿(ÝÀ); âíåøíèé ýôôåêò �
ñâÿçàí ñ îðãàíèçàöèîííûìè è ñîöèàëüíûìè àñïåêòàìè ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè,
íà êîòîðûå íå ìîãóò ïîâëèÿòü èíäèâèäóàëüíûå ðåøåíèÿ ÝÀ î íàêîïëåíèè ñâîåãî ÷åëî-
âå÷åñêîãî êàïèòàëà. Âíåøíèì ýôôåêòîì îïðåäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ¾ýêñòåðíàëèè¿.
Êàê è â ðàáîòå [17], îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøåãî (è âìåñòå ñ òåì � îäíîãî èç
âàæíåéøèõ) ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òèïà Êîááà �
Äóãëàñà, à ýêñòåðíàëèè ó÷èòûâàþòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå. Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò
î âûÿâëåíèè ðîëè ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, à íå ðîñòà ÷èñëåííîñòè
ðàáîòíèêîâ, åñòåñòâåííî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé ÷èñëåííîñòè ðàáî÷åé ñèëû,
òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî å¼ òåìï ðîñòà ðàâåí íóëþ. Â èòîãå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàïèøóòñÿ
â âèäå:

kt+1 = Akβt (utht)
1−βh̄γt − ct + (1− δk)kt, (1.1)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht. (1.2)

Çäåñü t � íîìåð âðåìåííîãî ïåðèîäà, t ≥ 0; kt ∈ R+ ≡ [0,∞) � óäåëüíûé (per capita) ôè-
çè÷åñêèé êàïèòàë, ïðèõîäÿùèéñÿ â ñðåäíåì íà îäíîãî ÝÀ; ht ∈ R+ � óðîâåíü ÷åëîâå÷å-
ñêîãî êàïèòàëà ÝÀ; ut � äîëÿ àêòèâíîãî âðåìåíè ÝÀ, îòâîäèìàÿ òðóäîâîé äåÿòåëüíîñòè
(u(t) ∈ [0, 1]); ct � óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ ÝÀ (c(t) ∈ R+); δk è δh � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôè-
öèåíòû âûâåäåíèÿ (depreciation rate) ôèçè÷åñêîãî è ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëîâ, δk ∈ (0, 1),
δh ∈ (0, 1); δ > 0, A > 0, β ∈ (0, 1), γ > 0 � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîöåññ íàêîï-
ëåíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà è òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïðîèçâîäñòâà. Ìíîæèòåëü
h̄γt îïèñûâàåò ýêñòåðíàëèè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ÝÀ ïðè ïëàíèðîâàíèè ñâîåé äåÿòåëüíîñòè èñõîäèò èç âîñïðèÿòèÿ
ýêñòåðíàëèé êàê çàäàííûõ (è èçâåñòíûõ) ôóíêöèé âðåìåíè. Ïðè ýòîì îí âûáèðàåò ñâîþ
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ñòðàòåãèþ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîé äèñêîíòèðîâàííîé ïîëåçíîñòè

J [c] =

∞∑
t=0

ρt
c1−σ
t

1− σ
→ max. (1.3)

Çäåñü σ > 0 (σ ̸= 1) è ρ ∈ (0, 1) � ïîñòîÿííûå, õàðàêòåðèçóþùèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ
ÝÀ. Ôóíêöèè c(t) è u(t) ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿìè.

Ôîðìà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1.1), (1.2), (1.3) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå òðàäèöèîííîé äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Àäåêâàòíûé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà-
÷è (à òàêæå è áîëåå îáùèõ çàäà÷) ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðåä-
ñòàâëåí â ðàáîòàõ [12], [19], [13], [10] è [1]. Òàì æå îïèñàíà ñïåöèôèêà ðàññìîòðåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, òðàêòóåìîé â ñîäåðæàòåëüíîì ïëàíå êàê çàäà÷à î ¾êîíêóðåíòíîì ðàâíîâå-

ñèè¿ (competitive equilibrium).
Èñïîëüçóÿ ïîäõîä ðàáîò [12], [19] è [13], îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-

æà, çàïèñàííîì â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â äàííîé çàäà÷å ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëå-
äóþùåé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

kt+1 = Akβt u
1−β
t h1−β+γ

t − ct + (1− δk)kt, (1.4)

ht+1 = δ(1− ut)ht + (1− δh)ht, (1.5)(
ct
ct−1

)σ

= ρ
(
βAkβ−1

t u1−β
t h1−β+γ

t + (1− δk)
)

(1.6)

(
ut
ut−1

)β

= ρ

(
ct−1

ct

)σ ( kt
kt−1

)β ( ht
ht−1

)γ−β

((1− δh) + δ). (1.7)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (1.4)�(1.7) ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì ïåðåìåííûõ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (kt, ht, ct, ut) ∈ R4

++,
R++ ≡ (0,∞).

2. Ñáàëàíñèðîâàííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ èññëåäîâà-
íèåì òîëüêî íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà PBGP ìíîæåñòâà P îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, à
èìåííî � ðàññìîòðåíèåì ñáàëàíñèðîâàííûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé (BGP � òðàåêòî-
ðèé) [17]. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î òðàåêòîðèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëî-
âèÿì îïòèìàëüíîñòè è òàêèì, ÷òî òåìïû ðîñòà âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âäîëü
òàêèõ òðàåêòîðèé ïîñòîÿííû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè z(t) äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà t òåìïîì ðîñòà íàçûâàåòñÿ

âåëè÷èíà ωz(t) =
z(t+1)
z(t) . Òàêèì îáðàçîì, ñáàëàíñèðîâàííîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (1.4) �

(1.7) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ, äëÿ êîòîðîé òåìïû ðîñòà ωk, ωh, ωc è ωu ïîñòîÿííû.
Â [6] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.4)-(1.7) èìååò BGP � òðàåêòîðèè, òî

äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1∗. Äëÿ ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4

++ èìåþò ìåñòî ¾çàêîíû ñîõðàíåíèÿ¿:

ut = const, kβ−1
t h1−β+γ

t = const,
ct
kt

= const. (2.1)
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2∗. Äëÿ òåìïîâ ðîñòà ïåðåìåííûõ (kt, ht, ct, ut) ∈ R4
++ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

ωu = 1, ωk = ωc, ω1−β
k = ω1−β+γ

h , (2.2)

ω
γ(1−σ)
1−β

−σ

h =
1

ρ[(1− δh) + δ]
. (2.3)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1.4)�
(1.7). Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå qt =

ct
kt
è xt =

kt

(ht)
1−β+γ
1−β

. Ïåðåõîä îò ïåðåìåíûõ (k, h, c, u)

ê ïåðåìåííûì (x, q, c, u) ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.4)�(1.7) ê âèäó:

xt+1

xt
=

Axβ−1
t u1−β

t − qt + (1− δk)

[δ(1− ut) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β

, (2.4)

(
qt+1

qt

)σ

=
ρ
[
βAxβ−1

t+1 u
1−β
t+1 + (1− δk)

]
[
Axβ−1

t u1−β
t − qt + (1− δk)

]σ , (2.5)

(
ut+1

ut

)β

=

[
Axβ−1

t u1−β
t − qt + (1− δk)

]β
[δ(1− ut) + (1− δh)]

γ−β

[βAxβ−1
t+1 u

1−β
t+1 + (1− δk)]

[(1− δh) + δ]. (2.6)

(
ct
ct−1

)σ = ρ
[
βAxβ−1

t u1−β
t + (1− δk)

]
, (2.7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.4)-(2.7) îáëàäàåò ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðîé � óðàâíåíèÿ (2.4)-
(2.6) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìó. Èõ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7). Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëèëà
¾ïîíèçèòü ïîðÿäîê¿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (2.1) è (2.2) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ωq = 1, ωx = 1, ωu = 1, (2.8)

îçíà÷àþùèå, ÷òî ïåðâûå òðè êîîðäèíàòû ñáàëàíñèðîâàííûõ òðàåêòîðèé ñîâïàäàþò ñ
íåïîäâèæíûìè (ñòàöèîíàðíûìè) òî÷êè ñèñòåìû (2.4)-(2.6).

3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñáàëàíñèðîâàííîé òðàåêòîðèè

Î÷åâèäíî, ÷òî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è âîïðîñîâ
ñóùåñòâîâàíèÿ BGP-òðàåêòîðèé òåñíî ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì òð¼õìåðíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèìè (2.4)-(2.6). Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü
èãðàåò îïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîé ñèñòåìû è èõ ñâîéñòâ.

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.4)-(2.6) (x, q, u). Ó÷èòûâàÿ
óñëîâèå (2.8), â ðåçóëüòàòå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.4)-(2.6):

[δ(1− u) + (1− δh)]
1−β+γ
1−β = U − q + (1− δk), (3.1)

[U − q + (1− δk)]
σ = ρ [βU + (1− δk)] , (3.2)

βU + (1− δk) = [U − q + (1− δk)]
β [δ(1− u) + (1− δh)]

γ−β [(1− δh) + δ] . (3.3)

Â [6] äîêàçàíû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (2.4)-(2.6) èìååò íå ìåíåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïðè÷åì

u ≡ uBGP =
∆− [ρ∆]

1
D

δ
, (3.4)

ãäå

∆ ≡ (1− δh) + δ, D =
σ(1− β) + γ(σ − 1)

1− β
(3.5)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

1∗. D > 0,
(1− δh)

D

(1− δh) + δ
< ρ < ((1− δh) + δ)D−1. (3.6)

2∗. D < 0, ((1− δh) + δ)D−1 < ρ < (1− δh)
D((1− δh) + δ)−1. (3.7)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå uBGP ∈ (0, 1).

Èìåÿ â âèäó, ÷òî âñþäó â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ u ≡ uBGP , íàéä¼ì îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ââåä¼ì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ. À èìåííî, îáîçíà÷èì

1− δk ≡ ∆k, ∆k ∈ (0, 1); 1− δh ≡ ∆h, ∆h ∈ (0, 1). (3.8)

Òîãäà â (3.5) ∆ ≡ ∆h + δ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

∆− δu = ∆− δ
∆− [ρ∆]

1
D

δ
= (ρ∆)

1
D . (3.9)

Ïóñòü

P1 =
γ

σ(1− β) + γ(σ − 1)
, P2 =

1− β + γ

σ(1− β) + γ(σ − 1)
. (3.10)

Çàìåòèì, ÷òî P2 =
1
D + P1.

Óðàâíåíèÿ (3.1)-(3.3) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

[ρ∆]P2 = U − q +∆k (3.11)

[U − q +∆k]
σ = ρ [βU +∆k] , (3.12)

βU +∆k = [U − q +∆k]
β [ρ∆]

γ−β
D ∆. (3.13)

Çíàÿ çíà÷åíèå uBGP , íàéä¼ì x = xBGR. Â ñàìîì äåëå, èç (3.12) èìååì:

U − q +∆k = (ρ(βU +∆k))
1
σ .

Òîãäà âìåñòî (3.13) ïîëó÷èì:

(βU +∆k)
σ−β
σ = ρ

σ−β
σ

P1∆
σ−β
σ

P2σ,

îòêóäà íàéä¼ì U :

U =
1

β
(ρP1∆P2σ −∆k). (3.14)
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Òàêèì îáðàçîì,

x ≡ xBGP = (Aβ)
1

1−β
(
ρP1∆P2σ −∆k

) 1
β−1 uBGP , (3.15)

ãäå êîîðäèíàòà uBGP îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.4).

Òðåòüÿ êîîðäèíàòà q ≡ qBGP ëåãêî íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.11), ãäå U íàõîäèòñÿ
èç (3.14). À èìåííî,

q ≡ qBGP =
1

β
(ρP1∆P2σ −∆k) + ∆k − (ρ∆)P2 . (3.16)

Èç ïðîâåä¼ííûõ âû÷èñëåíèé ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2.4) � (2.6) èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ

òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (3.15), (3.16), (3.4).

Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (1.1)-(1.3) θ ≡ col{A, δ, γ, β, ρ, δk, δh, σ} ∈ Θ,
Θ ≡ R3

++× [0, 1]4×Σ, Σ = (0, 1)∪ (1,∞). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè
åäèíñòâåííîé ñáàëàíñèðîâàííîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íàéäåííîìó
ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
Θ ñèñòåìû (2.4)-(2.6) ìîæíî âûäåëèòü íåïóñòóþ îáëàñòü ΘBGP , äëÿ êîòîðîé BGP �
òðàåêòîðèÿ ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òàê. Îïðåäåëèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîé îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëó÷åííîìó
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ïåðâîå óñëîâèå íàéäåíî â ðàáîòå [6] (òåîðåìà 2 íàñòîÿùåé ðàáî-
òû).

Èç (3.15) è (3.16) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 åñëè

ρP1∆P2σ −∆k > 0, (3.17)

òî xBGP > 0.

Òåîðåìà 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 2 è 4 åñëè

1

β
(ρP1∆P2σ −∆k) + ∆k > (ρ∆)P2 , (3.18)

òî qBGP > 0.

Óñëîâèÿ òåîðåì 2,4,5 âûäåëÿþò â ìíîæåñòâå ΘBGP íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ΘBGP+,
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîé èç êîòîðîãî êîîðäèíàòû BGP-òðàåêòîðèè ïîëîæèòåëüíû è,
ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ΘBGP+ íå ïóñòî.
Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé

Ïðèìåð 1. Âûáåðåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ δ = γ = 1, β = δk = δh = 1
2 , σ = 1, 1, ρ = 0, 75.

Îíè ïðèíàäëåæàò îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äàííûõ
çíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2, 4, 5 èìåþò ìåñòî.

Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå D = 1, 3 > 0. Âòîðîå íåðàâåíñòâî (3.6), ïîñëå ¾ðà-
çóìíîãî¿îêðóãëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä: 0, 3964 < 0, 75 < 1, 0438. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì
uBGP ≈ 0, 402 ∈ (0, 1).
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Óñòàíîâèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåì 4 è 5. Â ñàìîì äåëå,

ρP1∆P2σ −∆k = 0, 75
10
13 1, 5

0,825
0,65 − 0, 5 ≈ 0, 57 > 0,

è xBGP > 0. Ðàññìîòðèì, äàëåå, íåðàâåíñòâî (3.18). Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â
ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

1

β
(ρP1∆P2σ −∆k) + ∆k ≈ 2 · 0, 57 + 0, 5 = 1, 64.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà äàñò

(ρ∆)P2 = (0, 75 · 1.5)
0,75
0,65 ≈ 1, 15,

òî åñòü qBGP > 0.

Èç òåîðåì 2, 4, 5 è ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 6. Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ θ ≡ col{A, δ, γ, β, ρ, δk, δh, σ} ∈ Θ, Θ ≡ R3
++ ×

[0, 1]4 × Σ, Σ = (0, 1) ∪ (1,∞) ñèñòåìû (2.4)-(2.6) èìååòñÿ íåïóñòàÿ îáëàñòü ΘBGP+ ⊂
ΘBGP , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà uBGP ∈ (0, 1), xBGP > 0, qBGP > 0,
òî åñòü ó èñõîäíîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ îïòèìàëüíàÿ

òðàåêòîðèÿ.

Âîïðîñàì èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ îðáèò ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñáàëàíñèðîâàííîé
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè, à òàêæå èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ôàçîàîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò
ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ñòàòüÿ.
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