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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìû, çàäàííûå íà çàìêíóòîì äâóìåð-
íîì ìíîãîîáðàçèè, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå À. Â ðàáîòàõ Ïøåòûöêîãî (F. Przytycki) áûëè ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Ω-óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ. Òàêæå îí ïîêàçàë, ÷òî â ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè Ω-íåóñòîé÷èâîãî ýíäîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî Ω-íåñîïðÿæåííûõ
ýíäîìîðôèçìîâ. Â äàííîé ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðèìåð îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà Ω-ñîïðÿæåííûõ, íî
òîïîëîãè÷åñêè íåñîïðÿæåííûõ ýíäîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìà À, Ω-íåóñòîé÷èâûé ýíäîìîðôèçì, òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü.

Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü M2 � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 2-ìíîãîîáðàçèå è f : M2 → M2 � Cr-
ýíäîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À. Íàïîìíèì, ÷òî ýíäîìîðôèçì f óäîâëåòâî-
ðÿåò àêñèîìå À, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Perf ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå Ωf ;

2) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf � ãèïåðáîëè÷íî.

Ãèïåðáîëè÷íîñòü Ωf îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0, 0 < µ < 1 è
ðèìàíîâà ìåòðèêà íà TM òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè èç íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà x̄ = {xi | f(xi) = xi+1, xi ∈ Ωf , i ∈ Z} ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó Tx̄ = Es ⊕ Eu, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé
Df : Tx̄M → Tx̄M , è äëÿ êîòîðîãî âåðíû ñëåäóþùå íåðàâåíñòâà:

1. ∥Dfn(v)∥ ⩽ Cµn∥v∥, äëÿ ëþáûõ n ⩾ 0, v ∈ Es;

2. ∥Dfn(v)∥ ⩾ (1/C)µ−n∥v∥ , äëÿ ëþáûõ n ⩾ 0, v ∈ Eu.

Â ðàáîòå Ïøåòûöêîãî [3] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Ω-
óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå Ωf

íå ñîäåðæèòñÿ îñîáûõ òî÷åê f , òî åñòü òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿDf : TpM → Tf(p)M
íå èíúåêòèâíà.

Êðîìå òîãî, â [3] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ýíäîìîðôèçì f íå ÿâëÿåòñÿ Ω-óñòîé÷èâûì, òî
â ëþáîé åãî îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî Ω-íåñîïðÿæåííûõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ
ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿).
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Â äàííîé ðàáîòå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè: S1 = R/Z è T2 = S1 × S1 =
R2/Z2. Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå cëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé φ : S1 → S1 è ψ : S1 →
S1:

φ(x) = 2x mod 1, ψ(x) =
1

π
arctg

(
tg(πx)e2π

)
mod 1.

Äèôôåîìîðôèçì ψ : S1 → S1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü ïîòîêà
ẋ = sin(2πx), x ∈ S1. Êàæäîå èç ýòèõ îòîáðàæåíèé â îòäåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì, â òî âðåìÿ êàê èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå f : T2 → T2, f(x, y) = (φ(x), ψ(y))
óæå íå ÿâëÿåòñÿ äàæå Ω-óñòîé÷èâûì.

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ïøåòûöêîãî [3] äëÿ ëþáîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Ωi Ω-
óñòîé÷èâîãî ýíäîìîðôèçìà f : M → M , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À, íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1) ñóæåíèå f |Ωi ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì;

2) ñóæåíèå f |Ωi ÿâëÿåòñÿ êâàçèðàñøèðÿþùèì, òî åñòü äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè x̄ ∈ Ωi

dimEu
x0

= dimM .

Î÷åâèäíî, ÷òî àòòðàêòîð A = {(x, y) ∈ T2 | x = 1/2} ïîñòðîåííîãî ýíäîìîðôèçìà
f : T2 → T2 íå óäîâëåòâîðÿåò íè îæíîìó èç ïðèâåäåííûõ óñëîâèé.

Íàøåé îñíîâíîé çàäà÷åé çäåñü áóäåò ïîñòðîåíèå êîíòèíóóìà ïîïàðíî Ω-
ñîïðÿæåííûõ, íî òîïîëîãè÷åñêè íåñîïðÿæåííûõ ýíäîìîðôèçìîâ â îêðåñòíîñòè f .

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ëåììà. Åñëè ãîìåîìðôèçì h : S1 → S1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ h ◦ φ = φ ◦ h, òî ëèáî

h(x) = x mod 1, ëèáî h(x) = −x mod 1, x ∈ S1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê x = 0 � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýíäîìîðôèçìà φ,
òî íåîáõîäèìî h(0) = 0. Äàëåå, ïîñêîëüêó φ−1(0) = {0, 1/2}, òî íåîáõîäèìî h(1/2) = 1/2.
Ðàññìàòðèâàÿ ïðîîáðàçû òî÷êè x = 1/2, ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî h(1/4) = 1/4 è h(3/4) =
3/4, ëèáî h(1/4) = 3/4 è h(3/4) = 1/4. Â ïåðâîì ñëó÷àå h îêàçûâàåòñÿ ñîõðàíÿþùèì
îðèåíòàöèþ, à âî âòîðîì � ìåíÿþùèì. Ïðîîáðàçû òî÷êè x = 0 ïðè îòîáðàæåíèè φn

èìåþò âèä k
2n , 0 ⩽ k < 2n − 1, k ∈ Z. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå

h íà ìíîæåñòâî φ−n(0), òî åñòü h
(

k
2n

)
= k

2n , à âî âòîðîì � åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå

h
(

k
2n

)
= 2n−k

2n . Òàê êàê ìíîæåñòâî
∞∪
n=1

φ−n(0) âñþäó ïëîòíî, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî h(x) =

x mod 1, ëèáî h(x) = −x mod 1.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî fε : T2 → T2, ýíäîìîðôèçìîâ òîðà, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò
ïàðàìåòðà. Çäåñü è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ε ⩾ 0.

fε(x, y) = (φ(x), ψt(x,ε)(y)),

ãäå

ψτ (y) =
1

π
arctg

(
tg(πy)e2πτ

)
mod 1, t(x, ε) = 1 + εe− tg2(π(x− 1

2)).

Îòîáðàæåíèå ψτ (y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã íà âðåìÿ τ âäîëü ïîòîêà ẏ = sin(2πy).
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ε = 0 fε, ñîâïàäàÿ ñ f , ïðèîáðåòàåò âèä ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ëþáîé ýíäîìîðôèçì èç äàííîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A.
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Òåîðåìà. Ýíäîìîðôèçìû fε1 : T2 → T2 è fε2 : T2 → T2 íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæåííûìè ïðè ε1 ̸= ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíäîìîðôèçìû fε1 è fε1 ïðè óñëîâèè ε1 ̸= ε2 òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû. Òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì h : T2 → T2, äëÿ êîòîðîãî
h ◦ fε1 = fε2 ◦ h.

Ïîñêîëüêó áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà fε ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè {(x, y) ∈ T2 | y ∈ (0, 1/2)} è {(x, y) ∈ T2 | y ∈ (1/2, 1)}, à îòîáðàæå-
íèå fε íà ýòèõ êîìïîíàíòàõ ñâÿçíîñòè ñèììåòðè÷íî â ñìûñëå ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
ψτ (y) = 1 − ψτ (1 − y), y ∈ (0, 1), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñîïðÿãàþ-
ùåãî ãîìåîìîðôèçìà h : T2 → T2 â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ, ïåðåâîäÿùèõ êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè áëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà {(x, y) ∈ T2 | y ∈ (0, 1/2)} â ñåáÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì ε ⩾ 0 îêðóæíîñòè R = {(x, y) ∈ T2 | y = 0} è A = {(x, y) ∈
T2 | y = 1/2} ÿâëÿþòñÿ ðåïåëëåðîì è àòòðàêòîðîì ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, òàê
êàê ñóæåíèå fε íà àòòðàêòîð åñòü φ, òî â ñèëó ëåììû ëèáî h|A(x, y) ≡ (x, y), ëèáî
h|A(x, y) ≡ (−x mod 1, y).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà h(x, y)|A = (x, y). Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íåïîäâèæíîé
òî÷êè a = (0, 1/2) (W s

a = {p ∈ T2 | d(a, fnε (p)) → 0 ïðè n → ∞}) íå çàâèñèò îò
âûáîðà ε è èìååò âèä W s

a =
{
(x, y) ∈ T2 \R | x = m

2n ,m, n ∈ Z
}
. Çàìåòèì, ÷òî óñòîé÷è-

âîå ìíîãîîáðàçèå W s
a ïëîòíî â T2, à åãî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì

äîîïðåäåëÿþòñÿ äî fε-èíâàðèàíòíîãî ñëîåíèÿ L = {x = α | α ∈ S1} íà T2. Èç ýòîãî ñëå-
äóåò, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h íåîáõîäèìî ñîõðàíÿåò ñëîåíèå L, à â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè
A è L, è òîãî, ÷òî ñóæåíèå h|A ≡ id, ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ L èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî h, òî åñòü h(x, y1) = (x, y2).

Òàêèì îáðàçîì, ãîìåîìîðôèçì h ïðåäñòàâèì â âèäå êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ h(x, y) =
(x, gx(y)). Äëÿ ëþáîãî ε èìååò ìåñòî òîæäåñòâî: fε(0, y) = (0, ψ1(y)), ïîýòîìó âåðíî ñî-
îòíîøåíèå:

g0 ◦ ψ1 = ψ1 ◦ g0. (1)

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ψτ åñòü ñäâèã âäîëü ïîòîêà, òî

ψτ1 ◦ ψτ2 = ψτ1 ◦ ψτ2 = ψτ1+τ2 äëÿ ëþáûõ τ1, τ2 ∈ R. (2)

Åñëè íåêîòîðîå èç îòîáðàæåíèé gx(y) çàäàíî, òî îòîáðàæåíèå gφ−1(x)(y) îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì èç óñëîâèÿ:

gφ(x) ◦ ψt(x,ε1) = ψt(x,ε2) ◦ gx. (3)

Èç (3) ïîëó÷àåì:

gφ−1(x) = ψ−t(φ−1(x),ε2) ◦ gx ◦ ψt(φ−1(x),ε1) (4)

(çäåñü ïîä φ−1(x) ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà èç ïîëíîãî ïðîîáðàçà).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé g1/2, g1/4, . . . , g1/2n , . . .. Òàê êàê h ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé äîëæíà ïîòî÷å÷íî
ñõîäèòüñÿ ê îòîáðàæåíèþ g0.

Èç (1) è (4) èìååì:

g1/2n = ψ−σ(n,ε2) ◦ g0 ◦ ψσ(n,ε1), (5)
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ãäå

σ(n, ε) =
n∑

k=1

[
t

(
1

2k
, ε

)
− 1

]
.

Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ε ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ∂
∂x

∣∣
x=0

t(x, ε) = 0,

òî t(x, ε) − 1 < x ïðè x äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî t
(

1
2n , ε

)
− 1 < 1

2n

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, è ðÿä
∞∑
k=1

[
t
(

1
2k
, ε
)
− 1

]
ñõîäèòñÿ. Îòñþäà â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî
g0 = ψ−σ(∞,ε2) ◦ g0 ◦ ψσ(∞,ε1), (6)

ãäå

σ(∞, ε) =
∞∑
k=1

[
t

(
1

2k
, ε

)
− 1

]
.

Èç íåðàâåíñòâà ε1 > ε2 ñëåäóåò, ÷òî t(x, ε1) > t(x, ε2) äëÿ ëþáîãî x ∈ S1, x ̸= 0, íî òîãäà
è σ(∞, ε1) > σ(∞, ε2).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (1), ðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò,
÷òî è çàâåðøèò íàøå äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y èç îòðåçêà [0,
1/2] è ðàññìîòðèì ñèñòåìû îòðåçêîâ ∆i = [ψi−1(y), ψi(y)] è ∆̃i = [ψi−1(g0(y)), ψ

i(g0(y))],
i ∈ Z. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1) èìååì g(∆i) = ∆̃i. Âûáåðåì öåëîå ÷èñëî k òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî k(σ(∞, ε1) − σ(∞, ε2)) > 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî
(2) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè ψkσ(∞,ε2)◦g0(y) è g0◦ψkσ(∞,ε1)(y) ïðèíàäëåæàò ðàçíûì îòðåçêàì
∆̃i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (6).

Ñëó÷àé, êîãäà h(x, y)|A = (−x mod 1, y) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî â
ñèëó òîãî, ÷òî t(x, ε) ≡ t(−x mod 1, y).

Àâòîð áëàãîäàðèò Â. Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, à òàêæå Å.Â.Æóæîìó è
Î.Â.Ïî÷èíêó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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