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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü J-ñèììåòðè÷åñêîé è J-ñàìîñîïðÿæåííîé äèëàòàöèé

ïëîòíî çàäàííîãî îïåðàòîðà A ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê. Ïðîñòðàíñòâà J-äèëàòàöèé

ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ äåôåêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïå-

ðàòîðà A è J-ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ J-äèëàòàöèé îáðàçóþòñÿ ïîëÿðíûìè ðàçëîæåíèÿìè äåôåêòíûõ îïå-

ðàòîðîâ. Ìèíèìàëüíîñòü óêàçàííûõ äèëàòàöèé ãàðàíòèðóþòñÿ ñåïàðàáåëüíîñòüþ äåôåêòíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîãðàíè÷åííûé, ìèíèìàëüíàÿ äèëàòàöèÿ, J-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

1. Ââåäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ îïåðàòîðà ñæàòèÿ â [6] áûëà ïîñòðîåíà óíèòàðíàÿ äèëàòàöèÿ è äîêàçàíà åå ìèíè-
ìàëüíîñòü. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñàìîñîïðÿ-
æåííîé äèëàòàöèè äèññèïàòèâíîãî îïåðàòîðà è äàòü îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîñòè òàêîé
äèëàòàöèè.

Â [3] áûëè ÿâíî ïîñòðîåíû J-ñèììåòðè÷åñêàÿ è J- ñàìîñîïðÿæåííàÿ äèëàòàöèè ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê.

Â ñòàòüå äîêàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíîñòè J-ñèììåòðè÷åñêîé è J- ñàìîñîïðÿæåííîé äè-
ëàòàöèé èç [3] ïðè îïðåäåë¼ííûõ, åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ íà äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
èñõîäíîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A � ëèíåéíûé, íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ äèëàòàöèåé îïåðàòîðà A [1, 4], åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò λ0 ∈ ρ(A) ∩ ρ(A);

2) H ⊂ H;

3) Rn
λ0
(A)h = PRn

λ0
(A)h äëÿ ëþáûõ n ∈ N è h ∈ H, P � îðòîïðîåêòîð èç H íà H,

Rλ0(A) = (A− λ0 I)
−1, Rλ0(A) = (A− λ0 I)

−1.

Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, åñòåñòâåííî, äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìèíèìàëü-
íîñòè J-ñèììåòðè÷åñêîé äèëàòàöèè.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ äèëàòàöèÿ L, äåéñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå H, îïåðà-
òîðà A, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè

H = spann≥0 {Rn
λ0
(L)H} = Hmin.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé J-ñèììåòðè÷åñêîé äèëàòàöèè L âûïîëíåíî âêëþ÷å-
íèå Hmin ⊂ H è Hmin èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðåçîëüâåíòû Rλ0(L), íî íå îáÿçàòåëüíî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñàìîãî îïåðàòîðà L. Ïîýòîìó íå âñÿêóþ äèëàòàöèþ ìîæíî
ñóçèòü äî ìèíèìàëüíîé, êàê â ñëó÷àå èçîìåòðè÷åñêîé äèëàòàöèè îïåðàòîðà ñæàòèÿ [6].

Â ñëó÷àå J-ñàìîñîïðÿæåííîé äèëàòàöèè S, îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóþùåå:

Îïðåäåëåíèå 3. Ñàìîñîïðÿæåííàÿ äèëàòàöèÿ S, äåéñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå H, îïå-
ðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè

H = spann≥0 {Rn
λ0
(S)H, Rn

λ0
(S)H} = Hmin.

2. J-ñèììåòðè÷åñêàÿ äèëàòàöèÿ

Âåçäå äàëåå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom(A) è −i ∈ ρ(A).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

B+ = i R−i − i R∗
−i − 2R∗

−iR−i, B− = i R−i − i R∗
−i − 2R−iR

∗
−i, ãäåR−i = (A+ i I)−1,

Q± =
√
|B±|, B± = J±|B±| è ïîäïðîñòðàíñòâà Q± = Q±H.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H+ = L2(R+; Q+)⊕ H = D+ ⊕ H, ïîñòðîèì îïåðàòîð
L ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âåêòîð h =

(
h+(t)
h0

)
, ãäå h+(t) ∈ D+, h0 ∈ H, ïðèíàäëåæèò dom(L) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

1) h+(t) ∈ W 1
2 (R+; Q+);

2) h0 ∈ dom(A);

3) h+(0) = iQ+(A+ i I)h0.

Åñëè h ∈ dom(L), òî

L h = L

(
h+(t)
h0

)
=

(
(P+h+)(t)
Ah0

)
,

ãäå (P+h+)(t) = ih′+(t).
J-ìåòðèêó â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì:

J h = J

(
h+(t)
h0

)
=

(
(J+h+)(t)

h0

)
,

ãäå (J+h+)(t) = J+h+(t) � îïåðàòîð J+ äåéñòâóåò íà h+(t) ïðè êàæäîì t ∈ R+.
Îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ J-ñèììåòðè÷åñêîé äèëàòàöèåé îïåðàòîðà A [3].
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Òåîðåìà 1. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî Q+ ñåïàðàáåëüíî, òî äèëàòàöèÿ L ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî

H+ = D+ ⊕ H = spann≥0 {Rn
−i(L)H}.

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

R−i(L)

(
h+(t)
h0

)
=

(
((P0 + i I)−1h+)(t) + i e−tQ+ h0

R−i h0

)
, (2.1)

ãäå P0 = P+|dom(P0)
, dom(P0) = {h+ ∈ dom(P+)| h+(0) = 0},

((P0 + i I)−1h+)(t) =
1

i

t∫
0

es−th+(s) ds.

Îòñþäà

R−i(L)

(
0
h0

)
=

(
i e−tQ+ h0
R−i h0

)
. (2.2)

Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ n-îé ñòåïåíè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà L:

Rn
−i(L)

(
0
h0

)
=

(
φn(t)
ψn

)
, ãäå n ∈ N, (2.3)

φn(t) = e−t
n∑

k=1

tn−k

(n− k)! in−k−1
Q+R

k−1
−i h0, ψn = Rn

−i h0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè n = 1 ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.2).

Åñëè ðàâåíñòâî (2.3) âåðíî äëÿ ëþáîãî k ≤ n, òî ïðè k = n+ 1

φn+1(t) = e−t
n+1∑
k=1

tn−k+1

(n− k + 1)! in−k
Q+R

k−1
−i h0.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.1), ïîëó÷èì:

Rn+1
−i (L)

(
0
h0

)
= R−i(L)R

n
−i(L)

(
0
h0

)
=

(
φ′
n+1(t)
ψ′
n+1

)
,

ãäå

φ′
n+1(t) =

1

i

t∫
0

es−t · e−s
n∑

k=1

sn−k

(n− k)! in−k−1
Q+R

k−1
−i h0 ds+ i e−tQ+R

n
−i h0,

ψ′
n+1 = Rn+1

−i h0 = ψn+1.
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Ïðåîáðàçóåì φ′
n+1(t):

φ′
n+1(t) = e−t

n∑
k=1

t∫
0

sn−k

(n− k)! in−k
dsQ+R

k−1
−i h0 + i e−tQ+R

n
−i h0 =

= e−t
n∑

k=1

tn−k+1

(n− k + 1)! in−k
Q+R

k−1
−i h0 + i e−tQ+R

n
−i h0 =

= e−t
n+1∑
k=1

tn−k+1

(n− k + 1)! in−k
Q+R

k−1
−i h0 = φn+1.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.3) äîêàçàíà.
Ïóñòü h0 ∈ dom(A), òîãäà äëÿ n ≥ 0, ïîëó÷àåì:

Rn+1
−i (L)

(
0

(A+ i I)h0

)
−Rn

−i(L)

(
0
h0

)
=

(
φ′′
n(t)
ψ′′
n

)
,

ãäå ψ′′
n = 0,

φ′′
n(t) = e−t

(
tn

n! in−1
Q+ (A+ i I)h0 +

n+1∑
k=2

tn−k+1

(n− k + 1)! in−k
Q+R

k−2
−i h0−

−
n∑

k=1

tn−k

(n− k)! in−k+1
Q+R

k−1
−i h0

)
=

e−t tn

n! in−1
Q+ (A+ i I)h0.

Ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè êàæäîì t:

φ′′
n(t) ∈ Q+ (A+ i I) dom(A) = Q+H = Q+.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Q+ ñåïàðàáåëüíî, òî ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé âèäà tn e−t h0,
ãäå h0 ∈ Q+, n ≥ 0, âñþäó ïëîòíî â L2(R+; Q+).

Òîãäà D+ = spann≥1 {Rn
−i(L)H}.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè äèëàòàöèè ïîëîæèòü D+ = L2(R+; Q
′
+) ãäå Q

′
+ =⊃ Q+

, òî ïîëó÷åííàÿ äèëàòàöèÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ìèíèìàëüíîé íå áóäåò.

3. J-ñàìîñîïðÿæåííàÿ äèëàòàöèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé: D±=L2(R±;Q±).
Îáðàçóåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H = D− ⊕ H ⊕ D+ è ïîñòðîèì â íåì îïåðàòîð

S ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð h =

 h−(t)
h0

h+(t)

 , ãäå h±(t) ∈ D±, h0 ∈ H, ïðèíàäëåæèò

dom(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1) h±(t), ∈W 1
2 (R±;Q±);
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2) φ = h0 +Q− h−(0) ∈ dom(A);

3) h+(0) = T ∗ h−(0) + i J+Q+(A+ iI)φ, ãäå T ∗ = I + 2 i R∗
−i.

Åñëè h ∈ dom(S), òî

S h = S

 h−(t)
h0

h+(t)

 =

 (P− h−)(t)
−i h0 + (A+ i I)φ

(P+ h+)(t)

 ,

ãäå (P± h±)(t) = ih′±(t).

Îïåðàòîð S ÿâëÿåòñÿ J-ñàìîñîïðÿæåííîé äèëàòàöèåé îïåðàòîðà A [3].

Òåîðåìà 2. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâà Q± ñåïàðàáåëüíû, òî äèëàòàöèÿ S ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøåì ñëó÷àå λ0 = −i, ñëåäîâàòåëüíî, íàäî äîêàçàòü, ÷òî

H = spann≥0 {Rn
−i(S)H, R

n
i (S)H}.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

1) D+ = spann≥1 {Rn
− i(S)H} ;

2) D− = spann≥1 {Rn
i (S)H}.

Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà (3.1)
è (3.2):

R−i(S)

 h−(t)
h0

h+(t)

 =

 ((P− + i I)−1 h−)(t)
R−i h0 −Q− V−(0)

((P0 + i I)−1 h+)(t) + e−t V+(0)

 =

 V−(t)
V0

V+(t)

 , (3.1)

ãäå

((P0 + i I)−1 h+)(t) =
1

i

t∫
0

es−th+(s) ds, ((P− + i I)−1 h−)(t) =
1

i

t∫
−∞

es−th−(s) ds,

V−(0) =
[
(P− + i I)−1 h−(t)

]
t=0

, V+(0) = T ∗ V−(0) + i J+Q+ h0.

Ri(S)

 h−(t)
h0

h+(t)

 =

 ((P−0 − i I)−1 h−)(t) + et U−(0)
R∗

−i h0 −Q+ U+(0)
((P+ − i I)−1 h+)(t)

 =

 U−(t)
U0

U+(t)

 , (3.2)

ãäå

((P−0 − i I)−1 h−)(t) =
1

i

0∫
t

et−sh−(s) ds, ((P+ − i I)−1 h+)(t) =
1

i

∞∫
t

et−sh+(s) ds,
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U+(0) =
[
((P+ − i I)−1 h+)(t)

]
t=0

, P−0 = P−|M−
,

M− = {h− ∈ dom(P−)| h−(0) = 0}, U−(0) = T U+(0)− i J−Q− h0,

Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî:

R−i(S)

 0
h0

h+(t)

 =

 0
R−i h0

((P0 + i I)−1 h+)(t) + i e−t J+Q+ h0

 .

Ïóñòü h0 ∈ dom(A), òîãäà äëÿ n ≥ 0, ïîëó÷àåì

Rn+1
−i (S)

 0
(A+ i I)h0

0

−Rn
−i(S)

 0
h0
0

 =

 0
0

ω′′
n(t)

 ,

ãäå

ω′′
n(t) = e−t

(
n+1∑
k=2

tn−k+1

(n− k + 1)! in−k
J+Q+R

k−2
−i h0 +

tn

n!in−1
J+Q+(A+ i I)h0−

−
n∑

k=1

tn−k

(n− k)! in−k−1
J+Q+R

k−1
−i h0

)
=

e−ttn

n!in−1
J+Q+(A+ i I)h0.

Òàê êàê J+Q+ (A+ i I) dom(A) = Q+J+H = Q+, òî â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà Q+, ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé âèäà: tn e−t h0, ãäå h0 ∈ Q+, n ≥ 0, âñþäó ïëîòíî â
L2(R+; Q+).

Äîêàæåì (3.2). Äëÿ ýòîãî íàäî îáîñíîâàòü ôîðìóëó:

Rn
i (S)

 0
h0
0

 =

 fn(t)
gn
0

 , (3.3)

ãäå gn = R∗n
−i h0, fn(t) = et

n∑
k=1

tn−k

(n− k)! (−i)n−k−1
J−Q−R

∗k−1

−i h0. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-

ãè÷íî.
Ïóñòü h0 ∈ dom(A∗), òîãäà äëÿ n ≥ 0 ïîëó÷àåì:

Rn+1
i (S)

 0
(A∗ − i I)h0

0

−Rn
i (S)

 0
h0
0

 =

 f ′′n(t)
0
0

 ,

ãäå

f ′′n(t) = et

(
n+1∑
k=2

tn−k+1

(n− k + 1)! (−i)n−k
J−Q−R

∗k−2

−i h0 +
tn et

n! (−i)n−1
J−Q− (A∗ − i I)h0−

−
n∑

k=1

tn−k

(n− k)! (−i)n−k−1
J−Q−R

∗k−1

−i h0

)
=

tn et

n! (−i)n−1
J−Q− (A∗ − i I)h0.

Òàê êàê J−Q− (A∗ − i I) dom(A∗) = Q−J−H = Q−, òî â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà Q−, ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé âèäà: tn et h0, ãäå h0 ∈ Q−, n ≥ 0, âñþäó
ïëîòíî â L2 (R−; Q−).
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4. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå âïåðâûå äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü J-ñèììåòðè÷åñêîé è J�ñàìîñîïðÿæåííîé
äèëàòàöèé ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî-
÷åê ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè äèëàòàöèè äåôåêòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Q+ è Q−
ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûìè. Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîñòè ïîçâîëÿåò ðåøàòü ðÿä âàæíûõ çà-
äà÷: ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíîé ìîäåëè îïåðàòîðà è èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà
äèëàòàöèè è äð.
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