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Äîêàçàíî, ÷òî íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M3 òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ Mτ , ïî-
ëó÷åííîìó èç M2 × [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1) è (τ(z), 0), ãäå τ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïñåâäîàíîñîâñêèì
ãîìåîìîðôèçìîì, ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì ãîìåîìîðôèçìîì, ñîõðàíÿþùèì ñëîåíèÿ íåêîòîðîãî ïñåâäîàíî-
ñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà
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çèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íà÷èíàÿ ñ 2012 ã., â ñåðèè ðàáîò [1], [3], [4], [2] Â. Ç. Ãðèíåñà, Þ.À.Ëåâ÷åíêî,
Â.Ñ.Ìåäâåäåâà, Î.Â.Ïî÷èíêè ðàññìàòðèâàëèñü A-äèôôåîìîðôèçìû òðåõìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç äâóìåðíûõ áàçèñ-
íûõ ìíîæåñòâ. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
îáúåäèíåíèåì ðó÷íî âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ äâóìåðíîìó òîðó, à íåñó-
ùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M

Ĵ
, ïîëó÷åííîìó èç T2 × [0, 1] îòîæ-

äåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1) è (Ĵ(z), 0), ãäå Ĵ � àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà, çàäàí-
íûé ìàòðèöåé J , êîòîðàÿ ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ëèáî ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé I =

(
1 0
0 1

)
, ëèáî ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé −I =

(
−1 0
0 −1

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T2 = R2/Z2 íàçûâàåòñÿ äèô-

ôåîìîðôèçì Ĉ, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé C =

(
a b
c d

)
èç ìíîæåñòâà GL(2,Z) öåëî÷èñ-

ëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1. Òî åñòü Ĉ(x, y) = (ax + by, cx + dy) (mod 1). Àë-
ãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Ĉ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1, λ2 ìàòðèöû C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |λ1| < 1 < |λ2|. Ïðè ýòîì ìàòðèöà C òàêæå
íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Â ðàáîòå Ô.Õåðòöà, Ì.Õåðòö è Ð.Óðåñà [6] àíàëîãè÷íûé âûâîä î ñòðóêòóðå ìíî-
ãîáðàçèÿ ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (òî
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ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà íàó÷íûõ
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åñòü ëþáàÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ â M3 äâóìåðíàÿ ñôåðà îãðàíè÷èâàåò â íåì òðåõ-
ìåðíûé øàð) è äîïóñêàåò äèôôåîìîðôèçì f : M3 → M3 ñ èíâàðèàíòíûì àíîñîâñêèì

òîðîì (òî åñòü äèôôåîìîðôèçìû ñ ãëàäêèì f -èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, ãî-
ìåîìîðôíûì òîðó, íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå êîòîðîãî f èíäóöèðóåò ãèïåðáîëè÷åñêîå
äåéñòâèå). Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1], [3], [4], [2], â îòëè÷èå îò [6], íå òðåáîâàëîñü íåïðè-
âîäèìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M3, îäíàêî àíîñîâñêèé òîð íåîáõîäèìî áûë ëèáî àòòðàêòîðîì,
ëèáî ðåïåëëåðîì � àíîñîâñêèì àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âûøåîïèñàííûõ èññëåäîâàíèé. Òî÷íåå,
ìû âûäåëÿåì êëàññ òðåõìåðíûõ ãîìåîìîðôèçìîâ ñ òàê íàçûâàåìûìè ïñåâäîàíîñîâñêèìè
àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè è äàåì êëàññèôèêàöèþ íåñóùèõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ òàêèõ
îòîáðàæåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì h : M2 →M2 íàçûâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì îòîáðàæå-

íèåì (pA-ãîìåîìîðôèçìîì), åñëè íà ïîâåðõíîñòè M2 ñóùåñòâóåò ïàðà h-èíâàðèàíòíûõ
òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîåíèé Fs, Fu (óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ñîîòâåòñòâåííî) ñ ìíîæå-
ñòâîì ñåäëîâûõ îñîáåííîñòåé S è òðàíñâåðñàëüíûìè ìåðàìè µs, µu òàêàÿ, ÷òî:

1) êàæäàÿ ñåäëîâàÿ îñîáåííîñòü èç S èìååò íå ìåíåå òðåõ ñåïàðàòðèñ;

2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî, íàçûâàåìîå äèëàòàöèåé, λ > 1 òàêîå, ÷òî µs(h(α)) =
λµs(α) (µu(h(α)) = λ−1µu(α)) äëÿ ëþáîé äóãè α, òðàíñâåðñàëüíîé ñëîåíèÿì
F s (F u).

Êîðîòêî âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà çàïèñûâàþòñÿ òàê:

h(Fs, µs) = (Fs, λ−1µs) è h(Fu, µu) = (Fu, λµu).

Ïóñòü f : M3 → M3 ãîìåîìîðôèçì, çàäàííûé íà çàìêíóòîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðà-
çèèM3. Åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U f -èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà A òàêàÿ,
÷òî

f(U) ⊂ int U,
∩
j≥0

f j(U) = A,

òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì. Àòòðàêòîð äëÿ ãîìåîìîðôèçìà f−1 íàçûâà-
åòñÿ ðåïåëëåðîì R ãîìåîìîðôèçìà f . Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåîìîðôèçìû
f : M3 → M3, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ëåæèò íà ðó÷íî âëîæåííûõ îðèåíòè-
ðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì. Ìíî-
æåñòâî àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ) îáîçíà÷èì ÷åðåç A (R). Ñîãëàñíî ðàáîòå [5], êàæäàÿ
êîìïîíåíòà V ìíîæåñòâàM3\(A∪R) ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîâåðõíîñòè
M2 íà èíòåðâàë è ñîäåðæèò â ñâîåì çàìûêàíèè â òî÷íîñòè îäèí àòòðàêòîð A ⊂ A è îäèí
ðåïåëëåð R ⊂ R. Òîãäà íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M3 ãîìåîìîðôíî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó
Mτ , ïîëó÷åííîìó èçM

2× [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1) è (τ(z), 0), ãäå τ : M2 →M2

íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, Mτ åñòü ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì M2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ãîìåîìîðôèçìîâ f : M3 → M3, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
NW (f) êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïñåâäîàíîñîâñêèõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ,
òî åñòü NW (f) ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòåé S òàêèõ, ÷òî:

1) S åñòü ðó÷íîå âëîæåíèå â M3 îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2 ðîäà
p > 1;
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2) S ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì;

3) äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1 îãðàíè÷åíèå f íà S ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì ãîìåîìîð-
ôèçìîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòèM2, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïñåâ-
äîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ è âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ (êîíå÷íàÿ ñòåïåíü
òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì), ñîõðàíÿþùèõ ñëîåíèÿ
íåêîòîðîãî ïñåâäîàíîñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà. Ìíîãîîáðàçèå M3 äîïóñêàåò ãîìåîìîðôèçì f èç êëàññà G òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà M3 äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ Mτ , ãäå τ ∈ T .

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.

2. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ïñåâäîàíîñîâñêèå
àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M3 äîïóñêàåò ãîìåî-
ìîðôèçì f èç êëàññà G. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(A) = A äëÿ íåêî-
òîðîãî àòòðàêòîðà A ãîìåîìîðôèçìà f (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäõî-
äÿùóþ ñòåïåíü ãîìåîìîðôèçìà f). Â ñèëó ðàáîòû [5] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå Ef :M2 × [0, 1] →M3 òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Ef |M2×(0,1) :M

2 × (0, 1) →M3 \A,
Ef |M2×{0} : M2 × {0} → A, Ef |M2×{1} : M2 × {1} → A ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ef,0 : M2 → A (Ef,1 : M2 → A) ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî Ef (z, 0) =
Ef,0(z) (Ef (z, 1) = Ef,1(z)) äëÿ ëþáîãî z ∈M2. Ïîëîæèì J = E−1

f,0Ef,1 :M
2 →M2.Ïî ïî-

ñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå MJ ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ M3 ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèç-
ìà Ěf , ñòàâÿùåãî â ñîîòâåòñòâèå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè [(z, t)], (z, t) ∈M2× [0, 1] òî÷êó
Ef (z, t). Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôèçì g = ĚffĚ

−1
f :MJ →MJ ïðèíàäëåæèò êëàññó G

è äîïóñêàåò ïîäíÿòèå íàM2×R äî ãîìåîìîðôèçìà g̃ òàêîãî, ÷òî g̃(M2×{0}) =M2×{0}
è g̃|M2×{0} � ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g0 : M2 → M2 ãîìåî-
ìîðôèçì òàêîé, ÷òî g̃(z, 0) = (g0(z), 0) äëÿ ëþáîãî z ∈M2.

ÏîñêîëüêóMJ = (M2×R)/Γ, ãäå Γ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâM2×R ñ
îáðàçóþùåé γ(z, r) = (J(z), r − 1) è ãîìåîìîðôèçì g̃ ïðîåêòèðóåòñÿ íà MJ ïîñðåäñòâîì
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè pJ : M2 × R → MJ , òî ëèáî g̃γ = γg̃, ëèáî g̃γ = γ−1g̃. Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå èíäóöèðîâàííûå â ãðóïïå π1(M

2 × R) ãîìîìîðôèçìû ñâÿçàíû ëèáî
ñîîòíîøåíèåì g̃∗γ∗ = γ∗g̃∗, ëèáî ñîîòíîøåíèåì g̃∗γ∗ = γ−1

∗ g̃∗. Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíûå
ãðóïïû π1(M

2 ×R) è π1(M2) èçîìîðôíû, à äåéñòâèå â ãðóïïå π1(M
2) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåò èçîòîïè÷åñêèé êëàññ (ñì., íàïðèìåð, [8]), òî îòîáðàæåíèå g0Jg
−1
0 èçîòîïíî Jk, ãäå

k ∈ {−1, 1}. Ñîãëàñíî [7], ñóùeñòâóåò ãîìåîìîðôèçì τ èçîòîïíûé J òàêîé, ÷òî g0τg0 = τk,
ïðè ýòîì τ ëèáî ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì, ëèáî ïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì,
ñîõðàíÿþùèé ñëîåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà g0. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ MJ è
Mτ ãîìåîìîðôíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó τ èçîòîïåí J , òî ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ ξt : M
2 → M2, t ∈

[0, 1], ñîåäèíÿþùàÿ îòîáðàæåíèå ξ0 = Jτ−1 ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ξ1. Îïðåäå-
ëèì ãîìåîìîðôèçì EJ : M2 × [0, 1] → M2 × [0, 1] ïî ôîðìóëå EJ(z, t) = (ξt(z), t). Òîãäà
ãîìåîìîðôèçì ĚJ : Mτ → MJ , êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè
[(z, t)] êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [EJ(z, t)], ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì èç
êëàññà G íà ìíîãîîáðàçèè Mτ äëÿ ëþáîãî τ ∈ T . Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà T ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïñåâäîàíîñîâñêèì ãîìåîìîðôèçìîì h òàêîé, ÷òî τ ëèáî ñîâïàäàåò ñ h,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ãîìåîìîðôèçìîì, ñîõðàíÿþùèì ñëîåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà
h. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà, ïîðîæäåííîãî âåê-
òîðíûì ïîëåì ṙ = sin(2πr). Çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì f̃ : M2 × R → M2 × R ôîðìóëîé
f̃(z, r) = (h(z), ψ(r)). Ïóñòü Γ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ M2 ×R ñ îáðàçó-
þùåé γ(z, r) = (τ(z), r− 1). Òîãäà Mτ = (M2×R)/Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pτ :M2×R →Mτ

åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Ïîñêîëüêó hτ = τh, òî ãîìåîìîðôèçì f̃ ïðîåêòèðóåòñÿ íà Mτ

ãîìåîìîðôèçìîì f = pτ f̃p
−1
τ
.
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