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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ À-
äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íå èìåþùèõ
öèêëîâ è èìåþùèõ íåòðèâèàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà òîëüêî ðàçìåðíîñòè îäèí. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå
áàçèñíîå ìíîæåñòâî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì è ëîêàëüíî
óñòðîåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà èíòåðâàë. Íåñìîòðÿ íà ñëîæíóþ òîïî-
ëîãèþ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ïîñòðîåííàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå
íåòðèâèàëüíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ, è ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà áàçèñíîì ìíîæåñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçìû ïîâåðõíîñòåé, ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Ìîðñà.

Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ òî-
÷åê, ñîâïàäàþùèì ñ íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà (ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè) âîñõîäèò ê ðàáîòå Ä.Ïèêñòîíà [5]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôåîìîðôèçìû ñ êîíå÷íûì íåáëóæäàþþùèì
ìíîæåñòâîì (äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà) íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáëàäà-
þò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Îäíàêî äàæå ïðîñòåéøèå òàêèå äèôôåîìîðôèçìû íà 3-
ìíîãîîáðàçèÿõ íå îáëàäàþò â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ôóíêöèåé. Â. Ç. Ãðèíåñ, Ô.Ëàóäåíáàõ è
Î.Â.Ïî÷èíêà [1] âûäåëèëè êëàññ òðåõìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, äëÿ êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà. Â ðàáîòå [3] ïðåäúÿâëåí ìåòîä ïîñòðî-
åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèÿ äëÿ ëþáîãî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî 3-äèôôåîìîðôèçìà,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò ðàñòÿãèâàþùèéñÿ äâóìåðíûé àòòðàêòîð
(ïðè ýòîì ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå àòòðàêòîðà). Â ðàáî-
òå [4] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ À-äèôôåîìîðôèçìîâ íà
3-ìíîãîîáðàçèÿõ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äâóìåð-
íûõ äèôôåîìðôèçìîâ, âñå íåòðèâèàëüíûå àòòðàêòîðû è ðåïåëëåðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
îäíîìåðíûìè. Áîëåå äåòàëüíî.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ À-äèôôåîìîðôèçìû f íà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ îðèåíòè-
ðóåìûõ 2-ìíîãîîáðàçèÿõ M . Äëÿ À-äèôôåîìîðôèçìîâ (òî åñòü äèôôåîìîðôèçìîâ, ÷üå
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ãèïåðáîëè÷íî è ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê) èìååò ìåñòî òåîðåìà Ñ.Ñìåéëà î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè, ñîãëàñíî êîòîðîé
NW (f) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ NW (f) = Ω1 ∪Ω2 ∪ · · · ∪Ωn, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì è òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.
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Ïðè ýòîì M =
n∪

i=1
W u(Ωi), è êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi, i = 1, . . . , n ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Ωi1 , . . . ,Ωimi
,

íàçûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè, êîòîðûå öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿò äðóã â äðó-
ãà. Òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñÿ ïàðà ÷èñåë (a, b) òàêèõ, ÷òî a = W u

x ,
b = W s

x , x ∈ Ω. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè îíî îòëè÷íî
îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ìíîæåñòâà äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé èìåþò òèï (1, 1). Öèêëîì íàçûâàåòñÿ íàáîð áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
Ω1, . . . ,Ωk,Ωk+1 = Ω1 ñî ñâîéñòâîì W s

Ωi
∩W u

Ωi+1
̸= ∅, i = 1, . . . , k.

P
1

P
2

P
3

P
4

L 1

L 2

(A) (B)

Ðèñ. 1. (A) Còðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G. (B) Äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G, íå

ÿâëÿþùèéñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì

Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ G, ñîñòîÿùèé èç À-äèôôåîìîðôèçìîâ f : M →M , íå èìå-
þùèõ öèêëîâ è èìåþùèõ íåòðèâèàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà Ωi òîëüêî ðàçìåðíîñòè
îäèí. Ñîãëàñíî [7], Ωi ÿâëÿþòñÿ ëèáî àòòðàêòîðàìè, ëèáî ðåïåëëåðàìè1. Êëàññ G ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ω-óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæèò êàê
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû (ñì. ðèñ. 1(A)), òàê è íå ÿâëÿþùèåñÿ òàêîâûìè (ñì.
ðèñ. 1(B)).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

1Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè
îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =

∩
k≥0

fk(UA). Îêðåñòíîñòü UA

ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1.
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1. Ãðàíè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè è ñâÿçêè

Ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ñâåäåíèÿ ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â [6]. Ðå÷ü áóäåò
èäòè î íåòðèâèàëüíûõ àòòðàêòîðàõ, íî àíàëîãè÷íûå ôàêòû ïðèìåíèìû è ê íåòðèâèàëü-
íûì ðåïåëëåðàì.

Òàê êàê àòòðàêòîð Ω ñîäåðæèò â ñåáå ñâî¼ íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, òî êàæ-
äûé íåòðèâèàëüíûé àòòðàêòîð ïîâåðõíîñòíîãî äèôôåîìîðôèçìà f áóäåò èìåòü òîïî-
ëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü íå ìåíåå åäèíèöû. Åñëè ðàçìåðíîñòü Ω ðàâíà äâóì, òî f -
äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà, íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì, è Ω
ñîâïàäàåò ñ M . Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò êîíñòàíòîé è íå ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñà äëÿ èçó÷åíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðóãîé ñëó÷àé: dimΩ = 1.
Àòòðàêòîð ïðè ýòîì áóäåò ðàñòÿãèâàþùèìñÿ2 àòòðàêòîðîì êîðàçìåðíîñòè 1. Êàæäàÿ
òî÷êà x ∈ Ω äåëèò ñâîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïðè÷åì
õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ êîìïîíåíò âñþäó ïëîòíà â íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòå
Ωi. Òî÷êè, ó êîòîðûõ âòîðàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s

x \ x íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ Ω, íàçûâàþò ãðàíè÷íûìè ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè. Ñîãëàñíî [6], Ω èìååò êîíå÷íîå
íåíóëåâîå ÷èñëî ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ìíîãîîáðàçèÿ M . Òî÷êà x ∈ ∂S íàçûâà-
åòñÿ äîñòèæèìîé òî÷êîé ãðàíèöû îáëàñòè S, åñëè ñóùåñòâóåò äóãà, ëåæàùàÿ â S, îäíà
èç êîíöåâûõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ x. Ìíîæåñòâî âñåõ äîñòèæèìûõ òî÷åê ãðàíèöû
íàçûâàþò äîñòèæèìîé èçíóòðè ãðàíèöåé îáëàñòè S.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü Ω � ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà f : M →M
è S =M\Ω. Ñîâîêóïíîñòü B = {C1, C2, . . . , Ck} êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äîñòèæèìîé èçíóò-
ðè ãðàíèöû îáëàñòè S íàçûâàþò ñâÿçêîé ñòåïåíè k (èëè k-ñâÿçêîé), åñëè ýòè êîìïîíåíòû
ìîæíî ðàñïîëîæèòü â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî Ck è C0, à òàêæå Ci è Ci+1, i = 1, . . . , k−1, ìî-
ãóò áûòü ñîåäèíåíû çàìûêàíèÿìè îòêðûòûõ äóã îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé,
ñîäåðæàùèìèñÿ â îáëàñòè M \ Ω.

Èç [6] (ñì. òàêæå [8]) ñëåäóåò, ÷òî åñëè Ω îäîìåðíûé àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà
f : M → M , òî äîñòèæèìàÿ èçíóòðè ãðàíèöà îáëàñòè S = M \ Ω ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ñâÿçîê, ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ëþáîé èç íèõ ñîäåðæèò ãðàíè÷íóþ òî÷êó. Áîëåå
òîãî, ãðàíè÷íûå òî÷êè êàæäîé ñâÿçêè èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä è ñâÿçêè ìîãóò èìåòü
ëþáóþ ñòåïåíü. (Ðèñ.1).

2. Ïîñòðîåíèå îêðåñòíîñòè íåòðèâèëüíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
äèôôåîìîðôèçìà èç êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
êîðàçìåðíîñòè îäèí (ñëåäîâàòåëüíî, àòòðàêòîðà èëè ðåïåëëåðà) À-äèôôåîìîðôèçìà ïî-
âåðõíîñòè ìîæíî íàéòè åãî çàõâàòûâàþùóþ îêðåñòíîñòü, ãðàíèöà êîòîðîé áóäåò ñîñòî-
ÿòü èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ. Ïîñòðîèì òàêóþ îêðåñòíîñòü äëÿ
íåêîòîðîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåïåëëåðà ïîñòðîåíèå áó-
äåò àíàëîãè÷íûì.

2Àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, åñëè åãî òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ åãî ëþáîé òî÷êè. Ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð
äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f .
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a b c

Ðèñ. 2. Ãðàíè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè è ñâÿçêè àòòðàêòîðà: a � 1-ñâÿçêà, b � 2-ñâÿçêà, c � 8-ñâÿçêà

Ïóñòü Ω� ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð êîðàçìåðíîñòè îäèí äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G;
B � íåêîòîðàÿ m-ñâÿçêà àòòðàêòîðà Ω, ñîäåðæàùàÿ ãðàíè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
p1, p2, . . . , pm, k � ïåðèîä ñâÿçêè B. Äëÿ êàæäîé òî÷êè xi ∈ W u

pi , i = 1, . . . ,m ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà yi+1 ∈ W u

pi+1
, i = 1, . . . ,m, ym+1 = y1, pm+1 = p1, òàêàÿ

÷òî îòêðûòàÿ äóãà (x, y)s ⊂ W s
x , ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç òî÷åê x è y, íå ïåðåñå-

êàåòñÿ ñ Ω. Âûáåðåì òî÷êè x1, x2, . . . , xm òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû xi è yi ïðèíàäëåæà-
ëè ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u

pi \ pi. Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ

L̃B =
m∪
i=1

(xi, yi+1)
s ∪ [yi+1, xi+1]

u, ym+1 = y1, xm+1 = x1, ãäå [yi+1, xi+1]
u � çàìêíóòàÿ

äóãà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè pi+1, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè yi+1 è xi+1. Îòñòó-
ïèì îò íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ àòòðàêòîðà íà ìàëåíüêîå ðàññòîÿíèå, ñãëàäèì êðè-
âóþ è ïîëó÷èì ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ LB (Ðèñ.3). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñâÿçîê
B, f(B), . . . , fk−1(B) ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü êðèâûå LB, Lf(B), . . . , Lfk−1(B) òàê, ÷òî

∀k̃ = 1, 2, . . . , k − 1 : L
f k̃(B)

= f k̃(LB).

Ïîñòðîèì òàêèå êðèâûå äëÿ êàæäîé ñâÿçêè àòòðàêòîðà, ðàññìîòðèì èõ îáúåäèíåíèå
L =

∪
B

LB. L áóäåò ãðàíèöåé çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðà Ω. ×òîáû ïîëó÷èòü

ñàìó îêðåñòíîñòü, ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé ñâÿçêè B êîëüöî KB, çàêëþ÷åííîå ìåæäó

êðèâûìè LB è fk(LB), è ìíîæåñòâî UB = clos(
+∞∪
i=1

fki(KB)). Òîãäà èñêîìàÿ çàõâàòûâàþ-

ùàÿ îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà Ω áóäåò îáúåäèíåíèåì âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ UΩ =
∪

B⊂Ω

UB.
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Ðèñ. 3. Êðèâàÿ LB

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè â çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòè
ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà èëè ñæèìàþùåãîñÿ ðåïåëëåðà

Ïóñòü f ∈ G è Ω � ðàññòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð êîðàçìåðíîñòè 1 äèôôåîìîð-
ôèçìà f . Ïîñòðîèì íåïðåðûâíóþ â îêðåñòíîñòè UΩ àòòðàêòîðà Ω è ãëàäêóþ íà ìíî-
æåñòâå UΩ \ Ω ôóíêöèþ φΩ. Ðàññìîòðèì m-ñâÿçêó B ïåðèîäà k, òàêóþ ÷òî ∀k̃ =

1, 2, . . . , k − 1 : L
f k̃(B)

= f k̃(LB). Â ñèëó ãèïîòåçû êîëüöà3 KB ìîæíî ðàññëîèòü íà

îêðóæíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî è UB \ Ω ìîæíî ðàññëîèòü íà îêðóæíîñòè. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò äèôôåîìîðôèçì hB : UB \ {Ω ∪ ∂LB} → R2 \ O, êîòîðûé ïåðåâîäèò êàæäóþ
êðèâóþ fnk(LB), n = 1, 2, . . . â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2n ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ̃ΩB(x,y) : R2 \ O → (0, 14), φ̃Ω(x, y) =

1
4(−kρ), ãäå ρ � ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè (x, y) äî íà÷àëà êîîðäèíàò (ρ =
√
x2 + y2). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ñâÿçîê

B, f(B), . . . , fk−1(B) ñî ñâîéñòâîì ∀k̃ = 1, 2, . . . , k − 1 : L
f k̃(B)

= f k̃(LB), îïðåäåëèì

ôóíêöèþ φBΩ
:

k−1∪
i=0

Uf i(B) → [0; 14 ] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φBΩ
(w) =


φ̃(hB(w)), åñëè w ∈ UB \ {Ω ∪ ∂LB};
1
4 , åñëè w ∈ ∂LB;
0, åñëè w ∈ UB ∩ Ω;

2−kφBΩ
(f−k̃(w)), åñëè w ∈ f k̃(UB), k̃ = 1, 2, . . . , k − 1;

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φΩ : UΩ → [0; 14 ]: åñëè w ∈
k−1∪
i=0

Uf i(B) ⊂ UΩ, òî φΩ(w) = φBΩ
(w).

Ôóíêöèÿ φΩ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè àò-

3Ãèïîòåçà êîëüöà. Ïóñòü Sn−1
1 , Sn−1

2 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ (n − 1)-ñôåðû (n ≥ 2), öèëèíäðè÷åñêè
âëîæåííûå â n-ñôåðó Sn. Òîãäà çàìûêàíèå îáëàñòè â Sn, îãðàíè÷åííîé ñôåðàìè Sn−1

1 Sn−1
2 åñòü n-

êîëüöî.
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òðàêòîðà Ω â ñèëó ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ïðè äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ ïåðåîïðå-
äåëèì îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãðàíèöåé ýòîé îêðåñòíîñòè áû-
ëà îäíà èç ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè φΩ. Òîãäà ãðàíèöåé íîâîé îêðåñòíîñòè Ũ ⊂ U áó-

äåò φ−1
Ω (2−(k̂+1)), ãäå k̂ � íàèáîëüøèé èç ïåðèîäîâ ñâÿçîê, è ôóíêöèÿ φΩ áóäåò îòîá-

ðàæàòü Ũ â îòðåçîê [0; 2−(k̂+1)]. Èç ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíê-

öèÿ g : [0, 1] → [0, 1], òàêàÿ ÷òî ψΩ = g ◦ (2k̂+1φΩ) � ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äèôôåî-
ìîðôèçìà f . Äëÿ ðåïåëëåðà ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî â êà÷åñòâå ýíåðãå-

òè÷åñêîé ôóíêöèè áóäåò âûñòóïàòü ψΩ : UΩ → [−1, 0], ψΩ = −g ◦ (−2k̂+1φΩ), ïðè÷åì
ψΩ(Ω) = 0, ψΩ(∂UΩ) = −1.

4. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ èç
êëàññà G

Ïóñòü f ∈ G � äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G, Ω1, . . . ,Ωkf � åãî áàçèñíûå ìíîæåñòâà,
ïðè÷åì Ωkσ ,Ωkσ+1, . . . ,Ωkσ+ǩ � ñåäëîâûå îðáèòû, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå, íå ïðîòèâî-
ðå÷àùèì ïîðÿäêó Ñìåéëà. Ïîñòðîèì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ äëÿ f , òàêóþ ÷òî φ �
ôóíêöèÿ Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, φ(Ωi) = 0, åñëè Ωi � àòòðàêòîð,
φ(Ωi) = ǩ + 1, åñëè Ωi � ðåïåëëåð, è φ(Ωi) = i− kσ, åñëè Ωi � ñåäëîâàÿ îðáèòà.

Øàã 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, . . . , AkA (R1, . . . , RkR) íåòðèâèàëüíûå îäíîìåðíûå àò-
òðàêòîðû (ðåïåëëåðû) äèôôåîìîðôèçìà f . Ïóñòü UA1 , . . . , UAkA

(UR1 , . . . , URkR
) çàõâà-

òûâàþùèå îêðåñòíîñòè àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïîñòðîåííûå â ðàçäåëå 2. Ïîëîæèì
A = A1 ∪ · · · ∪ AkA , R = R1 ∪ · · · ∪ RkR , UA = UA1 ∪ · · · ∪ UAkA

, UR = UR1 ∪ · · · ∪ URkR
,

è U = UA ∪ UR. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 2-äèñêîâ â ÷èñëå, ðàâ-
íîì ÷èñëó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂U . Ïîëîæèì M̌ = M \ U è N = M̌ ∪q D,
ãäå q : ∂U → ∂D � äèôôåîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : M̌ ∪ D → N åñòåñòâåííóþ
ïðîåêöèþ.

Øàã 2. Ïî ïîñòðîåíèþ N � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ, äîïóñêàþùàÿ äèôôåî-
ìîðôèçì fN : N → N c êîíå÷íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì öåïíî ðåêóððåíòíûì ìíîæåñòâîì,
ñîâïàäàþùèé ñ äèôôåîìîðôèçìîì πfπ−1 íà ìíîæåñòâå π(U) è èìåþùèé ïî îäíîé ïåðè-
îäè÷åñêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êå (ñòîêîâîé èëè èñòî÷íèêîâîé) íà êàæäîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà π(D). Ñîãëàñíî [2], äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fN ñóùåñòâóåò ýíåðãå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà φN : N → [0, ǩ+1], ãäå ǩ � êîëè÷åñòâî ñåäëîâûõ îðáèò, òàêàÿ,
÷òî φ(Ωi) = 0, åñëè Ωi � ñòîê, φ(Ωi) = ǩ + 1, åñëè Ωi � èñòî÷íèê, φ(Ωi) = i − kσ, åñëè
Ωi � ñåäëîâàÿ îðáèòà, è π(∂UA), π(∂UR) � ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φN . Îïðåäå-
ëèì íà ìíîãîîáðàçèè M̌ ôóíêöèþ φM̌ : M̌ → [0, ǩ + 1] ôîðìóëîé φM̌ = φNπ. Ïîëîæèì
cA = φM̌ (∂UA) è cR = φM̌ (∂UR).

Øàã 3. Â ðàçäåëå 3 ìû ïîñòðîèëè ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ψΩi äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìà f â îêðåñòíîñòè UΩi íåòðèâèàëüíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Ωi.

Ïîëîæèì φ(w) =


cAψΩi(w), åñëè z ∈ UA;

ǩ + 1− (ǩ + 1− cR)ψΩi(w), åñëè z ∈ UR;

φM̌ , åñëè z ∈ M̌ ;
Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ :M → [1, kf ] ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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