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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíî íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îð-

òîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñóùå-

ñòâåííî óïðîùàåò àíàëèç ðåãóëÿðíîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû è ïðèìåíèìîñòü

ìåòîäà óëó÷øåííîé ðåäóêöèè äëÿ ÷èñëåííûõ îöåíîê ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû. Âïåðâûå íàéäåíî

ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé îðòîòðîïíûõ

ïðÿìîóãîëüíûõ ïðèçì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíûì ìîäàì Ëàìå äëÿ èçîòðîïíûõ ïðèçì. Ïðåä-

ñòàâëåí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé. ×èñëåííî èññëåäîâàíî óâåëè-

÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ïðè èñêëþ÷åíèè èç íåå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ

íåèçâåñòíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îðòîòðîïíîé ïðèçìû, ìåòîä ñóïåðïîçèöèè, ðåãóëÿðíàÿ

áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îðòîòðîïíîé ïðÿìî-

óãîëüíîé ïðèçìû, àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ.

Ââåäåíèå

Îðòîòðîïíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïëàñòèíêè è ïðèçìû ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ è ñîâðåìåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â ìàøèíîñòðîåíèè è â ñòðîèòåëü-
ñòâå. Ðåçóëüòàòû è îáçîðû èññëåäîâàíèé äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îðòîòðîïíûõ òîíêèõ
ïëàñòèí è ïðÿìîóãîëüíûõ ïðèçì ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [5, 8�11]. Íàèáîëåå ïîëíî îíè
èññëåäîâàíû âàðèàöèîííûì ìåòîäîì Ðýëåÿ - Ðèòöà [11]. Îäíàêî ìíîãî èññëåäîâàòåëåé
ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè [1, 2, 5�11], êîòîðûé â êëàññè÷å-
ñêîì âàðèàíòå, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ñòàòèêè, ïðèâîäèò ê îöåíêàì ðåøåíèé áåñêîíå÷íîé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1�10, 12]. Â ñòàòèêå äëÿ èçãèáà ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèí óäà÷íûé âàðèàíò ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè áûë ïðåäëîæåí Ñ.Ï. Òèìîøåíêî
åùå â 1939 ãîäó [6, 7, 12]. Íà ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî âàðèàíòà [9, 10 è äð.] ïîâëèÿëî
ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ïðåäåëà äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû è
¾ïðàêòè÷åñêàÿ¿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé ðåäóêöèè. Îá èñõîäíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòå-
ìå ïîðîé äàæå íå óïîìèíàþò. Îäíàêî, ¾ïðàêòè÷åñêàÿ¿ ñõîäèìîñòü çàòðàãèâàåò òîëüêî
ïðîãèáû ïëàñòèíû. Äëÿ íàïðÿæåíèé è ïîïåðå÷íûõ óñèëèé íåîáõîäèìî äèôôåðåíöèðî-
âàòü 2-3 ðàçà ðÿäû äëÿ ïðîãèáîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòà-
òîâ. Òåîðèÿ ðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [1 �
3] ïîçâîëÿåò óëó÷øàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ è äàæå àíàëèòè÷åñêè ïðîñóììèðîâàòü âñå ðÿ-
äû â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãàåìîå çäåñü íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà îðòîòðîïíûå ïðèçìû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ [4] äëÿ
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èçîòðîïíûõ ïðèçì. Àâòîðû íàäåþòñÿ óïðîñòèòü ïðèìåíåíèå ñðåäñòâ òåîðèè ðåãóëÿðíûõ
áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì â ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ
îðòîòðîïíîé ïðèçìû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ ïðÿìîãóîëüíîé ïðèçìû (x, y) ∈ {[−a, a] ×
[−b, b]}. Äèôôåðåöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé èìåþò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

= ρ
∂2u

∂t2
,

∂τxy
∂x

+
∂σyy
∂y

= ρ
∂2v

∂t2
.

(1.1)

Â ñëó÷àå îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñìåùåíèé è òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé ìîæåò áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè òåõíè÷åñêèõ êîíñòàíò: ν1, ν2, E1, E2,
G � ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà è ìîäóëåé Þíãà â íàïðàâëåíèÿõ êîîðäè-
íàòíûõ îñåé Ox è Oy, à òàêæå ìîäóëÿ ñäâèãà G:

1− ν1ν2
E1

σxx =
∂u

∂x
+ ν2

∂v

∂y
,

1− ν1ν2
E2

σyy = ν1
∂u

∂x
+

∂v

∂y
,

τxy
G

=
∂u

∂y
+

∂v

∂x
.

(1.2)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàäèì â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå, ÷òîáû óìåíüøèòü ãðîìîçä-
êîñòü âûêëàäîê:

1−ν1ν2
E1

σ̃xx

∣∣∣
x=±a

= f(y) sinωt;
τ̃xy
G

∣∣∣
x=±a

= 0;

1−ν1ν2
E2

σ̃yy

∣∣∣
y=±b

= g(x) sinωt;
τ̃xy
G

∣∣∣
y=±b

= 0;
(1.3)

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñèììåòðè÷íûõ ïî îáîèì îñÿì êîëåáàíèé.

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ââåäåì àì-
ïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåìåùåíèé:

ũ = u sinωt, ṽ = v sinωt (1.4)

Ïîäñòàíîâêà (1.2) â (1.1) è ïåðåõîä ê àìïëèòóäíûì õàðàêòåðèñòèêàì ïðèâåäåò ê ñèñòåìå
äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùåãî âèäà:

E1

1− ν1ν2

∂2u

∂x2
+G

∂2u

∂y2
+

(
G+

E2

1− ν1ν2
ν1

)
∂2v

∂x∂y
+

π2GΩ2

4
u = 0,(

G+
E1

1− ν1ν2
ν2

)
∂2u

∂x∂y
+G

∂2v

∂x2
+

E2

1− ν1ν2

∂2v

∂y2
+

π2GΩ2

4
v = 0.

(1.5)

Çäåñü Ω = 2ω
π

√
ρ
G .

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, 2015, òîì 5(33), �1-2



ÊÎËÅÁÀÍÈß ÎÐÒÎÒÐÎÏÍÛÕ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÕ ÏÐÈÇÌ 105

2. Ýëåìåíòàðíûå ñîáñòâåííûå ôîðìû îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïðèçì

Çàäà÷à î âûíóæäåííûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ óïðóãèõ èçîòðîïíûõ òåë èìå-
åò íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ìîä, êîòîðûå â [2] íàçûâàþòñÿ ìîäàìè Ëàìå. Ýòè ìîäû èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

u = B sin

(
Ω2√
2
x

)
cos

(
Ω2√
2
y

)
, v = −B cos

(
Ω2√
2
x

)
sin

(
Ω2√
2
y

)
, (2.1)

ãäå Ω2 = Ωπ/2, B - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äàííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè ôîðìàìè òîëüêî ïðè

Ω = (2m− 1)
√
2(m = 1, 2, 3, . . .); b/a = (2k − 1)/(2m− 1)(k = 1, 2, 3, . . .). (2.2)

Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ è êàñàòåëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé âî âñåì îáúåìå.

Äëÿ îðòîòðîïíîãî ñëó÷àÿ òàêæå ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè ôîðìàìè äëÿ îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé ñòîðîí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èõ ïîëó÷èòü,
áóäåì èñêàòü ïåðåìåùåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

U = cos(py) sin(αx), V = A sin(py) cos(αx). (2.3)

Äâå íåèçâåñòíûå èç òð¼õ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (1.5). Òðåòüþ íåèçâåñòíóþ íàéäåì èç óñëîâèÿ òîæäåñòâåííîãî
ðàâåíñòâà íóëþ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïîñëå óìíîæåíèÿ íàéäåííûõ ïåðåìåùåíèé íà
îäèíàêîâóþ ïîñòîÿííóþ, îíè ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

U =

√
1 + ν1
1− ν1ν2

1

Ω12

cos

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

) ,

V = −
√

1 + ν2
1− ν1ν2

1

Ω11

sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
cos

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

) .

(2.4)

Çäåñü Ω2 = πΩ/2, Ω11 = Ω2

√
G(1− ν1ν2)/E1 è Ω12 = Ω2

√
G(1− ν1ν2)/E2 Ýòèì ïåðåìå-

ùåíèÿì ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå íàïðÿæåíèÿ:

1− ν1ν2
E1

σxx =

√
ν2
ν1

cos

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
cos

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

) ,

1− ν1ν2
E1

σyy = −
√

ν1
ν2

cos

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
cos

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

) ,

τxy
G

= 0.

(2.5)
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Äàííûå âûðàæåíèÿ áóäóò ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè, åñëè îíè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì
îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Ýòî âîçìîæíî ïðè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñòîðîí è ÷à-
ñòîòàõ:

b

a
=

1 + 2l

1 + 2k

√
(1 + ν1)ν2
(1 + ν2)ν1

,

Ωa = (1 + 2k)

√
E1

G(1 + ν1)
, k, l ∈ N.

(2.6)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, êîãäà ν1 = ν2 = ν, E1 = E2 = E, G = E
2(1+ν) , äàííûå âûðàæåíèÿ

â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè ìîäàìè Ëàìå (2.3). Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî (2.4) ÿâëÿåòñÿ èõ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé îðòîòðîïíîé àíèçîòðîïèè.

3. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé

Ñîãëàñíî [5] îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u =
Y0
Ω11

sinΩ11x

sinΩ11a
+

∞∑
n=1

Xn(−1)n
(
− p1n(p

2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)αn

ch p1ny

sh p1nb
+

+
p2n(p

2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)αn

ch p2ny

sh p2nb

)
sinαnx+

+
∞∑

m=1

Ym(−1)m
(
− q1m(q22mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)βm
Co�(βm, q1m, E2)

sh q1mx

sh q1ma
+

+
q2m(q21mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)βm
Co�(βm, q2m, E2)

sh q2mx

sh q2ma

)
cosβmy,

(3.1)

v =
X0

Ω12

sinΩ12y

sinΩ12b
+

∞∑
m=1

Ym(−1)m
(
− q1m(q22mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)βm

ch q1mx

sh q1ma
+

+
q2m(q21mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)βm

ch q2mx

sh q2ma

)
sinβmy+

+
∞∑
n=1

Xn(−1)n
(
− p1n(p

2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)αn
Co�(αn, p1n, E1)

sh p1ny

sh p1nb
+

+
p2n(p

2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)αn
Co�(αn, p2n, E1)

sh p2ny

sh p2nb

)
cosαnx,

(3.2)

ãäå

αn =
πn

a
, βm =

πm

b
,Co�(γ, r, E) =

(1− ν1ν2)(r
2 +Ω2

2)− γ2E/G

(1 + ν1E2/G− ν1ν2)rγ
.

Âåëè÷èíû p1n, p2n, q1m, q2m ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñëåäóþùèõ áèêâàäðàòíûõ óðàâíåíèé:

p4 +

(
Ω2
12 +Ω2

2 −
(
E1

G
− 2ν1

)
α2
n

)
p2 +

ν1
ν2

(α2
n − Ω2

11)(α
2
n − Ω2

2) = 0,

q4 +

(
Ω2
11 +Ω2

2 −
(
E2

G
− 2ν2

)
β2
m

)
q2 +

ν2
ν1

(β2
m − Ω2

12)(β
2
m − Ω2

2) = 0.
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Â [4] ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñòðîèëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ïîäñòàíîâêå âñåõ íåèç-
âåñòíûõ ðàâíûìè åäèíèöå, ðÿäû äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ñóììèðîâàëèñü ê âû-
ðàæåíèÿì, ñîâïàäàþùèì ñ ìîäàìè Ëàìå (2.3). Äàííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ ïëîäîòâîðíûì
è â ñëó÷àå êîëåáàíèé îðòîòðîïíîé ïðèçìû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òîæäåñòâà, áûëè
íàéäåíû çíà÷åíèÿ Xn, Yn (n = 0, 1, 2, . . . ), ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ (2.4):

X̃0 = − 1

Ω11a

√
(1 + ν2)ν1
(1 + ν1)ν2

, X̃n =
2

a

√
1 + ν2
1 + ν1

α2
n

Ω2
11 − α2

n(1− ν1ν2)/(1 + ν1)
,

Ỹ0 =
1

Ω12b

√
(1 + ν1)ν2
(1 + ν2)ν1

, Ỹm = −2

b

√
1 + ν1
1 + ν2

β2
m

Ω2
12 − β2

m(1− ν1ν2)/(1 + ν2)
.

(3.3)

Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ìû ìîæåì âûïèñàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà âíóòðè
ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè:

√
1 + ν1
1− ν1ν2

1

Ω12

sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
cos

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

) =
1

b

√
1 + ν1
1 + ν2

1

Ω2
12

sinΩ11x

sinΩ11a
+

2

a

√
1 + ν2
1 + ν1

∞∑
n=1

αn(−1)n

Ω2
11 − α2

n(1− ν1ν2)/(1 + ν1)

(
−p1n(p

2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p1ny

sh p1nb
+

+
p2n(p

2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p2ny

sh p2nb

)
sinαnx− 2

b

√
1 + ν1
1 + ν2

∞∑
m=1

βm(−1)m

Ω2
12 − β2

m(1− ν1ν2)/(1 + ν2)
×

× (−q1m(q22mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)
Co�(βm, q1m, E2)

sh q1mx

sh q1ma
+

+
q2m(q21mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)
Co�(βm, q2m, E2)

sh q2mx

sh q2ma
) cosβmy,

(3.4)

−
√

1 + ν2
1− ν1ν2

1

Ω11

cos

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
x

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
y

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

)
sin

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

) = −1

a

√
1 + ν2
1 + ν1

1

Ω2
11

sinΩ12y

sinΩ12b
−

− 2

b

√
1 + ν1
1 + ν2

∞∑
m=1

βm(−1)m

Ω2
12 − β2

m(1− ν1ν2)/(1 + ν2)

(
−q1m(q22mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q1mx

sh q1ma
+

+
q2m(q21mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q2mx

sh q2ma
) sinβmy +

2

a

√
1 + ν2
1 + ν1

∞∑
n=1

αn(−1)n

Ω2
11 − α2

n(1− ν1ν2)/(1 + ν1)
×

× (−p1n(p
2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)
Co�(αn, p1n, E1)

sh p1ny

sh p1nb
+

+
p2n(p

2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)
Co�(αn, p2n, E1)

sh p2ny

sh p2nb

)
cosαnx,

(3.5)
Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè Xn = X̂n/X̃n, Yn = Ŷn/Ỹn â (3.1) è (3.2) ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå âñåõ íåèçâåñòíûõ ðàâíûìè
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åäèíèöå, èõ ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ, óêàçàííûõ âûøå:

u =
N1

b

Y0
Ω2
12

sinΩ11x

sinΩ11a
− 2

a

∞∑
n=1

N2αnXn(−1)n

Ω2
11 − α2

n
1−ν1ν2
1+ν1

(
p1n(p

2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p1ny

sh p1nb
−

− p2n(p
2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p2ny

sh p2nb

)
sinαnx+

2

b

∞∑
m=1

N1βmYm(−1)m

Ω2
12 − β2

m
1−ν1ν2
1+ν2

×

×
(
q1m(q22mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)
Co�(βm, q1m, E2)

sh q1mx

sh q1ma
−

−q2m(q21mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)
Co�(βm, q2m, E2)

sh q2mx

sh q2ma

)
cosβmy,

(3.6)

v = −N2

a

X0

Ω2
11

sinΩ12y

sinΩ12b
+

2

b

∞∑
m=1

N1βmYm(−1)m

Ω2
12 − β2

m
1−ν1ν2
1+ν2

(
q1m(q22mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q1mx

sh q1ma
−

− q2m(q21mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q2mx

sh q2ma

)
sinβmy − 2

a

∞∑
n=1

N2αnXn(−1)n

Ω2
11 − α2

n
1−ν1ν2
1+ν1

×

×
(
p1n(p

2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)
Co�(αn, p1n, E1)

sh p1ny

sh p1nb
−

−p2n(p
2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)
Co�(αn, p2n, E1)

sh p2ny

sh p2nb

)
cosαny,

(3.7)

Çäåñü

N1 =

√
1 + ν1
1 + ν2

, N2 =

√
1 + ν2
1 + ν1

.

4. Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷åíèì, ïîäñòàâëÿÿ (3.6), (3.7) â (1.2):

1− ν1ν2
E1

σxx =
N1

b

Y0Ω11

Ω2
12

cosΩ11x

sinΩ11a
− N2

a

X0Ω12ν2
Ω2
11

cosΩ12y

sinΩ12b
−

− 2

a

∞∑
n=1

N2αnXn(−1)n

Ω2
11 − α2

n
1−ν1ν2
1+ν1

(
(αn + p1nν2Co�(αn, p1n, E1))

p1n(p
2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)
×

× ch p1ny

sh p1nb
− (αn + p2nν2Co�(αn, p2n, E1)

p2n(p
2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p2ny

sh p2nb

)
cosαnx+

+
2

b

∞∑
m=1

N1βmYm(−1)m

Ω2
12 − β2

m
1−ν1ν2
1+ν2

(
(βmν2 + q1mCo�(βm, q1m, E2))

q1m(q22mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)
×

×ch q1mx

sh q1ma
− (βmν2 + q2mCo�(βm, q2m, E2))

q2m(q21mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q2mx

sh q2ma

)
cosβmy
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1− ν1ν2
E2

σyy =
N1

b

Y0Ω11ν1
Ω2
12

cosΩ11x

sinΩ11a
− N2

a

X0Ω12

Ω2
11

cosΩ12y

sinΩ12b
−

− 2

a

∞∑
n=1

N2αnXn(−1)n

Ω2
11 − α2

n
1−ν1ν2
1+ν1

(
(αnν1 + p1nCo�(αn, p1n, E1))

p1n(p
2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p1ny

sh p1nb
−

− (αnν1 + p2nCo�(αn, p2n, E1)
p2n(p

2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)

(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)

ch p2ny

sh p2nb

)
cosαnx+

+
2

b

∞∑
m=1

N1βmYm(−1)m

Ω2
12 − β2

m
1−ν1ν2
1+ν2

(
(βm + q1mν1Co�(βm, q1m, E2))

q1m(q22mν1 + β2
m − Ω2

12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q1mx

sh q1ma
−

− (βm + q2mν1Co�(βm, q2m, E2))
q2m(q21mν1 + β2

m − Ω2
12)

(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)

ch q2mx

sh q2ma

)
cosβmy

τxy
G

= −2

a

∞∑
n=1

N2αnXn(−1)n(p21nν2 + α2
n − Ω2

11)(p
2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)

(Ω2
11 − α2

n
1−ν1ν2
1+ν1

)(p21n − p22n)(α
2
n − Ω2

11)((1− ν1ν2)G/E1 + ν2)
×

×
(
sh p1ny

sh p1nb
− sh p2ny

sh p2nb

)
sinαnx−

− 2

b

∞∑
m=1

N1βmYm(−1)m(q21mν1 + β2
m − Ω2

12)(q
2
2mν1 + β2

m − Ω2
12)

(Ω2
12 − β2

m
1−ν1ν2
1+ν2

)(q21m − q22m)(β2
m − Ω2

12)((1− ν1ν2)G/E1 + ν2)
×

×
(
sh q1mx

sh q1ma
− sh q2mx

sh q2ma

)
sinβmy,

Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãðàíÿõ ïðèçìû áëà-
ãîäàðÿ âûáîðó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ. À ïîäñòàíîâêà â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.3) âûðà-
æåíèé äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîñëå èçâåñòíîé ïðîöåäóðû [1] ìåòîäà ñóïåðïîçè-
öèè ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ Xk, Yk (k = 0, 1, 2, . . . ). Ñâîáîäíûå ÷ëåíû â áåñêîíå÷-
íîé ñèñòåìå ïðîïîðöèîíàëüíû êîýôôèöèåíòàì â ðÿäàõ Ôóðüå äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â (1.3):

f(y) = f0 +

∞∑
m=1

(−1)mfm cosβmy; g(x) = g0 +

∞∑
n=1

(−1)ngn cosβnx (4.1)



X0 cot(Ω12b)N
2
2 =

ν2
Ω12b

Y0 +
2

b

∞∑
m=1

Ym
Ω3
12ν2

(β2
m

1−ν1ν2
1+ν2

− Ω2
12)(β

2
m − Ω2

12)
− aΩ11

√
ν2
ν1

N2g0

Y0 cot(Ω11a)N
2
1 =

ν1
Ω11a

X0 +
2

a

∞∑
n=1

Xn
Ω3
11ν1

(α2
n
1−ν1ν2
1+ν1

− Ω2
11)(α

2
n − Ω2

11)
+ bΩ12

√
ν1
ν2

N1f0

XnδnN
2
2 =

1

b
Y0

ν2
α2
n − Ω2

11

+
2

b

∞∑
m=1

Ym
An,m

(α2
n + q21m)(α2

n + q22m)(β2
m

1−ν1ν2
1+ν2

− Ω2
12)

+
a

2
N2gn

Ymδ∗mN2
1 =

1

a
X0

ν1
β2
m − Ω2

12

+
2

a

∞∑
n=1

Xn
An,m

(β2
m + p21n)(β

2
m + p22n)(α

2
n
1−ν1ν2
1+ν1

− Ω2
11)

− b

2
N1fm

(4.2)
Çäåñü

An,m = β2
m(α2

n(1− ν1ν2)− ν1Ω
2
11)− ν1Ω

2
11(α

2
n − Ω2

2),
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δn =
αn

(p22n − p21n)(α
2
n − Ω2

11)(α
2
n
1−ν1ν2
1+ν1

− Ω2
11)

×

× (−p1n(p
2
2nν2 + α2

n − Ω2
11)(p1nCo�(αn, p1n, E1) + ν1αn) cth p1nb+

+ p2n(p
2
1nν2 + α2

n − Ω2
11)(p2nCo�(αn, p2n, E1) + ν1αn) cth p2nb),

δ∗m =
βm

(q22m − q21m)(β2
m − Ω2

12)(β
2
m

1−ν1ν2
1+ν2

− Ω2
12)

×

× (−q1m(q22mν1 + β2
m − Ω2

12)(q1mCo�(βm, q1m, E2) + ν2βm) cth q1ma+

+ q2m(q21mν1 + β2
m − Ω2

12)(q2mCo�(βm, q2m, E2) + ν2βm) cth q2ma).

Â ñëó÷àå àìïëèòóä ýëåìåíòàðíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (2.5) ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
íàïðÿæåíèÿ íà êðàÿõ x = ±a è y = ±b ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì êîýôôèöèåíòàì ðÿäîâ
Ôóðüå.

f0 =
1

Ω2b

√
ν2E2

G(1 + ν2)ν1
cot

Ω2

√
G(1 + ν1)

E1
a


fm =

2

b

Ω2

√
G(1+ν2)

E1

Ω2
2
G(1+ν2)

E2
− β2

m

cot

Ω2

√
G(1 + ν1)

E1
a

 m = 1, 2, 3, . . .

g0 = − 1

Ω2a

√
ν1E1

G(1 + ν1)ν2
cot

Ω2

√
G(1 + ν2)

E2
b


gn = −2

a

Ω2

√
G(1+ν1)

E2

Ω2
2
G(1+ν1)

E1
− α2

n

cot

Ω2

√
G(1 + ν2)

E2
b

 n = 1, 2, 3, . . .

(4.3)

5. Ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî íàéòè ñóììó àáñî-
ëþòíûõ âåëè÷èí ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïðåäâàðèòåëüíî
ðàçäåëèâ êàæäîå èç óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíò ïðè íåèçâåñòíîé â ëåâîé ÷àñòè. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñóìì êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â
[4]. Ñïåöèàëüíîìó âûáîðó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñóììû êîýôôèöèåíòîâ â ñòðîêàõ ïî-
ëó÷àþòñÿ ïî÷òè àâòîìàòè÷åñêè. Îíî áûëî ïîñòðîåíî òàê, ÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à (4.3)
èìåëà òî÷íîå ðåøåíèå � Xk = Yk = 1 (k=0,1,2,. . . ). Ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâêå â (4.2)
Xk, Yk (k=0,1,2,. . . ) è êîýôôèöèåíòîâ (4.3), êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â
òîæäåñòâî. Èç ýòèõ òîæäåñòâ è íàõîäÿòñÿ ñóììû áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ. Äëÿ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè X0 è Y0 ñëåâà îáîçíà÷àåì
ñóììû ñïðàâà ÷åðåç Sx0 è Sy0. Íàïðèìåð

Sx0 = tg(Ω12b)
1 + ν1
1 + ν2

(
ν2

Ω12b
+

2

b

∞∑
m=1

Ω3
12ν2

(β2
m

1−ν1ν2
1+ν2

− Ω2
12)(β

2
m − Ω2

12)

)
.

Sy0 = tg(Ω11a)
1 + ν2
1 + ν1

(
ν1

Ω11a
+

2

a

∞∑
n=1

Ω3
11ν1

(α2
n
1−ν1ν2
1+ν1

− Ω2
11)(α

2
n − Ω2

11)

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ñóììû áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ

Sx0 = 1− tg Ω12b

tg

(
Ω2

√
G(1+ν2)

E2
b

)√1− ν1ν2
1 + ν2

, Sy0 = 1− tg Ω11a

tg

(
Ω2

√
G(1+ν1)

E1
a

)√1− ν1ν2
1 + ν1

. (5.1)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îáîçíà÷àåìûå ÷åðåç Sxn è Sym ñóììû ðÿäîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ
íåèçâåñòíûìè Xn è Ym ñëåâà ïîëó÷àåì èõ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ:

Sxn = 1− 1

δn
cot

Ω2

√
G(1 + ν2)

E2
b

√1− ν1ν2
1 + ν2

Ω12

α2
n
1−ν1ν2
1+ν1

− Ω2
11

(5.2)

Sym = 1− 1

δ∗m
cot

Ω2

√
G(1 + ν1)

E1
a

√1− ν1ν2
1 + ν2

Ω11

β2
m

1−ν1ν2
1+ν2

− Ω2
12

(5.3)

6. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè ñèñòåìû

Áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ν1 = 0.072, ν2 = 0.036, E1 = 1.2, E2 = 0.6, G = 0.07, a = 1,

b =
√

(1+ν1)ν2
(1+ν2)ν1

≈ 0.719. Âûáîð ñîîòíîøåíèÿ ñòîðîí îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè äàííîì b/a

ñóùåñòâóåò ðÿä ýëåìåíòàðíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (2.4). Ïåðâîé òàêîé ÷àñòîòîé ÿâëÿåòñÿ

Ω∗ = 1
a

√
E1

G(1+ν1)
≈ 4.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ðåãóëÿðíîñòü ñèñòåìû (4.2), ôèêñèðóåì ÷àñòîòó Ω è âû-
÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ xn, ym. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â èíòåðâàëå 0 <

Ω <
√

E1
G(1+ν1)

âñå êîýôôèöèåíòû îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è ñóììû àáñîëþòíûõ

âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ ñóìì. Äëÿ íà-
ãëÿäíîñòè îöåíîê ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (4.2) íà ðèñ. 1 äëÿ óðàâíåíèé äëÿ
Xn è Ym ñîîòâåòñòâåííî.

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

Ðèñ. 1. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ äëÿ Xk è Yk, k = 0, 1, . . . , 5

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíåíî äëÿ âñåõ óðàâíåíèé íà èí-
òåðâàëå 0 < Ω < Ω∗.

Åñëè Ω > Ω∗, òî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ íè äëÿ îäíîãî óðàâíåíèÿ.
Áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà (4.2) â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû îêàçûâàåòñÿ èëè ðåãóëÿðíîé èëè
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íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè ïîëíîñòüþ. Íî êâàçèðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íàÿ
ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ÷àñòîòå Ω = Ω∗ âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì êîýôôèöèåíòîâ (5.1),
(5.2), (5.3) ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè 1.

×àñòîòà Ω = Ω∗ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.
Ìåíüøèõ, ÷åì Ω∗ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íåò èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ
ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû.

Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà èñêëþ÷åííûõ íåèçâåñòíûõ âû÷èñëÿþòñÿ èíòåðâàëû,
â êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû (Ωpoz) è âñå óðàâíåíèÿ ðåãóëÿðíû (Ωreg).
Âû÷èñëåííûå ãðàíèöû ýòèõ èíòåðâàëîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ 1 è 2. Â êëåòêå òàáëèöû
(i, j) óêàçàíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî Xn (n = 0, 1, 2, . . . , i− 1) è Ym (m = 0, 1, 2, . . . j − 1)

Òàáëèöà 1. Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ïîëîæèòåëüíîñòè

0 1 2 3 4 5 6

0 4.07556 4.07556 4.07556 4.07556 4.07556 4.07556 4.07556

1 4.14577 4.39596 4.39596 4.39596 4.39596 4.39596 4.39596

2 4.14577 4.80254 5.52168 5.52168 5.52168 5.52168 5.52168

3 4.14577 4.80254 6.71334 7.0409 7.0409 7.0409 7.0409

4 4.14577 4.80254 6.71334 8.75367 8.75367 8.75367 8.75367

5 4.14577 4.80254 6.71334 9.07559 10.5665 10.5665 10.5665

6 4.14577 4.80254 6.71334 9.07559 11.6213 12.4357 12.4357

Òàáëèöà 2. Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ðåãóëÿðíîñòè

0 1 2 3 4 5 6

0 3.99893 3.99893 3.99893 3.99893 3.99893 3.99893 3.99893

1 3.99893 4.05511 4.11204 4.11221 4.11226 4.11229 4.1123

2 3.99893 4.05617 5.22358 6.73153 8.43397 9.5908 9.99008

3 3.99893 4.05633 6.32894 8.19141 10.0594 10.2369 10.3349

4 3.99893 4.05638 7.43659 8.19141 10.0594 10.2369 10.3349

5 3.99893 4.0564 8.37792 8.85893 10.0594 10.2369 10.3349

6 3.99893 4.05641 8.92589 11.0616 13.2724 13.6647 13.8673

7. Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

Ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé èçî-
òðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïðèçì íà óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïðèçì. Ïîñòðîåíî íîâîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äëÿ óñòàíîâèâøèõ-
ñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû â ïîñòàíîâêå ïëîñêîé
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äåôîðìàöèè. Ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè âûâåäåíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ [5, 8] òåì, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ýòà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà èìååò òî÷íîå åäèíè÷íîå ðåøåíèå
(Xn = Yn = 1). Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ è îòâå÷àþùåãî èì
åäèíè÷íîãî ðåøåíèÿ ïðåâðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû â òîæäåñòâà, êîòî-
ðûå ýëåìåíòàðíî ïîçâîëÿþò çàïèñàòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñóìì êîýôôèöèåí-
òîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâåííî óïðîùàþòñÿ îöåíêè
ðåãóëÿðíîñòè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû è ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ áåñêîíå÷íîé
ñèñòåìû ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çäåñü áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìû èìååò íåíóëåâîé êîíå÷íûé ïðå-
äåë ïðè âîçðàñòàíèè íîìåðîâ íåèçâåñòíûõ. Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàòðèöà áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû äîïóñêàåò åäèíè÷íîå ðåøåíèå ïðè ñïå-
öèàëüíûõ ñâîáîäíûõ ÷ëåíàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ¾óëó÷øåííîé ðåäóêöèè¿ [1] äëÿ ÷èñëåííûõ îöåíîê ðåøåíèÿ áåñ-
êîíå÷íîé ñèñòåìû.

Íîâîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáñòâåííûõ
ôîðì êîëåáàíèé äëÿ èçîòðîïíûõ ïðèçì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ [2] ìîäàìè Ëàìå. Ñîîò-
âåòñòâåííî áûëî íàéäåíî îáîáùåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìîä Ëàìå äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-
áàíèé îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïðèçì.

Ñ ïîìîùüþ âûâåäåííûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé ñóìì êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñòðîê ìàòðè-
öû ÷èñëåííî îöåíåíà ðåãóëÿðíîñòü áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîì îòíîøåíèè
ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè è ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè
îðòîòðîïíîé ïðèçìû. Ïðè ýòîì íàèìåíüøàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ïðèçìû ñîâïàëà ñ ïåð-
âîé èç ÷àñòîò ýëåìåíòàðíîé ìîäû Ëàìå. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè ÷àñòîòàõ áîëüøèõ, ÷åì
íàèìåíüøàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, íè îäíî èç óðàâíåíèé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû íå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíîé (ïðè ÷àñòîòàõ ìåíüøèõ, ÷åì ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà), ëèáî ñîâñåì íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè (ïðè ÷àñòîòàõ áîëüøèõ, ÷åì ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ
÷àñòîòà). Êâàçèðåãóëÿðíîé ýòà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ ÷àñòîòàõ
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

Åñëè èñêëþ÷àòü èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû íåñêîëüêî ïåðâûõ íåèçâåñòíûõ ïî ñïîñîáó,
ïðåäëîæåííîìó â [3] ïðè ðàññìîòðåíèè êâàçèðåãóëÿðíûõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, òî ãðà-
íèöû èíòåðâàëîâ ÷àñòîò êîëåáàíèé, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû ïðè îñòàâ-
ëåííûõ íåèçâåñòíûõ ïîëîæèòåëüíû, óâåëè÷èâàþòñÿ (Òàáë. 1). Óâåëè÷èâàþòñÿ è äèàïà-
çîíû ÷àñòîò êîëåáàíèé, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè âñåõ
áåñêîíå÷íûõ óðàâíåíèé (Òàáë. 2). Íî âíå èíòåðâàëà ðåãóëÿðíîñòè íè îäíî èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñòàâëåííûõ íåèçâåñòíûõ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðåãóëÿðíî-
ñòè. Ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñòàâëåííûõ íåèçâåñòíûõ îñòàþòñÿ ëèáî ðåãóëÿðíûìè, ëèáî
íåðåãóëÿðíûìè. Íî êâàçèðåãóëÿðíûìè îíè íå ÿâëÿþòñÿ íè ïðè êàêèõ ÷àñòîòàõ êîëå-
áàíèé. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðèçìû âñòðå÷àþòñÿ ñðåäè íóëåé îïðåäåëèòåëÿ
êîíå÷íîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî èñêëþ÷åííûõ ïåðâûõ íåèçâåñòíûõ.

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ

1. Ãðèí÷åíêî Â.Ò. Ðàâíîâåñèå è óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ óïðóãèõ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. �

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, 2015, òîì 5(33), �1-2



114 À.Ä.ËßØÊÎ, Â.Í.×ÅÕÎÂ

Ê.: Íàóê. äóìêà, 1978. � 264 ñ.

V.T. Grinchenko Equilibrium and steady-state oscillations of elastic bodies of �nite dimensions
(Russian). Kyev: Naukova Dumka. 264 (1978).

2. Ãðèí÷åíêî Â.Ò., Ìåëåøêî B.Â. Ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è âîëíû â óïðóãèõ òåëàõ. � Ê.:
Íàóê. äóìêà, 1981. � 284 ñ.

V.T. Grinchenko, V.V. Meleshko Harmonic vibrations and waves in elastic bodies (Russian).
Kyev: Naukova Dumka. 284 (1981).

3. Êàíòîðîâè÷ Ë.Â., Êðûëîâ Â.È. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âûñøåãî àíàëèçà. � Ì. � Ë.: Ôèç-
ìàòãèç, 1962. � 708 ñ.

L.V. Kantorovich, V.I. Krylov Approximate methods of higher analysis. Noordho�, Groningen
(1958).

4. Ïàí À.Â., ×åõîâ Â.Í. Íåêîòîðûå òîæäåñòâà äëÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé è ïðèëîæåíèÿ èõ â èñ-
ñëåäîâàíèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû // Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ. Ñóäàê, Óêðàèíà � Ñá. Òåçèñîâ. 2013.� Ñ. 77.

A.V. Pan, Chekhov V.N. Some identities for the wave equations and their applications in the
study of forced oscillations of a rectangular prism //In Book of Abstr. Crimea International
Mathematical Conf. Sudak, Ukraine, 77 (2013).

5. Ïàïêîâ Ñ.Î. Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé îðòîòðîïíîé ïðèç-
ìû // Ìàò. ìåòîäû è ôèç.�ìåõ. ïîëÿ. 2012 � 55, � 2. �Ñ. 177�185.

S.O. Papkov Steady-state forced vibrations of a rectangular orthotropic plate // Journal of
Mathematical Sciences, Vol. 173, No. 2, April, 1�12 (2012).

6. Òèìîøåíêî Ñ.Ï., Âîéíîâñêèé-Êðèãåð Ñ. Ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè � Ì.: Íàóêà, 1966. � 636 ñ.

S. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger Theory of plates and shells. New York: McGraw-Hill. 580
(1959).

7. Òèìîøåíêî Ñ.Ï., ßíã Ä.Õ., Óèâåð Ó. Êîëåáàíèÿ â èíæåíåðíîì äåëå. � Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå,
1985. � 472 c.

S.P. Timoshenko, D.H. Young, W. Weaver Vibration problems in engineering. 4th ed. New York,
Wiley, 521 (1974).

8. Gorman D.J. Free vibration analysis of rectangular plates, Elsevier, North Holland, Inc., New
York: 1982, � 324 p.

9. Gorman D.J. Accurate in-plane free vibration analysis of rectangular orthotropic plates // Journal
of Sounds and Vibration 323 (2009), � 426�443 pp.

10. Gorman D.J., Yu S.D. A review of the superposition method for computing free vibration
eigenvalues of elastic structures // Computers and Structures � 2012, � 104�105, � 27�37 pp.

11. Leissa A.W. Vibration of plates. � NASA SP-160, � 353 pp. 1969, reprint by The Acoustical
Society of America, 1993.

12. Timoshenko S.P. Bending of rectangular plates with clamped edges // In: Proc. Fifth Intern.
Congress for Applied Mechanics. Wiley, New York � 1939, � 40�43 pp.

Ïîëó÷åíà 10.06.2015

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, 2015, òîì 5(33), �1-2


