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Анотацiя. Розглядається лiнiйна неоднорiдна iмпульсна крайова задача зi збуренням для си-
стеми звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, яка не завжди є розв’язною. Роз-
глядувана крайова задача має породжуючу iмпульсну крайову задачу, яка не має розв’язкiв при
довiльних неоднорiдностях, а це означає, що для неї виконується критичний випадок. Встанов-
лено достатнi умови, при виконаннi яких розглядувана лiнiйна неоднорiдна iмпульсна крайова
задача зi збуренням є розв’язною, а, також, знайдено умови, при яких вiдбувається бiфуркацiя
її розв’язку. Знайдено розв’язок розглядуваної задачi.
Ключовi слова: лiнiйна неоднорiдна iмпульсна крайова задача зi збуренням, породжуюча iм-
пульсна крайова задача, критерiй розв’язностi, критичний випадок, збурення, бiфуркацiя.

1. Вступ. Постановка задачi

Зустрiчаються випадки, коли лiнiйна iмпульсна крайова задача зi збуренням
не завжди є розв’язною на деякому числовому промiжку. Така ситуацiя вимагає
знаходження умов, при виконаннi яких дана задача буде розв’язною. Проблемi
вивчення умов розв’язностi крайових задач зi збуренням для систем лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь I-го порядку присвяченi працi [1, 2, 8, 12]. Умови бiфуркацiї
та розгалудження розв’язкiв крайових задач для вироджених систем наведенi в
[3]. Питання встановлення умов розв’язностi слабкозбурених крайових задач для
систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку дослiджено в [10].

У цiй роботi шукаються умови розв’язностi лiнiйної неоднорiдної iмпульсної
крайової задачi зi збуренням для системи звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку.

Розглядається лiнiйна неоднорiдна iмпульсна крайова задача зi збуренням

(P (t)x′)
′ −Q(t)x− εQ1(t)x = f(t), t ∈ U0, (1.1)

△(P (t)x′)
∣∣
t=ti

= −βix′(ti − 0)− αix(ti − 0) + εα1ix(ti − 0) + γi, i = 1, 2, . . . , p, (1.2)

lx(· , ε ) = α+ ε l1x(· , ε ). (1.3)

Тут [a, b] – вiдрiзок, на якому розглядається лiнiйна iмпульсна крайова задача
зi збуренням (1.1)-(1.3), ti, i = 1, 2, . . . , p, — точки iмпульсної дiї, що належать
вiдрiзку [a, b]: ti ∈ [a, b], i = 1, 2, . . . , p; вважається, що a ≡ t0 < t1 < t2 < . . . <
tp < tp+1 ≡ b. U0 — числова множина вигляду: U0 := [a, b]\{ti}pi=1.
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x = x(t, ε)–n-вимiрна двiчi неперервно диференцiйовна з розривами в точках
iмпульсної дiї шукана векторна функцiя: x(·, ε) ∈ C2(U0 × (0, ε0]), x′(·, ε), x′′(·, ε) ∈
C2(U0 × (0, ε0]).

P (t), Q(t), Q1(t)–квадратнi (n× n)– вимiрнi дiйснi матрицi-функцiї. Елементи
матрицi P (t) є дiйснi, кусково-неперервно диференцiйовнi на множинi U0, з розри-
вами першого роду в точках iмпульсної дiї: P (t) ∈ C1(U0); елементи матриць Q(t)
та Q1(t) є неперервними на вiдрiзку [a, b]: Q(t), Q1(t) ∈ C([a, b]). Матриця P (t)
є невиродженою: detP (t) ̸= 0. f(t)–n-вимiрна кусково-неперервна з розривами в
точках iмпульсної дiї вектор-функцiя: f(t) ∈ C(U0). αi, α1i, βi, i = 1, 2, . . . , p,– квад-
ратнi (n×n)–вимiрнi матрицi, елементами яких є дiйснi числа, det[P (ti−0)−βi] ̸= 0.
γi, i = 1, 2, . . . , p,–сталi n-вимiрнi вектори, елементами яких є дiйснi числа. l, l1–
лiнiйнi обмеженim-вимiрнi векторнi функцiонали, визначенi на просторi n− вимiр-
них кусково-неперервних векторних функцiй: l, l1:C([a, b]) → Rm. α–m-вимiрний
дiйсний вектор:α ∈ Rm; ε–малий невiд’ємний параметр.

Iмпульсна крайова задача зi збуренням (1.1)-(1.3) має породжуючу iмпульсну
крайову задачу:

(P (t)x′)
′ −Q(t)x = f(t), t ∈ U0, (1.4)

△(P (t)x′)∣∣
t=ti

= −βix′(ti − 0)− αix(ti − 0) + γi, i = 1, 2, . . . , p, (1.5)

lx(·, ε) = α. (1.6)

Iмпульсна система диференцiальних рiвнянь другого порядку (1.4), (1.5) має
загальний розв’язок вигляду: x(t) = X(t)c + x̄(t), c ∈ R2n, де X(t)–(n × 2n)-
вимiрна фундаментальна матриця однорiдної iмпульсної системи другого порядку
(1.5), (1.6) яка складається з 2n-лiнiйно незалежних розв’язкiв однорiдної (f(t) =
0, γi, i = 1, 2, . . . , p) системи (1.4), (1.5); вектор-функцiя

x̄(t) =

∫ b

a

K(t, s)P−1(s)f(s)ds+

p∑
i=1

K(t, ti + 0)γi

є частинним розв’язком системи iмпульсних диференцiальних рiвнянь (1.4), (1.5);
K(t, s)-(n × n)-вимiрна матриця Кошi [9, 11]. У результатi дiї лiнiйного m-
вимiрного функцiоналу l на фундаментальну матрицю X(t) утворюється (m×2n)-
вимiрна прямокутна матрицяD, rankD= n1, n1 < min(2n,m). МатрицяD∗ є транс-
понованою до матрицi D. (2n×m)− вимiрна матриця D+ є псевдооберненою за
Муром-Пенроузом до матрицi D [2, 5, 7].

Через PD i PD∗ позначимо (2n×2n)- i (m×m)- вимiрнi матрицi-ортопроектори,
якi проектують простори R2n i Rm на нуль-простори N(D) та N(D∗) вiдповiдно:
PD : R2n → N(D), N(D) = PDR

2n; PD : R2n → N(D), N(D∗) = PD∗Rm. Матриця
N(D) має розмiрнiсть r: dimN(D) = 2n-rankD = 2n − n1 = r, а матриця N(D∗)
має розмiрнiсть d: dimN(D∗) = m−rankD = m − n1 = d. Звiдки rankPD = r, а
rankPD∗ = d. Тобто, матриця PD складається з r лiнiйно незалежних стовпчикiв, а
матриця PD∗ складається з d лiнiйно незалежних рядкiв. Отже, (2n× 2n)-вимiрну
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матрицю PD можна замiнити (2n×r)-вимiрною матрицею PDr , що складається з r
лiнiйно незалежних стовпчикiв матрицi PD; (m×m)-вимiрну матрицю PD∗ можна
замiнити (d × m)-вимiрною матрицею PD∗

d
, яка складається з повної системи d

лiнiйно незалежних рядкiв матрицi PD∗ [2].
Для породжуючої iмпульсної крайової задачi (1.4)-(1.6) має мiсце тверджен-

ня [9].

Теорема 1 (Критичний випадок). Нехай виконується умова rankD = n1 <
min{2n, m}. Тодi однорiдна (f(t) = 0, γi = 0, i = 1, 2, . . . , p, α = 0) iмпульс-
на крайова задача (1.4)-(1.6) має r, (r = 2n − n1) i лише r лiнiйно незалежних
розв’язкiв.

Неоднорiдна iмпульсна крайова задача (1.4)-(1.6) розв’язна тодi i тiльки тодi,
коли вектор-функцiя f(t) ∈ C(U0) i сталий вектор α ∈ Rm задовольняють умову
розв’язностi

PD∗
d
[α− lx̄(·)] = 0, (d = m− n1). (1.7)

При виконаннi цих умов iмпульсна крайова задача (1.4)-(1.6) має r-
параметрич-ну сiм’ю лiнiйно незалежних розв’язкiв x(t, cr) = Xr(t)cr +
(G[f, γi])(t) + X(t)D+α, t ∈ [a, b], ∀ cr ∈ Rr, де Xr(t)–(n × r)-вимiрна матри-
ця, стовпчики якої утворюють повну систему r лiнiйно незалежних розв’язкiв
однорiдної iмпульсної системи другого порядку (1.4), (1.5): Xr(t) = X(t)PDr ;

PDr–(2n × r)-вимiрна матриця-ортопроектор, яка складається з r лiнiйно
незалежних стовпчикiв матрицi PD; cr–довiльний вектор-стовпчик з просто-
ру Rr;

(G[f, γi])(t), i = 1, 2, . . . , n, t ∈ [a, b], – узагальнений оператор Грiна, який дiє
на довiльну вектор-функцiю f(t) ∈ C(U0) та вектори γi ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , n:

(G[f, γi])(t)
def
=

∫ b

a

K(t, s)P−1(s)f(s)ds−X(t)D+l

∫ b

a

K( · , s)P−1(s)f(s)ds+

+

p∑
i=1

K(t, ti + 0)γi −X(t)D+l

p∑
i=1

K(·, ti + 0)γi, i = 1, 2, . . . , p.

2. Умови розв’язностi iмпульсної крайової задачi зi
збуренням

Припустимо, що породжуюча iмпульсна крайова задача (1.4)-(1.6) не має
розв’язкiв при довiльних неоднорiдностях f(t) ∈ C(U0), γi ∈ Rn, i = 1, 2, . . . , p,
та α ∈ Rm , тобто, має мiсце критичний випадок (rankD = n1 < n) i в силу до-
вiльного вибору неоднорiдностей f(t) ∈ C(U0) та α ∈ Rm критерiй розв’язностi
(1.5) для породжуючої iмпульсної крайової задачi (1.4)-(1.6), взагалi кажучи, не
виконується.
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Тому, потрiбно всатановити, чи є такi умови, при виконаннi яких iмпульсна
крайова задача зi збуренням (1.1)-(1.3) буде розв’язною, при умовi, що її пород-
жуюча iмпульсна крайова задача (1.4)-(1.6) розв’язкiв не має. Покажемо, що вiд-
повiдь на це питання можна отримати, побудувавши за допомогою коефiцiєнтiв
iмпульсної системи матрицi B0 та B1:

Покладемо

B0 := PD∗
d
{l1Xr( · )− l

∫ b

a

K( · , s)P−1(s)Q1(s)Xr(s)ds− l
p∑

i=1

K(·, ti+0)α1iXr(ti−0)},

(2.1)
B0–(d×r)-вимiрна матриця, PB0–(r×r) вимiрна матриця-ортопроектор, PB0 :Rr →
N(B0); B∗

0
–(r× d)-вимiрна матриця, спряжена до матрицi B0, PB∗

0
–(d× d)-вимiрна

матриця-ортопроектор, PB∗
0
:Rd → N(B∗

0
); (r×d)-вимiрна матриця B+

0
є псевдообер-

неною за Муром-Пенроузом до матрицi B0 . Щоб отримати новi умови iснування
розв’язку iмпульсної крайової задачi зi збуренням (1.1)-(1.3) , введемо (d × r)-
вимiрну матрицю B1:

B1 := PB∗
0
PD∗

d
{l1G1( ·)− l

∫ b

a

K(·, s)P−1(s)Q1(s)G1(s)ds−

− l

p∑
i=1

K(·, ti + 0)α1iG1(ti − 0)}PB0 , (2.2)

де
G1(t) = (G[Q1(s)Xr(s)])(t) +X(t)D+l1Xr(·). (2.3)

B∗
1
–(r × d)-вимiрна матриця, транспонована до матрицi B1; PB

1
–(r × r)-вимiрна

матриця-ортопроектор, яка проектує r-вимiрний евклiдiв простiр Rr на нуль-
простiр N(B1) матрицi B1; PB∗

1
–(d×d)-вимiрна матриця-ортопроектор, яка проек-

тує d-вимiрний евклiдiв простiр Rd на нуль-простiр N(B∗
1
) матрицi B∗

1
.

Має мiсце теорема.

Теорема 2. Нехай для iмпульсної крайової задачi зi збуренням (1.1)-(1.3) має
мiсце критичний випадок (rankD = n1 < n), тобто, її породжуюча iмпульс-
на крайова задача (1.4)-(1.6) не має розв’язкiв при довiльних неоднорiдностях
f(t) ∈ C(U0), γi, i = 1, 2, . . . , p, та α ∈ Rm, i PB0 ̸= 0 i критерiй розв’язностi не
виконується.

Якщо умова
PB∗

1
PB∗

0
= 0, (2.4)

виконується, то лiнiйна iмпульсна крайова задача зi збуренням (1.1)-(1.3)
розв’язна i її розв’язок можна подати у виглядi частини збiжного (при достат-
ньо малому фiксованому ε ∈ (0 , ε0]) ряду Лорана:

x(·, ε) =
∞∑

k=−2

εkxk(t). (2.5)
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Доведення. Пiдставимо ряд (2.5) в задачу (1.1)-(1.3), i тодi при кожному степенi
ε отримаємо вiдповiдну iмпульсну крайову задачу.

При ε−2 маємо однорiдну iмпульсну крайову задачу:

(P (t)x′−2)
′ −Q(t)x−2 = 0, t ∈ U0,

△(P (t)x′−2)
∣∣
t=ti

= −βix′−2(ti − 0)− αix−2(ti − 0), i = 1, 2, . . . , p, (2.6)

l x−2( · , ε) = 0.

За теоремою 1 задача (2.6) має r-параметричну сiм’ю розв’язкiв:

x−2(t) = Xr(t)c−1, c−1 ∈ Rr, (2.7)

c−1-довiльний r-вимiрний вектор, який буде знайдено з умови розв’язностi крайо-
вої задачi при ε−1.

При ε−1 маємо неоднорiдну iмпульсну крайову задачу:

(P (t)x′−1)
′ −Q(t)x−1 = Q1(t)x−2, t ∈ U0,

△(P (t)x′−1)
∣∣
t=ti

= −βix′−1(ti−0)−αix−1(ti−0)+α1ix−1(ti−0), i = 1, 2, . . . , p, (2.8)

l x−1(·, ε) = l1x−2(·, ε).
Застосуємо теорему 1 до iмпульсної неоднорiдної крайової задачi (2.8). Згiдно

неї умова розв’язностi задачi (2.8) є такою:

PD∗
d

{
l1x−2(·)− l

∫ b

a

K(·, s)P−1(s)Q1(s)x−2(s)ds− l

p∑
i=1

K(·, ti + 0)α1ix−2(ti − 0)

}
= 0,

(2.9)
d = m− n1.

Пiдставивши в (2.9) значення вектора x−2(t, c−1), виражене рiвнiстю (2.7) та
зробивши вiдповiднi перетворення, враховуючи позначення (2.1), отримаємо ал-
гебраїчну систему:

B0c−1 = 0. (2.10)

Алгебраїчна система (2.10) завжди розв’язна вiдносно r-вимiрного вектора
c−1 ∈ Rr [2, 5]:

c−1 = PB0c−1r, c−1r ∈ Rr. (2.11)

Маємо значення вектора c−1 вигляду (2.11), тому можна вказати r-
параметричну сiм’ю розв’язкiв iмпульсної крайової задачi (2.6):

x−2(t) = Xr(t)PB0c−1r, c−1r ∈ Rr. (2.12)
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Пiдставивши (2.11) в (2.7), отримаємо r-параметричну множину розв’язкiв iм-
пульсної крайової задачi (2.8):

x−1(t, c−1) = Xr(t)c0 + x̄−1(t), c−1 ∈ Rr, (2.13)

тут x̄−1(t)-частинний розв’язок крайової задачi (2.8). За теоремою 1, враховуючи
рiвностi (2.11), (2.12) i позначення (2.3), вектор x̄−1(t)-матиме вигляд:

x̄−1(t) = G1(t)PB0c−1r, c−1r ∈ Rr,

де матриця-функцiя G1(t) визначена таким чином:

G1(t) :=

∫ b

a

K(t, s)Q1(s)Xr(s)ds−X(t)D+l

∫ b

a

K(·, s)Q1(s)Xr(s)ds+

+

p∑
i=1

K(t, ti − 0)α1iXr(ti − 0)−

−X(t)D+l

p∑
i=1

K(·, ti − 0)α1iXr(ti − 0) +X(t)D+l1Xr(·). (2.14)

Вектор c0-невiдомий, його буде знайдено з крайової задачi при ε0.
При ε0 маємо iмпульсну крайову задачу вiдносно вектора x0(t):

(P (t)x′0)
′ −Q(t)x0 = Q1(t)x−1 + f(t), t ∈ U0,

△(P (t)x′0)
∣∣
t=ti

= −βix′0(ti−0)−αix0(ti−0)+α1ix−1(ti−0)+γi, i = 1, 2, . . . , p, (2.15)

l x0(·, ε) = l1x−1( · , ε) + α.

Запишемо умову розв’язностi iмпульсної крайової задачi (2.15):

PD∗
d
{l1 x−1(·) + α− l

b∫
a

K( ·, s)P−1(s)(Q1(s)x−1(s) + f(s))ds−

−l
∑p

i=1K(·, ti − 0)[α1ix−1(ti − 0) + γi]} = 0, d = m− n1.

(2.16)

Зробивши вiдповiднi перетворення в (2.16), та враховуючи позначення (2.2),
умова розв’язностi iмпульсної крайової задачi (2.15) зведеться до алгебраїчної си-
стеми вiдносно невiдомого вектора c0 ∈ Rr:

B0c0 = φ0 −B1PB0c−1, (2.17)

де φ0 визначена таким чином:

φ0 = −PD∗
d
{α− l

∫ b

a

K(·, s)P−1(s)f(s)ds− l

p∑
i=1

K(·, ti − 0)γi}.
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Умова розв’язностi алгебраїчної системи (2.17) є такою:

PB∗
0
{φ0 −B1PB0c−1} = 0, (2.18)

звiдки, алгебраїчна система вiдносно вектора c−1 ∈ Rr має вигляд:

B1c−1 = PB∗
0
φ0. (2.19)

Умова розв’язностi алгебраїчної системи (2.19), є такою:

PB∗
1
· PB∗

0
φ0 = 0. (2.20)

Якщо виконана умова
PB∗

1
· PB∗

0
= 0, (2.21)

то умова (2.20) завжди виконується. Виконання умови (2.21) означає, що алгеб-
раїчна системa (2.18) розв’язна, а її розв’язок є r-вимiрний вектор:

c0 = PB0c0r +B+
0 [φ0 −B1 · PB0c−1r]. (2.22)

Значення вектора c0 вигляду (2.22) пiдставимо в (2.13), у результатi отримаємо
r-параметричну сiм’ю розв’язкiв iмпульсної крайової задачi (2.8):

x−1(t, c0) = Xr(t)PB0c0r + x̄−1(t),

тут x̄−1(t)-частинний розв’язок iмпульсної крайової задачi (2.8) вигляду: x̄−1(t) =
Xr(t)B

+
0 [φ0 −Xr(t)B

+
0 B1PB0c−1r] +G1(t)PB0c−1r.

r-параметрична сiм’я розв’язкiв iмпульсної крайової задачi (2.15) є такою:

x0(t, c1) = Xr(t)c1 + x̄0(t), c1 ∈ R,

де x̄0(t)-частинний розв’язок:

x̄0(t) = G1(t)[PB0c0r +B+
0 [φ0 −B1PB0c−1r]] +G2(t)PB0c−1r ++(Gf)(t) +X(t)D+α,

тут матриця-функцiя G1(t) має вигляд (2.14), а G2(t) визначена таким чином:

G2(t) :=

∫ b

a

K(t , s)Q1(s)G1(s)ds−X(t)D+l

∫ b

a

K( · , s)Q1(s)G1(s)ds+

+

p∑
i=1

K(t, ti − 0)α1iG1(ti − 0)−X(t)D+l

p∑
i=1

K(·, ti − 0)α1iG1(ti − 0) +

+X(t)D+l1G1( ·).
Вектор c1 буде знайдено з умови розв’язностi iмпульсної крайової задачi вiд-

носно вектор-функцiї x1(t), яка утворюється при ε1.
Продовжуючи цей процес, при εk маємо таку iмпульсну крайову задачу:

(P (t)x′k)
′ −Q(t)xk = Q1(t)xk−1, t ∈ U0,
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△(P (t)x′k)
∣∣
t=ti

= −βix′k(ti − 0)− αixk(ti − 0) + α1ixk(ti − 0), i = 1, 2, . . . , p, (2.23)

l xk(·, ε) = l1xk−1(·, ε).
Умова розв’язностi iмпульсної крайової задачi (2.23) є такою:

PD∗
d
{l1 xk−1(·)− l

b∫
a

K(·, s)P−1(s)Q1(s)xk−1(s)ds− l

p∑
i=1

K(·, ti + 0)xk−1(ti − 0)γi} = 0,

d = m− n1.

При виконаннi умови (2.21), iмпульсна крайова задача (2.23) матиме r-пара-
метричну сiм’ю розв’язкiв: xk(t, ck+1) = Xr(t)ck+1 + x̄k(t), ck+1 ∈ R, де x̄k(t) —
частинний розв’язок iмпульсної крайової задачi (2.23):

x̄k(t) = G1(t)ck +G2(t)ck−1 + . . .+Gk+1(t)c0 +Gk(t)PB0c−1r + (Gf)(t) +X(t)D+α,

ck = PB0ckr +B+
0 {φk −B1ck−1 +B2ck−2 + . . .+Bk+1c−1}, k ≥ 0.

Gk(t) :=

∫ b

a

K(t, s)Q1(s)Gk−1(s)ds−X(t)D+l

∫ b

a

K(·, s)Q1(s)Gk−1(s)ds+

+X(t)D+l1Gk−1(·)−
p∑

i=1

K(t, ti − 0)α1iGk−1(ti − 0)−

−X(t)D+l

p∑
i=1

K(·, ti − 0)α1iGk−1(ti − 0), k ≥ 2.

Bk := −PD∗
d
[l1Gk−1(·)Bk−1 − l1Gk( · )− l

∫ b

a

[K(·, s)Q1(s)Gk−1(s)Bk−1 −Gk(s)]ds−

− l

p∑
i=1

[K(·, ti + 0)α1iGk−1(ti − 0)Bk−1 −Gk(ti − 0)]}PB0 ]PB0 , k ≥ 2.

Якщо умова (2.4) виконується, то всi коефiцiєнти розкладу (2.5) знаходяться
в явному виглядi, що доводиться за методом математичної iндукцiї.

Таким чином, якщо умова (2.4) виконується, то iмпульсна крайова задача зi
збуренням (1.1)-(1.3) є розв’язною.

Збiжнiсть ряду Лорана доводиться за допомогою традицiйних методiв мажору-
вання [4, 6].

Зауважимо, що при доведеннi теореми використовувався метод Вiшика-Люс-
тернiка [4].

У публiкацiї [8] розглядається нетерова крайова задача для системи диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку, розв’язок якої шукається при застосуваннi
методу простих iтерацiй.

Отриманi в роботi результати є узагальненням результатiв, наведених в [10] та
узгоджуються з ранiше отриманими в теорiї крайових задач результатами [1, 2, 8,
9, 11, 12].
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3. Приклад

На вiдрiзку [0, 1] задана крайова задача зi збуренням

x′′(t) = f(t), x ∈ R2, f(t) : [0, 1] → R2, t ∈ [0, 1], (3.1)

lx(·, ε) = α+ εl1x(·, ε), α ∈ R2, lx(·) =Mx(1),M =

(
0 1
0 1

)
. (3.2)

В (3.1), (3.2) f(t) та x(t)—двовимiрнi векторнi функцiї: f(t) : [0, 1] → R2, x ∈ R2.
Встановимо умови, при яких крайова задача зi збуренням (3.1), (3.2) розв’язна

при збурюючому доданку l1x(·) = Nx(1
2
), N =

(
1 1
0 2

)
.

При ε = 0 з крайової задачi зi збуренням (3.1), (3.2) отримаємо породжуючу
крайову задачу:

x′′(t) = f(t), x ∈ R2, t ∈ [0, 1], (3.3)

lx(·, ε) = α, α ∈ R2. (3.4)

Згiдно теореми 1.1, породжуюча крайова задача (3.3), (3.4) при довiльних неод-
норiдностях f(t) ∈ C[0, 1] та α ∈ R2 не має розв’язкiв.

Використовуючи теорему 2.1, встановимо умови, при яких розглядувана край-
ова задача зi збуренням (3.1), (3.2) буде розв’язною.

Фундаментальна матриця однорiдної (f(t) = 0) системи диференцiальних рiв-

нянь (3.3) є такою: X(t) =

(
1 0 t 0
0 1 0 t

)
. Побудуємо (2× 4)-вимiрна матрицю D

[2]: D =


0 0
1 1
0 0
1 1

, t ∈ [0, 1]. Вiдповiдна до матрицi D, (4 × 2)-вимiрну спряжена

матриця D∗ є такою: D∗ = DT =


0 0
1 1
0 0
1 1

, оскiльки задача розглядається на

дiйснiй площинi.
Знайдемо базис нуль-простору матрицi D∗. За означенням нуль-простору [2],

N(D∗) = {b ∈ R2 : D∗b = 0}, тобто, це означає, що треба знайти такi вектори
b ∈ R2, для яких виконується рiвнiсть: D∗b = 0. Для побудованої матрицi D∗

розв’яжемо рiвняння D∗b = 0: D =


0 0
1 1
0 0
1 1

(
b1
b2

)
= 0. Звiдки, b2 = −b1, отже,

маємо базисний вектор ψ1 = b(1) = [b1] = [1] простору N(D∗).
Оскiльки простiр N(D∗) не є порожнiм, то згiдно означення [2] матрицi-

ортопроектора PD∗ вона вiдмiнна вiд нульової матрицi: PD∗ ̸= 0.
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Знайдемо матрицю PD∗ за формулою [2]: PD∗ =
∑

s,k=1 β
−1
s,k=1ψsψ

T
k .

Тут s = k = 1, тому матриця PD∗ шукається за формулою: PD∗ = β
(−1)
sk ψ1ψ

T
1 ,

β11 = (ψT
1 , ψ1) (ψ

T
1 , ψ1)-скалярний добуток в вiдповiдному евклiдовому просторi,

ψ1 =

(
1
−1

)
, ψT

1 =
(
1 −1

)
. Обчислимо β11: β11 =

(
1 −1

) (
1
−1

)
=

1 · 1 + (−1) · (−1) = 2. Отже, β11 = 2, звiдки β−1
11 = 1

2
.

ψ1 · ψT
1 =

(
1
−1

)
·
(
1 −1

)
=

(
1 −1
−1 1

)
.

Отже, PD∗ = 1
2

(
1 −1
−1 1

)
. Оскiльки d = 1, то матриця PD∗ складається з

одного лiнiйно незалежного рядка, тому, надалi, замiсть неї, можна розглядати
матрицю PD∗

1
= 1

2

(
1 −1

)
.

Зауважимо, що матрицю PD∗ можна знайти iншим чином, використовуючи
формули: PD∗ = Im −DD+, D+ = limε→0D

∗(DD∗ + εIm)
−1.

В цьому прикладi m = 2.
Обчислимо D+:

D+ = lim
ε→0


0 0
1 1
0 0
1 1


( 0 1 0 1

0 1 0 1

)
0 0
1 1
0 0
1 1

+ ε

(
1 0
0 1

)
−1

=

= lim
ε→0

1

ε+ 4


0 0
1 1
0 0
1 1

 =
1

4


0 0
1 1
0 0
1 1

 .

Звiдки PD∗ = 1
2

(
1 −1
−1 1

)
. Оскiльки d = 1, то це дозволяє матрицю PD∗ за-

мiнити на матрицю PD∗
1
= 1

2

(
1 −1

)
. За формулою PD = I2n − D+D знайдемо

матрицю PD. В данiй задачi n = 2:

PD =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

− 1

4


0 0
1 1
0 0
1 1

 ·
(

0 1 0 1
0 1 0 1

)
=


1 0 0 0
0 1

2
0 −1

2

0 0 1 0
0 −1

2
0 1

2

 .

З побудови матрицi PD зрозумiло, що rankPD = 3, тому r = 3, а матриця PD3 є та-

кою: PD3 =
1
2


2 0 0
0 1 0
0 0 2
0 −1 0

. Обчислимо (d× r)-вимiрну матрицю B0: d = 1, r = 3,

тобто, B0-(1×3)-вимiрна. За формулою B0 := PD∗
d
l1Xr(·)− l

∫ b

a
K(·, s)Q1(s)Xr(s)ds,

але, за умовою задачi матриця Q1(s) є нульовою, тому B0 := PD∗
d
l1Xr(·).
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За формулою Xr(t) = X(t)PDr , r = 3, знайдемо матрицю X3(t):

X3(t) =

(
1 0 t 0
0 1 0 t

)
1

2


2 0 0
0 1 0
0 0 2
0 −1 0

 =
1

2

(
2 0 2t
0 −t 0

)
.

Отже, (2× 3)-вимiрна матриця X3(t) має вигляд: X3(t) =
1
2

(
2 0 2t
0 −t 0

)
. Обчис-

лимо l1X3(·):

l1X3(
1

2
) =

(
1 1
0 2

)
1

2

(
2 0 2 · 1

2

0 1 · 1
2

0

)
=

1

4

(
4 1 2
0 2 0

)
.

Звiдси, B0 =
1
8

(
1 −1

)
1
4

(
4 1 2
0 2 0

)
= 1

8

(
4 −1 2

)
.

Для розглядуваної задачi перевiримо виконання умови PB0 ̸= 0 теореми. Спо-
чатку обчислимо матрицю PB0 за формулою: PB0 = I3−B+

0 B0. Обчислимо матри-
цю B0

+, вона обчислюється за формулою:

B0
+ = lim

ε→0
B∗

0(B0B
∗
0 + εI1)

−1, коли B0
∗ =

1

8

 4
−1
2

 .

Отже,

B0
+ = lim

ε→0

1

8

 4
−1
2

 1

8

( 4 −1 2
)
· 1
8

 4
−1
2

+ ε · 1

−1

= 1.

Обчислимо тепер матрицю PB0 .

PB0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1
8

 4
−1
2

 · 1
8

(
4 −1 2

)
= 1

21

 5 4 −8
4 20 2
−8 2 17

.

В результатi обчислень зрозумiло, що матриця PB0 вiдмiнна вiд нульової. Отже,
умова PB0 ̸= 0 для крайової задачi (3.1), (3.2) виконується. Перевiримо виконання
умови PB1

∗PB0
∗ = 0.

Обчислимо матрицю PB0
∗ за формулою:PB0

∗ = I3 −B+
0 B0.

PB0
∗ = 1 − 1

8

(
4 −1 2

)
· 8

21

 4
−1
2

 = 1 − 21
21

= 0. Оскiльки, в результатi

обчислень отримано, що PB0
∗ = 0, то можна стверджувати, що умова PB1

∗PB0
∗ = 0

теореми 2 для крайової задачi (3.1), (3.2) виконується.
Зауважимо, що матриця PB1

∗ обчислюється за формулою: PB1
∗ = I1 − B+

1 B1,
коли B+

1 = limε→0B
∗
1(B1B

∗
1 + εI1)

−1, B1 = PB∗
0
PD∗

d
l1G1(·). Отже, PB∗

1
= 1− 0 = 1.
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Крайова задача без збурення (3.3), (3.4) не має розв’язкiв. Вводячи збурен-
ня l1x(·) = Nx(1

2
), показано, що з нерозв’язної задачi (3.3), (3.4) можна зробити

розв’язну задачу (3.1), (3.2), i розв’язок матиме вигляд:

x(t, ε) =
x−2

ε2
+
x−1

ε1
+
x0

ε0
+
x1

ε1
+ . . . .
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