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Àííîòàöèÿ. Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèò-
ìîâ îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé óñòðîéñòâ, ñîäåðæàùèõ çàâèõðèòåëè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ è ïðè-
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êàíàëîâ ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íàáîðà áàçîâûõ ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íîé
ñòåïåíüþ óïðîùåíèÿ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè è ðàñ÷åòíûå äàííûå.
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Ââåäåíèå

Àäåêâàòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ãèäðîäèíà-
ìèêîé çàêðó÷èâàþùèõñÿ ïîòîêîâ, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìàêñèìàëü-
íóþ äåòàëèçàöèþ ìîäåëè. ×åì ïîäðîáíåé ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðà, êîíñòðóêòèâ
è ôóíêöèîíàëüíîå ðàçíîîáðàçèå èñõîäíîé ñèñòåìû, òåì äîñòîâåðíåé ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ òàêîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû. Íî âûñîêèé óðîâåíü äåòàëèçà-
öèè, áîëüøîå ÷èñëî ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿþò
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè: âû÷èñëèòåëüíûå, ïðîãíîçíûå, ñâÿçàííûå ñ íåîïðåäåëåí-
íîñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îöåíîê, ïàðàìåòðîâ, âåðèôèêàöèåé ìîäåëè. Óäà÷íûé
íàáîð ìîäåëåé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïàðàìåòðû ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, èõ äèíàìè-
êó, êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó òå÷åíèé. Îáîáùåííûå ìèíèìàëüíûå ìîäåëè ñîäåðæàò
íåáîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèÿ, îñðåäíåíèÿ è
ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî îöåíèâàòü íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ. Òàêî-
ãî êëàññà çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãèäðîäèíàìèêè â ãîðèçîíòàëüíîì
ñòâîëå ñêâàæèíû è ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðèêëàäíîé
òî÷åê çðåíèÿ. Èõ èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ðàáîòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèìå-
íåíèå ðåçóëüòàòîâ â àíàëèçå êîíñòðóêöèè âíóòðèñêâàæèííîãî îáîðóäîâàíèÿ äëÿ
íàìûâêè ãðàâèéíîãî ôèëüòðà â ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå, ïîçâîëÿþùåãî ôîðìè-
ðîâàòü óñòîé÷èâûé çàêðó÷åííûé ïîòîê æèäêîñíî-ãðàâèéíîé ñìåñè. Ïîñòàíîâêà
ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ÷àñòî îêàçûâà-
åòñÿ òðóäîåìêîé è äîðîãîñòîÿùåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
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çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé. Ñ åãî ïî-
ìîùüþ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ âîñïðîèçâåñòè äåòàëüíóþ êàðòèíó èññëåäóåìûõ
òå÷åíèé, ðàññ÷èòàòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà.

Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî â ðàç-
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè, â òîì ÷èñëå: â ýëåìåíòàõ ýíåðãåòè÷åñêèõ è
äâèãàòåëüíûõ óñòàíîâîê, â ñèñòåìàõ îõëàæäåíèÿ, òåðìîñòàòèðîâàíèÿ è êîíäèöè-
îíèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ çàêðóòêà ïîòîêà äëÿ êîìïëåêñíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî-
âûøåíèÿ áåçîïàñíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ÿäåðíî-ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíî-
âîê, êîíñòðóêòèâíîãî óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òåïëîîáìåííûõ è äâèãàòåëüíûõ ñèñòåì
àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêè, ÌÃÄ-ãåíåðàòîðîâ, äëÿ ïîâûøåíèÿ
óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé â óñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè, äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîòåêàíèÿ ìåòàë-
ëóðãè÷åñêèõ è õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (òàêèõ, êàê îáæèã, ïëàâëåíèå,
êîêñîâàíèå, ïèðîëèç), äëÿ èíòåíñèôèêàöèè ïðîöåññîâ òåïëî- è ìàññîîáìåíà â óñëî-
âèÿõ âûíóæäåííîé è åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè.

Â ðàáîòàõ [1,2] óêàçûâàåòñÿ íà àêòóàëüíîñòü òàêèõ çàäà÷ â ñâÿçè ñî çíà÷èòåëü-
íûì ðàñïðîñòðàíåíèåì ñêðó÷åííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë, ñêðó÷åííûõ êàíàëîâ â
ýíåðãåòèêå, õèìè÷åñêîé, íåôòÿíîé, ãàçîâîé îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè è â òåï-
ëîòåõíè÷åñêîì îáîðóäîâàíèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ñèììåòðèÿ è
òåîðèÿ R-ôóíêöèé. Ïðè ëàìèíàðíîì òå÷åíèè ïîëó÷åíû äâóìåðíûå êðàåâûå çàäà-
÷è äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ðèòöà. Â ðàáîòå Ì.À. Ãîëüäøòèêà [6]
ðàññìîòðåíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ âèõðåâîãî òå÷åíèÿ
èäåàëüíîé è âÿçêîé æèäêîñòè. Â ðàáîòàõ À.À.Õàëàòîâà [3,4] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëü-
òàòû èññëåäîâàíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è òåïëî-, ìàññîîáìåíà â
îñåñèììåòðè÷åñêèõ êàíàëàõ ïðè ëîêàëüíîé çàêðóòêå ïîòîêà, ñèñòåìàòèçèðîâàíû
ýìïèðè÷åñêèå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè, ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ïðàêòè÷åñêîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ â õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè, ìàøèíîñòðî-
åíèè, ýíåðãåòèêå. Â ìîíîãðàôèè À. Ãóïòû [5] èññëåäóåòñÿ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíå-
íèå çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ, âëèÿíèå çàêðóòêè íà ïðîöåññû ãîðåíèÿ è ñåïàðàöèè
÷àñòèö â êîíêðåòíûõ ïðîìûøëåííûõ óñòàíîâêàõ. Â ðàáîòå Þ.Ã.Íàçìååâà [7] ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû èíòåíñèôèêàöèè òåïëîîáìåíà ñ ïîìîùüþ çàêðó÷èâàþùèõ
óñòðîéñòâ â ðåîëîãè÷åñêè ñëîæíûõ ñðåäàõ ñ âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè âÿçêîñòè ïðè
ëàìèíàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè. Â ðàáîòàõ À.Ñ.Êîðñóíà è Î.Â.Ìèòðîôàíîâîé
[10-15] èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðî-
âîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå îñðåäíåíèå, ñëîæíàÿ îáëàñòü òå÷åíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà
ïðîñòóþ, à îñðåäíåííûé êîíòèíóóì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãîìîãåíèçèðîâàííàÿ ñðå-
äà ñ ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè, îáëàäàþùàÿ àíèçîòðîïèåé ñîïðîòèâëåíèÿ è îïè-
ñûâàåìàÿ îñðåäíåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â [10] ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ìåòîäîâ
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ïðîèçâîëüíîé äëèíû ñ îòíîøåíèåì äèà-
ìåòðîâ, áëèçêèì ê åäèíèöå, èçìåíåíèå ïåðåìåííîé ïî äëèíå êàíàëà èíòåíñèâíîñòè
çàêðóòêè âëèÿåò íà èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è
ñðåäíåìàññîâîé òåìïåðàòóðû òåïëîíîñèòåëÿ. Êàê ïðàâèëî, êîíå÷íûé ïðîöåññ â
ðàáîòàõ ïî çàêðó÷åííûì ïîòîêàì ïðåäñòàâëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèå, òåïëîâûå ïðîöåñ-
ñû.
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1. Ìîäåëèðîâàíèå çàêðó÷èâàþùèõñÿ ïîòîêîâ

Â ðàáîòå ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìèêè çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ
â êàíàëàõ ñ çàêðó÷èâàþùèìè óñòðîéñòâàìè âûáðàííîé ãåîìåòðèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ãðàâèéíûì ôèëüòðàì â ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå, îñíîâàíà íà ðÿäå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé, ñîñòàâëÿþùèõ áàçó ìîäåëåé
äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ãèäðîäèíàìèêà â ãîðèçîíòàëüíîì ñòâîëå ñêâàæèíû îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî âåê-
òîð ñêîðîñòè ïîòîêà ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ ÷àñòèö. Îòñóò-
ñòâèå âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà îáóñëàâëèâàåò îñåäà-
íèå òâåðäîé ôðàêöèè íà íèæíþþ ñòåíêó ñêâàæèíû. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöà, îñåäàÿ,
áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ïîòîêà, òî íà ïóòü ýòîãî ïåðåìåùåíèÿ, áóäåò âëèÿòü
òîëüêî âðåìÿ åå îñàæäåíèÿ, îïðåäåëåííîå ïîëîæåíèåì ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò. Òàêæå íà ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû ïî ñòâîëó âëèÿåò åå ôîðìà, ðàçìåðû, ïëîò-
íîñòü, ýïþðà ñêîðîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî ïîòîêà, âÿçêîñòü è ïëîòíîñòü æèäêîñòè-
íîñèòåëÿ. Çàêðóòêà ïîòîêà ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ íå òîëüêî ñïåöèàëüíî ïðåäíà-
çíà÷åííûìè äëÿ ýòîãî çàêðó÷èâàþùèìè óñòðîéñòâàìè (àêòèâíûå ìåòîäû), íî è
îðåáðåíèåì, ðàçâèòèåì è ïðîôèëèðîâàíèåì ïîâåðõíîñòåé, âèíòîâûìè âñòàâêàìè,
íàêàòêàìè, íàâèâêàìè è ò.ï. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè êëàññèôèêàöèé îãðàíè÷åííûõ
çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ, âûäåëèì òèïû çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ â êàíàëàõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îñíîâíûì òèïàì çàâèõðèòåëåé. Ýòî:

à) çàòóõàþùèå çàêðó÷åííûå ïîòîêè, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ñâîáîäíûõ êàíàëàõ
çà ðàñïîëîæåííûìè íà âõîäå çàâèõðèòåëÿìè;

á) çàêðó÷åííûå ïîòîêè, â êîòîðûõ ïîñòîÿííûé óðîâåíü èíòåíñèâíîñòè çàêðóò-
êè ôîðìèðóåòñÿ è ïîääåðæèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàâèõðèòåëåé íà âñåì ïðîòÿæåíèè
êàíàëà.

Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà ¾çàêðó÷åííûé ïîòîê¿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ
ãèäðîäèíàìèêè â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè âñåõ òèïîâ, óêàçûâàåò íà äâå õàðàê-
òåðíûå îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ: äâèæåíèå æèäêîñòè â êàíàëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì

è öèðêóëÿöèîííûì (âðàùàòåëüíî-ïîñòóïàòåëüíûì) îäíîâðåìåííî, ò.å. õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ëîêàëüíîé çàâèõðåííîñòüþ −→ω è êðóïíîìàñøòàáíîé ïîïåðå÷íîé öèðêó-
ëÿöèåé ïîòîêà, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè,
ñîèçìåðèìîé ñ ðàñõîäíîé ñêîðîñòüþ â êàíàëå.

Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå, òåðìèí ¾çàêðó÷åííûé ïîòîê¿ èñïîëüçóåòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ïîòîêó, ôîðìèðóþùåìóñÿ ïðè âûíóæäåííîì òå÷åíèè æèäêîñòè â
êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè, è îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ êàíàëà âíóòðåí-
íåå âðàùàòåëüíî-ïîñòóïàòåëüíîå âèõðåâîå òå÷åíèå æèäêîñòè, õàðàêòåðèçóþùååñÿ
îòëè÷íîé îò íóëÿ öèðêóëÿöèåé ñêîðîñòè â ìàñøòàáå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà.

Ïîëÿ ëîêàëüíûõ ñêîðîñòåé, äàâëåíèé ïðè òå÷åíèè â êàíàëå ëþáîé ñëîæíîé
ôîðìû îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè: äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû â íàïðÿæåíèÿõ (1), óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè (2), âûðàæàþùèìè ñîîòâåò-
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ñòâåííî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ìàññû:

∂ρ−→u
∂τ

+ (−→u∇)ρ−→u =
−→
F +Div

−→−→σ , (1)

∂ρ

∂τ
+ div(ρ−→u ) = 0, (2)

ãäå −→u � âåêòîð ìãíîâåííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, τ �
âðåìÿ.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðå-
äû â íàïðÿæåíèÿõ (1), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû (òâåðäîé, æèäêîé è

ãàçîîáðàçíîé). Â ýòîì óðàâíåíèè
−→
F � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàâíîãî âåêòîðà

îáúåìíûõ ñèë, Div
−→−→σ � äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé

−→−→σ èëè
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìíîãî äåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë [8]. Â öèëèíäðè-

÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Div
−→−→σ èìååò âèä:

Div
−→−→σ =

1

r

∂(r−→σ r)

∂r
+

1

r

∂−→σ φ

∂φ
+
∂−→σ z

∂z
, (3)

ãäå −→σ r,
−→σ φ,

−→σ z � ðåçóëüòèðóþùèå âåêòîðû ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, äåéñòâó-
þùèõ íà ýëåìåíòàðíûå ïëîùàäêè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå êîîðäèíàòàì r, φ, z :

−→σ r = σrr
−→e r + σrφ

−→e φ + σrz
−→e z,

−→σ φ = σφr
−→e r + σφφ

−→e φ + σφz
−→e z,

−→σ z = σzr
−→e r + σzφ

−→e φ + σzz
−→e z,

(4)

σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, −→e r,
−→e φ,

−→e z � îðòû öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

∂−→e r

∂φ
= −→e φ,

∂−→e φ

∂φ
= −−→e r. (5)

Ïðîåêöèè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû â íàïðÿæåíèÿõ (1)
íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (3) � (5) áóäóò
èìåòü âèä:

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂(rρu2r)

∂r
−
ρu2φ
r

+
1

r

∂(ρuruφ)

∂φ
+
∂(ρuzur)

∂z
=

1

r

∂(rσrr)

∂r
−σφφ

r
+
1

r

∂σφr
∂φ

+
∂σzr
∂z

, (6)

∂ρuφ
∂τ

+
1

r

∂(rρuφur)

∂r
+
ρuφur
r

+
1

r

∂(ρu2φ)

∂φ
+
∂(ρuφuz)

∂z
=

1

r

∂(rσrφ)

∂r
+
σrφ
r

+
1

r

∂σφφ
∂φ

+
∂σzφ
∂z

,

(7)
∂ρuz
∂τ

+
1

r

∂(ρruzur)

∂r
+

1

r

∂(ρuφuz)

∂φ
+
∂(ρu2z)

∂z
=

1

r

∂(rσφz)

∂φ
+
∂σzz
∂z

. (8)
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Ïîëó÷åíèå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé
−→−→σ =

{σij} (i, j = r, φ, z) â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (6) � (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå
ñëîæíóþ ïðîáëåìó â ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ
äåôîðìèðóåìûõ ñðåä.

Îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â ãèäðîäèíàìèêå
ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà
æèäêîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãåëüìãîëüöà (ñì. ËîéöÿíñêèéË. Ã. [8], ñ.62), ëþáîå
äâèæåíèå ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà æèäêîñòè ìîæíî â äàííîå ìãíîâåíèå ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ äâóõ äâèæåíèé: êâàçèòâåðäîãî, ñîñòîÿùåãî èç ïî-
ñòóïàòåëüíîãî âìåñòå ñ âûáðàííûì ïîëþñîì è âðàùàòåëüíîãî âîêðóã ïîëþñà, è
äåôîðìàöèîííîãî:

−→u (−→r ) = −→u (−→r 0) + [rot−→u (−→r −−→r 0)] +
−→−→
D · (−→r −−→r 0) =

−→u 0 +
−→u ω +−→u d, (9)

ãäå −→r , −→r 0 � ðàäèóñû-âåêòîðû, íàïðàâëåííûå èç íà÷àëà êîîðäèíàò âûáðàí-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è åãî öåíòð;
−→u (−→r ) � ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì −→r ; −→u 0 = −→u (−→r 0)
� ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà (ïîëþñà);
−→u ω = [rot−→u (−→r −−→r 0)] = [−→ω−→r 2] � ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ïîëþñà; ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè −→u d =
−→−→
D · (−→r − −→r 0) õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü

÷èñòîé äåôîðìàöèè, ãäå
−→−→
D � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Ïðè ýòîì, âåêòîð âèõ-

ðÿ ñêîðîñòè rot−→u = −→ω ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ãëàâíûõ
îñåé òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèîííîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îïðåäå-
ëåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñðåäû (ñâîéñòâàõ òåêó÷åñòè),
ò.å. ââåñòè óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé, äåôîðìà-
öèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè [8]. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíêðåòèçàöèè âèäà
êîìïîíåíò òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â óðàâíåíèÿõ (6) � (8) íåîáõîäèìî
ïðèíèìàòü åùå äîïîëíèòåëüíûå ôèçè÷åñêèå ãèïîòåçû, îñíîâàííûå íà îïûòå. Òàê,
ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîâåäåíèå ìíîãèõ ãàçîâ è æèäêîñòåé ñ íèçêîé
ìîëåêóëÿðíîé ìàññîé, à òàêæå ðàñïëàâîâ ñîëåé è ìåòàëëîâ ïîä÷èíÿþòñÿ íüþòî-
íîâñêîé ìîäåëè ïîâåäåíèÿ æèäêîñòè, âûðàæàåìîé îáîáùåííûì çàêîíîì âÿçêîñòè
Íüþòîíà, óñòàíàâëèâàþùèì ëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è òåí-
çîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé.

Ïðè àíàëèçå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò ðàçëîæåíèå, â êîòîðîì äàâëåíèå êàê òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà âûäåëÿåòñÿ èç ãðóïïû ÿâëåíèé, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñðåäû.
Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â óðàâíåíèÿõ (6) � (8),
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

σij = −P (r, φ, z)δij + Sij(r, φ, z), (10)

ãäå P � ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, Sij � êîìïîíåíòû

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �1 (2011)



174 Å. Ã.ÑÒÐÞÊÎÂ, Â.À.ËÓÊÜßÍÅÍÊÎ

òåíçîðà äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå îáóñëîâëåíû äâèæåíèåì æèäêîñòè
è îïðåäåëÿþòñÿ ïîëåì ñêîðîñòè ïîòîêà.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (10) äëÿ êîìïîíåíò σij è âûäåëèâ â óðàâíåíèÿõ (6) �
(8) ÷ëåíû, õàðàêòåðèçóþùèå äàâëåíèå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé,
îòïèñûâàþùèõ äâèæåíèå æèäêîñòè:

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂(rρu2r)

∂r
−
ρu2φ
r

+
1

r

∂(ρuruφ)

∂φ
+
∂(ρuzur)

∂z
= −∂P

∂r
+
1

r

∂(rSrr)

∂r
−Sφφ

r
+
1

r

∂Sφr

∂φ
+
∂Szr

∂z
,

(11)

∂ρuφ
∂τ

+
1

r

∂(rρuφur)

∂r
+
ρuφur
r

+
1

r

∂(ρu2φ)

∂φ
+
∂(ρuφuz)

∂z
=

= −1

r

∂P

∂φ
+

1

r

∂(rSrφ)

∂r
+
Srφ

r
+

1

r

∂Sφφ

∂φ
+
∂Szφ

∂z
, (12)

∂ρuz
∂τ

+
1

r

∂(ρruzur)

∂r
+
1

r

∂(ρuφuz)

∂φ
+
∂(ρu2z)

∂z
= −∂P

∂z
+
1

r

∂(rSrz)

∂r
+
1

r

∂Sφz

∂φ
+
∂Szz

∂z
, (13)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (2) äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò r, φ, z
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂ρ

∂τ
+

1

r

∂(ρrur)

∂r
+

1

r

∂(ρuφ)

∂φ
+
∂(ρuz)

∂z
= 0. (14)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) � (14) îïèñûâàåò â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
ïîëå ìãíîâåííûõ ëîêàëüíûõ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè äëÿ
ëþáîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ: ëàìèíàðíîãî, ïåðåõîäíîãî è òóðáóëåíòíîãî.

Â óðàâíåíèÿõ (6) � (8) è (11) � (14) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ui(i = r, φ, z), äàâëåíèå
P, à òàêæå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé σij è äîïîëíèòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé Sij(i, j = r, φ, z) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âñåõ òðåõ êîîðäèíàò r, φ, z è
âðåìåíè τ.

Òðóäíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î âëèÿíèè ôîðìû çàâèõðèòåëåé íà ãèäðîäèíàìèêó
â öèëèíäðè÷åñêèõ êàíàëàõ íåïîñðåäñòâåííî â ïîñòàíîâêå (11) � (14) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðåéíîëüäñîâà îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè, ñâÿçàíû ñ îòñóòñòâèåì óíèâåðñàëüíûõ
ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òåíçîðà òóðáóëåíòíûõ (ðåéíîëüäñîâûõ) íàïðÿæåíèé â êàíà-
ëàõ ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè ïðè íàëè÷èè â íèõ îáëàñòåé îòðûâà ïîòîêà, çàêðó÷åí-
íîãî äâèæåíèÿ ñ èçìåíÿþùåéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ çàêðóòêè è äðóãèõ îñëîæíÿþùèõ
ôàêòîðîâ.

Ïðîñòðàíñòâåííîå îñðåäíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ óïðîùåíèÿ ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è è âûÿâëåíèÿ âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîðîâ íà ãèäðîäèíàìèêó
ñëîæíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. È, õîòÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåä-
íåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òàêîé ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðàñ÷å-
òîâ, ïîçâîëÿþùèõ ó÷åñòü âëèÿíèå çàâèõðèòåëåé ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè íà ãèäðî-
äèíàìèêó â êàíàëàõ.
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Èñïîëüçîâàíèå îñðåäíåíèÿ ïî îáúåìó, ðàçìåðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ õàðàê-
òåðíûìè ìàñøòàáàìè ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé òå÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ
îñîáåííîñòÿìè ãåîìåòðèè ñëîæíûõ êàíàëîâ, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ
îñðåäíåííîãî êîíòèíóóìà â êà÷åñòâå ãîìîãåíèçèðîâàííîé ñðåäû ñ ýôôåêòèâíû-
ìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ëîêàëüíîãî îñðåäíåíèÿ ïî
îáúåìó äëÿ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ è ïðè òå÷åíèè â ïîðèñòûõ ñòðóêòóðàõ, ìîæåò
ïðèâîäèòü ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ îñðåäíåííîé ñêîðîñòè íà ñòåíêå, ò.å. ê óñëîâèþ
ñêîëüæåíèÿ íà ãðàíèöå. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ âëå÷åò
çà ñîáîé íåîáõîäèìîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ ó÷åòîì ñîõðàíåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ áàëàíñîâ èìïóëüñà, ìàññû è ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïèñàíèÿ
ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà èìïóëüñà, ñâÿçûâàþùèõ òðåíèå ñ ðàñïðå-
äåëåíèÿìè ñêîðîñòè îñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè
ìîæåò áûòü óïðîùåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòàíîâêîé â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (11) � (14), åñëè îñðåäíèòü ýòè óðàâíåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ñ ó÷åòîì
õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ãåîìåòðèè êàíàëîâ.

Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ, îáòåêàþùèõ çàêðó÷èâàþùèå óñò-
ðîéñòâà â êàíàëàõ, à èìåííî òî, ÷òî îñíîâíûå îñîáåííîñòè òå÷åíèé ñîäåðæàòñÿ â
îáúåìå êîëüöåâîé îáëàñòè r1 ≤ r ≤ r2 (ðèñ.1), ãäå ðàñïîëîæåíû ñïèðàëüíûå çà-
âèõðèòåëè, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ ïî îáúåìó âûáåðåì ýëåìåíòàð-
íûé îáúåì 4V â âèäå êîëüöåâîãî ñëîÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé òîëùèíû 4r è øèðèíû
4z : 4V = 2πr4r4z, ãäå 4r,4z → 0 (ñì. ðèñ.1). Îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ çàâèõ-
ðèòåëåé ïî ðàäèóñó (r1 ≤ r ≤ r2, r2 ≤ R) è ôîðìà èõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè.

Ðèñ. 1. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà ñ çàêðó÷èâàþùèìè ýëåìåíòàìè

Òàê êàê çàêðó÷èâàþùèå ýëåìåíòû è âûçâàííûå èìè íåîäíîðîäíîñòè ïîëÿ òå÷å-
íèÿ íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ëîêàëüíûõ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû
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φ, òî äèôôåðåíöèàë îò4V áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê d(4V ) = rdφ4r4z. Äëÿ ëþ-
áîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ψ, ñâÿçàííîé ñ æèäêîñòüþ, â êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ ñêàëÿð, âåêòîð èëè òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, ëîêàëüíîå ñðåäíåå ïî
îáúåìó 4V çíà÷åíèå 〈ψ〉 áóäåì îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈ψ〉 = 1

4V

∫
4VF

ψd4V =
1

2πr4r4z

∫
4VF

ψrdφ4r4z = 1

2π

∫
4φF

ψdφ, (15)

ãäå4VF ,4φF � îáúåì, çàíÿòûé æèäêîñòüþ, è óãîë îáõîäà ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå,
ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó îáúåìó.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èñòèííûõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ψ, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì ëîêàëüíîé ïîðèñòîñòè ς :

ψ =
1

ς
〈ψ〉, (16)

ãäå ïîä ëîêàëüíîé ïîðèñòîñòüþ ς ïîäðàçóìåâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòè îáúåìà îñðåä-
íåíèÿ4VF , çàíÿòîãî æèäêîñòüþ, êî âñåìó îáúåìó4V, çàêëþ÷àþùåìó â ñåáå æèä-
êîñòü è òâåðäóþ êîìïîíåíòó (çàâèõðèòåëü):

ς =
4VF
4V

=
4φF

2π
. (17)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì îïðåäåëåíèåì (15), çíà÷åíèÿ îñðåäíåííûõ âåëè÷èí
â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè îáëàñòè òå÷åíèÿ áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ òàêèì îáðàçîì �
åñëè îáúåì 4V íå ñîäåðæèò çàêðó÷èâàþùèõ ýëåìåíòîâ, òî:

ψ = 〈ψ〉 = 1

2π

2π∫
0

ψdφ, (18)

à, åñëè èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ ñïèðàëè, òî

〈ψ〉 = ςψ =
1

2π

φ2(r,z)∫
φ1(r,z)

ψdφ (19)

� äëÿ îäíîçàõîäíîé ñïèðàëè,

〈ψ〉 = ςψ =
n∑

k=1

1

2π

φk
2(r,z)∫

φk
1(r,z)

ψdφ (20)

� äëÿ ìíîãîçàõîäíîé ñïèðàëè (ðèñ.1), ãäå n � ÷èñëî çàõîäîâ ñïèðàëè,

ς =
1

2π

n∑
k=1

(φk
2 − φk

1), ψ =

∑n
k=1

φk
2∫

φk
1

ψdφ∑n
k=1(φ

k
2 − φk

1)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà îñðåäíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îñðåäíåíèþ óðàâíåíèé (11)
� (14) ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå φ.

Äëÿ âûâîäà ðàñ÷åòíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáî-
òå [10]. Ðàññìàòðèâàÿ òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå â êàíàëå ñ çàêðó÷èâàþùèìè óñòðîé-
ñòâàìè ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèìè ïðîõîäíîå ñå÷åíèå êà-
íàëà, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ëþáîé äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíû
Ui (êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ui, äàâëåíèÿ P ) êàê ñóììó îñðåäíåííîãî ïî óãëîâîé êî-
îðäèíàòå φ çíà÷åíèÿ Ui è åãî îòêëîíåíèÿ U∗

i îò ýòîé âåëè÷èíû: Ui = Ui + U∗
i ,

ò.å.

ur = ur + u∗r, uφ = uφ + u∗φ, uz = uz + u∗z. (21)

Ïðè ýòîì ïîä îòêëîíåíèåì îò ñðåäíåãî U∗
i ïîíèìàåòñÿ îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî ïî

óãëîâîé êîîðäèíàòå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû çà ñ÷åò íàïðàâëåííîãî äâè-
æåíèÿ æèäêîñòè, îáòåêàþùåé çàêðó÷èâàþùèå ýëåìåíòû.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂ρru2r
∂r

−
ρu2φ
r

+
∂ρuzur
∂z

= −∂P
∂r

− 1

2πς
P |φ1

∂φ1

∂r
+

1

2πς
P |φ2

∂φ2

∂r
+

1

r

∂rSrr

∂r
+

+
1

2πς
Srr|φ1

∂φ1

∂r
− 1

2πς
Srr|φ2

∂φ2

∂r
− Sφφ

r
+

1

2πςr
Sφr|φ2 −

1

2πςr
Sφr|φ1 +

∂Szr

∂z
+

+
1

2πς
Szr|φ1

∂φ1

∂r
− 1

2πς
Szr|φ2

∂φ2

∂r

çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé â âèäå (21), è, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðàâèëà îñðåä-
íåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì:

UiUj = (Ui + U∗
i )(Uj + U∗

j ) = UiUj + U∗
i Uj + U∗

j Ui + U∗
i U

∗
j = UiUj + U∗

i U
∗
j

è U∗
i Uj = U∗

j Ui = 0, U∗
i = U∗

j = 0; ò.ê. îòêëîíåíèÿ U∗
j îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé èìåþò

ïðè îáõîäå ïî óãëó ðàçëè÷íûå çíàêè è â ñóììå äàþò 0, ïîëó÷èì:

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂ρru2r
∂r

+
1

r

∂ρru∗2r
∂r

−
ρu2φ
r

−
ρu∗2φ
r

+
∂(ρuzur)

∂z

∂ρu∗zu
∗
r

∂z
=

= −∂P
∂r

+
1

r

∂(rSrr)

∂r
− Sφφ

r
+
∂Szr

∂z
+ fr, (22)

ãäå îáîçíà÷åíèå fr ââåäåíî äëÿ ñóììû ÷ëåíîâ îñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ, õàðàêòå-
ðèçóþùèõ âëèÿíèå òâåðäûõ ãðàíèö:

fr =
1

2πς
(−P |φ1

∂φ1

∂r
+ P |φ2

∂φ2

∂r
+ Srr|φ1

∂φ1

∂r
− Srr|φ2

∂φ2

∂r
+

1

r
Sφr|φ2 −

1

r
Sφr|φ1+

+ Szr|φ1

∂φ1

∂r
− Szr|φ2

∂φ2

∂r
. (23)
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Ïðîâåäÿ îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå óðàâíåíèé (11) � (14),
ïîëó÷èì:

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂ρru2r
∂r

−
ρu2φ
r

+
∂(ρuzur)

∂z
= −∂P

∂r
+

1

r

∂(rSrr − ρru∗2r)

∂r
−

(Sφφ − ρu∗2φ)

r
+

+
∂(Szr − ρu∗zu

∗
r)

∂z
+ fr, (24)

∂ρuφ
∂τ

+
1

r2
∂

∂r
(r2ρuφur) +

∂(ρuφuz)

∂z
=

1

r2
∂(r2Srφ − r2ρu∗ru

∗
φ)

∂r
+
∂(Szφ − ρu∗zu

∗
φ)

∂z
+ fφ,

(25)

∂ρuz
∂τ

+
1

r

∂(ρruzur)

∂r
+
∂ρu2z
∂z

= −∂P
∂z

+
1

r

∂(rSrz − ρu∗ru
∗
z)

∂r
+
∂(Szz − ρu∗z

2)

∂z
+ fz, (26)

ãäå fr, fφ, fz � ñîñòàâëÿþùèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â íàïðàâëåíèè ðàäèàëüíîé, óã-
ëîâîé è ïðîäîëüíîé êîîðäèíàò, èìåþùèå ñìûñë îáúåìíîé ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñò-
íûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ïîòîê æèäêîñòè ñî ñòîðîíû çàâèõðèòåëÿ.

Â óðàâíåíèÿõ (24) � (26) ðàññìàòðèâàþòñÿ óæå íå ëîêàëüíûå êîìïîíåíòû ñêî-
ðîñòè è äàâëåíèÿ, à îñðåäíåííûå ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè
îïóñòèì çíàê îñðåäíåíèÿ è ïîä uz, uφ, ur, P áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îñðåäíåííûå ïî
óãëó φ âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò r, z è τ.

Ïî âèäó ïîëó÷åííûõ îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (24) � (26) ìîæíî çàêëþ÷èòü,
÷òî äëÿ îñðåäíåííîãî êîíòèíóóìà ïðè íàëè÷èè â êàíàëàõ ñïèðàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ ðåçóëüòèðóþùèé äèôôóçèîííûé ïîòîê èìïóëüñà ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòîêîâ,
îáóñëîâëåííûõ ìîëåêóëÿðíîé è òóðáóëåíòíîé äèôôóçèåé, ó÷èòûâàåìîé ÷ëåíàìè,
ñîäåðæàùèìè îñðåäíåííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿæåíèé Sij,
è ïîòîêà, îáóñëîâëåííîãî ñóùåñòâîâàíèåì ëîêàëüíûõ îòêëîíåíèé ñêîðîñòåé îò
ñðåäíèõ ïî óãëó çíà÷åíèé (÷ëåíû ñ −ρu∗iu∗j).

Ââåäÿ ïîíÿòèå òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé Sij ñ êîìïî-
íåíòàìè:

Sef
ij = Sij(r, z)− ρu∗iu

∗
j , (27)

ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (24) � (26) â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

∂ρur
∂τ

+
1

r

∂ρru2r
∂r

−
ρu2φ
r

+
∂(ρuzur)

∂z
= −∂P

∂r
+

1

r

∂(rSef
rr )

∂r
−
Sef
φφ

r
+
∂Sef

zr

∂z
+ fr, (28)

∂ρuφ
∂τ

+
1

r2
∂

∂r
(r2ρuφur) +

∂(ρuφuz)

∂z
=

1

r2
∂(r2Sef

rφ)

∂r
+
∂Sef

zφ

∂z
+ fφ, (29)

∂ρuz
∂τ

+ ρur
∂uz
∂r

+ ρuz
∂uz
∂z

= −∂P
∂z

+
1

r

∂(rSef
rz )

∂r
+
∂Sef

zz

∂z
+ fz, (30)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (14) ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî φ ïðèíèìàåò âèä:

∂ρ

∂τ
+

1

r

∂(ρrur)

∂r
+
∂(ρuz)

∂z
= 0, (31)
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è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ äàåò ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèåì êîìïîíåíò
ñêîðîñòè ur è uz.

Â óðàâíåíèÿõ (28) � (31) ui, P, τij, fi, (i, j = r, φ, z) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî
r, z è τ ; ui � êîìïîíåíòû îñðåäíåííîé ñêîðîñòè; fi � êîìïîíåíòû ñèëû ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ òîëüêî â êîëüöåâîé îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ çàâèõðèòåëåé
ïðè r1 ≤ r ≤ r2 (ñì. ðèñ.1); S

ef
ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñò-

íûõ íàïðÿæåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû îñðåäíåíèÿ ïîçâîëèëî ïðèâåñòè ñèñòå-
ìó èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (14) � (15) îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ
âåëè÷èí ê ñèñòåìå îñåñèììåòðè÷íûõ óðàâíåíèé (28) � (31), îòíîñèòåëüíî îñðåä-
íåííûõ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì ïîëó÷åííîå
óïðîùåíèå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è òðåáóåò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôåíîìåíîëîãè-

÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ îïèñàíèÿ êîìïîíåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
−→
f â óðàâíå-

íèÿõ (28) � (31), à òàêæå ýôôåêòèâíîãî ïåðåíîñà èìïóëüñà è ýíåðãèè â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñðåäå. Âèä ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæåò áûòü âûÿâëåí íà îñíîâàíèè àíàëè-
çà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé
òå÷åíèé â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè. Ñëåäóÿ ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêîìó ïîäõîäó, äëÿ çàìûêàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, íåîáõîäèìî
ââåñòè ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííóþ ãèïîòåçó, ïîçâîëÿþùóþ óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü
ìåæäó ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà ïîòîê ñî ñòîðîíû çàâèõðèòåëåé,
è ïîëåì ñêîðîñòè ïîòîêà. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
fi, (i = r, φ, z) â òîì âèäå, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí ïîñëå îñðåäíåíèÿ èñõîäíûõ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (11) � (13), íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì èç-çà îòñóòñòâèÿ óíè-
âåðñàëüíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé
íà ãðàíèöå ñ çàâèõðèòåëåì (ñì. âèä âûðàæåíèÿ (23) äëÿ êîìïîíåíòû fr). Ïðè
ôîðìóëèðîâêå çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ âëèÿíèå ãåîìåò-
ðèè çàâèõðèòåëåé êàê íà âåëè÷èíó ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, òàê è íà ôîðìèðîâàíèå
ñêîðîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êàíàëå.

Â ðàáîòàõ À.Ñ.Êîðñóíà è Î.Â.Ìèòðîôàíîâîé ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðíîé îñî-
áåííîñòüþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè â êàíàëàõ ñî ñïèðàëüíûìè âñòàâêàìè, ÷àñòè÷íî
ïåðåêðûâàþùèìè (íà ïðîñâåò) ïðîõîäíîå ñå÷åíèå êàíàëîâ, ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïèÿ
ñîïðîòèâëåíèÿ, à äëÿ ñâÿçè âåêòîðîâ ïîëíîé ñêîðîñòè ïîòîêà −→u è ñèëû ñîïðî-

òèâëåíèÿ
−→
f , äåéñòâóþùåé íà æèäêîñòü ñî ñòîðîíû îáòåêàåìûõ ñïèðàëåé, ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàí òåíçîð. Ïðè ýòîì ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ
−→
f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå:
−→
f = −

−→−→
k −→u , (32)

ãäå
−→−→
k � òåíçîð ñîïðîòèâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé êàê ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî

ðàíãà.

Èññëåäîâàíèÿ ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ âíåøíåãî îáòåêà-
íèÿ òåë ðàçëè÷íîãî ïðîôèëÿ ñêîøåííûì ñòåñíåííûì ïîòîêîì æèäêîñòè, ïðåäïðè-
íÿòûå â ðàáîòå [10], ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî
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ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ñïèðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè
ïðè îáòåêàíèè èõ â òðóáàõ è êîëüöåâûõ êàíàëàõ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîíåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ fi, (i =
r, φ, z), âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (28) � (31) è õàðàêòåðèçóþùèõ ñèëîâîå âîçäåéñòâèå
çàâèõðèòåëåé íà ïîòîê, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà çàâèñèìîñòü (32), ãäå ââåäåíèå

òåíçîðà
−→−→
k ïîçâîëÿåò îïèñàòü àíèçîòðîïíûé õàðàêòåð ñîïðîòèâëåíèÿ, îáóñëîâ-

ëåííîãî íàëè÷èåì â êàíàëå çàâèõðèòåëåé. Êîìïîíåíòû ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
−→
f â

íàïðàâëåíèè îñåé φ, z, r, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (32), ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
âèäå:

fφ = −(kφφuφ + kφzuz + kφrur),

fz = −(kzφuφ + kzzuz + kzrur),

fr = −(krφuφ + krzuz + krrur),

(33)

ãäå kij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ: kij 6= 0 â îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ
çàâèõðèòåëåé ïðè r1 ≤ r ≤ r2 (ñì. ðèñ.1) è kij = 0 â îñòàëüíîé îáëàñòè.

Ïðè íåëèíåéíîì çàêîíå ñîïðîòèâëåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òóðáóëåíòíîìó ðå-
æèìó òå÷åíèÿ, êîìïîíåíòû òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ìîäó-
ëÿ ïîëíîé ñêîðîñòè ïîòîêà |u| � âåëè÷èíû, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîîðäèíàò. Ïðè ñîâïàäåíèè îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ãëàâíûìè îñÿìè

àíèçîòðîïèè òåíçîð ñîïðîòèâëåíèÿ
−→−→
k ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è ñèëà

ñîïðîòèâëåíèÿ
−→
f ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→
f = −kηηuη−→e η − kξξuξ

−→e ξ − krrur
−→e r, (34)

ãäå kηη, kξξ, krr � äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
−→−→
k è uη, uξ, ur � êîìïîíåíòû

ïîëíîé ñêîðîñòè ïîòîêà, ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì îñÿì àíèçîòðîïèè η, ξ, r.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ïîâîðîòå îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷-

íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà kij ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì:

kij = klmnilnjm

nil = cos(îl), njm = cos(ĵm)
(35)

äëÿ âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (33) êîìïîíåíò òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ
−→−→
k ïîëó÷èì:

kφφ = kηη sin
2 θ + kξξ cos

2 θ kφr = krφ = 0,

kφz = kzφ = (kηη − kξξ) sin θ cos θ kzr = krz = 0,

kzz = kηη cos
2 θ + kξξ sin

2 θ krr = Arξkξξ,

(36)

ãäå θ � óãîë ìåæäó ïðîäîëüíîé îñüþ êàíàëà z è íàïðàâëåíèåì çàêðó÷èâàþùèõ
ýëåìåíòîâ η, Arξ � êîýôôèöèåíò ôîðìû çàêðó÷èâàþùåãî ýëåìåíòà.

Èç (36) ñëåäóåò, ÷òî íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè â îïèñàíèè êîìïîíåíò òåíçîðà

ñîïðîòèâëåíèÿ
−→−→
k è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ

−→
f (32) � (33) ÿâëÿþòñÿ äâå äèàãîíàëüíûå
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êîìïîíåíòû òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ kξξ è kηη, îïðåäåëÿåìûå èç ðàññìîòðåíèÿ ÷èñòî
ïîïåðå÷íîãî è ÷èñòî ïðîäîëüíîãî îáòåêàíèÿ çàâèõðèòåëåé.

Âèä çàâèñèìîñòåé äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ kξξ è kηη, èñïîëüçóå-

ìûõ äëÿ ðàñ÷åòíûõ îöåíîê êîìïîíåíò ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ
−→
f â óðàâíåíèÿõ (28)

� (31), óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â êà-
íàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè ñòàâèòñÿ â íåÿâíîì âèäå è òðåáóåò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ. Èìååòñÿ â âèäó òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî â îïèñàíèå çàìûêàþùèõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé âõîäÿò
òàêèå âåëè÷èíû, êàê ïîëíàÿ îñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü çàêðó÷åííîãî òå÷åíèÿ è êîýô-
ôèöèåíò ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êàíàëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ïà-
ðàìåòðàìè çàäà÷è. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îòðàæàåò âíóòðåííþþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
èíòåãðàëüíûìè è ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè ïðîöåññû äâèæåíèÿ
æèäêîñòè â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè, è, â òî æå âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé
ôèçè÷åñêîé êàðòèíå, ò.ê. ïîëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ êàíàëàõ
ôîðìèðóþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû è ðàñïîëîæåíèÿ çàâèõðèòåëåé, íàëè÷èå
êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì ïîòåðÿì äàâëåíèÿ è çàêðóòêå ïîòîêà.

Ýòîò ôàêò ó÷èòûâàåòñÿ è ïðè îïèñàíèè ¾ýôôåêòèâíîãî¿ ïåðåíîñà èìïóëüñà
â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ. Çàìûêàíèå ïîñòàíîâî÷íûõ óðàâíåíèé (28) � (31) ñ
ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â ÷àñòè ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
çàâèõðèòåëåé íà ïîòîê, äåëàþò íåöåëåñîîáðàçíûì ââåäåíèå áîëåå ¾òîíêèõ¿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ íà-

ïðÿæåíèé
−→−→
S ef (27). Èç àíàëèçà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ òåîðåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ïåðåíîñíûõ ñâîéñòâ ñëîæíûõ çàêðó÷åííûõ òå÷åíèé, ñ ó÷åòîì ìåòîäîâ ðàñ÷åòà
òàêèõ òå÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëåå ïðèìåíèìûì äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðå-
íîñà â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè ÿâëÿåòñÿ ïîëóýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä [10].

Ïðèåì ïðåäñòàâëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîñà â âèäå ïñåâäî-
òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà âåñüìà ðàñïðîñòðàíåí ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ òóðáó-
ëåíòíûõ òå÷åíèé.

Ñëåäóÿ òàêîìó ïîäõîäó, êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ íà-

ïðÿæåíèé
−→−→
S ef ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:

Sef
rr = 2µef

rr

∂ur
∂r

, Sef
φφ = 2µef

φφ

ur
r
, Sef

zz = 2µef
zz

∂uz
∂z

, Sef
rr = µef

rφr
∂

∂r
(
uφ
r
), Sef

φr = Sef
rφ ,

Sef
φz = µef

φz

∂uz
∂z

, Sef
zφ = Sef

φz , Sef
zr = µef

zr(
∂uφ
∂r

+
∂ur
∂z

), Sef
rz = Sef

zr ,

(37)
ãäå ui,i−(r,φ,z) � êîìïîíåíòû îñðåäíåííîé ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå ñêîðîñòè ïîòîêà,

µef
ij � êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ

íàðÿæåíèé (37) è îïðåäåëåíèåì (27) òåíçîðà
−→−→
S ef , äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýôôåêòèâ-
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íîé âÿçêîñòè ïîëó÷èì:

µef
rr = µ+ µt,rr −

ρu∗ru
∗
r

2∂ur

∂r

, µef
φφ = µ+ µt,φφ −

ρu∗φu
∗
φ

2∂ur

∂r

, µef
zz = µ+ µt,zz −

ρu∗zu
∗
z

2∂uz

∂z

,

µef
rφ = µef

φr = µ+ µt,rφ −
ρu∗φu

∗
r

r ∂
∂r
(
uφ

r
)
,

µef
φz = µef

zφ = µ+ µt,φz −
ρu∗φu

∗
z

∂uz

∂z

, µef
zr = µef

rz = µ+ µt,zr −
ρu∗zu

∗
r

∂uz

∂r
+ ∂ur

∂z

.

(38)

Âèä ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîä ýôôåêòèâíûì ïåðåíîñîì èì-
ïóëüñà ïîäðàçóìåâàåòñÿ äåéñòâèå òðåõ ìåõàíèçìîâ: ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè (ïåð-
âûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âûðàæåíèé (38)), òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ (âòî-
ðûå ñëàãàåìûå) è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà çà ñ÷åò äâèæåíèÿ æèäêîñòè, îáóñëîâ-
ëåííîãî íàëè÷èåì çàâèõðèòåëåé (òðåòüè ñëàãàåìûå).

Êîìïîíåíòû µt,ij(i, j = r, φ, z) ó÷èòûâàþò âêëàä òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà è èìå-
þò ñìûñë îñðåäíåííûõ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå êîìïîíåíò ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæå-
íèé, îòíåñåííûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé
îñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ:

µt,rr = −ρ(u
′
ru

′
r)

(F )

2∂ur

∂r

, µt,φφ = −
ρ(u′φu

′
φ)

(F )

2∂ur

∂r

, µt,zz = −ρ(u
′
zu

′
z)

(F )

2∂uz

∂z

,

µt,rφ = µt,φr = −
ρ(u′ru

′
φ)

(F )

r ∂
∂r
(
∂uφ

∂r
)
,

µt,φz = µt,zφ = −
ρ(u′φu

′
z)

(F )

∂uz

∂z

, µt,zr = µt,rz = −ρ(u
′
zu

′
r)

(F )

∂uz

∂r
+ ∂ur

∂z

.

(39)

Îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíûõ ìîäåëåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ïðà-
âûå ÷àñòè âñåõ âûðàæåíèé (38), (39), óêàçûâàåò íà íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ
ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü îïèñàíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ ýôôåêòèâíîãî ïåðåíîñà èìïóëüñà, îïèðàÿñü íà âûÿâëåííûå îïûòíûì
ïóòåì ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [10], ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè â êàíàëàõ ñ èíòåíñèôèöè-
ðóþùèìè çàêðó÷èâàþùèìè óñòðîéñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü âèõðåâûå ñòðóêòóðû
òðåõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé: â ïðèñòåííîì ñëîå ñ ïîïåðå÷íûì ðàçìåðîì âèõðåé
y = 30ν/V ∗ (ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü, V ∗ � äèíàìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü), â çî-
íàõ îòðûâíîãî òå÷åíèÿ ñ ìàñøòàáîì âèõðåé, ðàâíûì âûñîòå îáòåêàåìûõ ýëåìåí-
òîâ, è êðóïíîìàñøòàáíûé âèõðü â ðàçìåðå äèàìåòðà âñåãî êàíàëà. Ýíåðãèÿ ýòîãî
ñôîðìèðîâàâøåãîñÿ â êàíàëå ïðîäîëüíîãî êðóïíî-ìàñøòàáíîãî âèõðÿ â ñðåäíåì
ïî÷òè íà äâà ïîðÿäêà ïðåâîñõîäèò ýíåðãèþ êðóïíûõ âèõðåé, âîçíèêàþùèõ â çîíàõ
îòðûâà ïîòîêà ïðè èñïîëüçîâàíèè çàâèõðèòåëåé è íà òðè-÷åòûðå ïîðÿäêà âûøå
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ýíåðãèè, àêêóìóëèðóåìîé ïðèñòåíî÷íûìè âèõðåâûìè ñòðóêòóðàìè. Íàëè÷èå óñòà-
íîâèâøåéñÿ âèõðåâîé ñòðóêòóðû ïîòîêà â ìàñøòàáå âñåãî êàíàëà ïîäòâåðæäàåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ ïî èçìåðåíèþ ïðîôèëÿ îêðóæ-
íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â çàêðó÷åííûõ ïîòîêàõ.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ñâåäåíèÿõ, äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïåðåíîñà ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ëî-
êàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñêîðîñòè ïîòîêà V ∗(r), îïðåäåëÿåìîé ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ
çàâèõðèòåëåé íà ïîëå òå÷åíèÿ, è ìàñøòàáó äëèíû l(r), çàâèñÿùèì îò ðàäèàëüíîé
êîîðäèíàòû r. Ïðè ýòîì l(r) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì êðèâèçíû ëèíèé òîêà îñðåä-
íåííîãî çàêðó÷åííîãî ïîòîêà.

Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå êîýôôèöèåíòîâ ýôôåêòèâíîãî ïåðåíîñà èìïóëüñà,
à òàêæå ïðèâëå÷åíèå óñëîâèé îäíîçíà÷íîñòè, ê êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ
ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, çàâèñÿò îò êîíêðåòíûõ ïîëîæåíèé, ââîäèìûõ ïðè
ôîðìóëèðîâêå òîãî èëè èíîãî ìåòîäà.

Ïðèâåäåííûå ïîäõîäû ðàñ÷åòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ çàêðó÷åííûõ òå÷å-
íèé â êàíàëàõ ñ çàâèõðèòåëÿìè ïðèâåëè ê óðàâíåíèÿì, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû èíæåíåðíûå ìåòîäû ðàñ÷åòîâ, äëÿ êîëüöåâûõ êàíàëîâ è òðóá ñ
çàâèõðèòåëÿìè ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè.

2. Ñòàöèîíàðíîå óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè â
êîëüöåâûõ êàíàëàõ

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðàñ÷åòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìèêè â êîëüöåâûõ êà-
íàëàõ ñ ïðîèçâîëüíûì ñîîòíîøåíèåì ðàäèóñîâ è íåïðåðûâíûìè ïî äëèíå ñïè-
ðàëüíûìè çàâèõðèòåëÿìè, èìåþùèìè ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó è ÷àñòè÷íî ïåðåêðû-
âàþùèìè ïðîõîäíîå ñå÷åíèå êàíàëîâ. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ,
÷òî çàâèõðèòåëè, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì êîíñòðóêöèé. Ïðè
÷àñòè÷íîì ïåðåêðûòèè øèðèíû êàíàëà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè çàãðîìîæäå-
íèÿ ε < 1, îíè ìîãóò ðàçìåùàòüñÿ íà îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé êàíàëà â êà÷åñòâå
ïðîâîëî÷íûõ íàâèâîê, âèíòîâîãî îðåáðåíèÿ èëè ýëåìåíòîâ ñïèðàëüíîãî ïðîôèëè-
ðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìèêè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ñ çàêðó÷èâà-
þùèìè óñòðîéñòâàìè ñòàâèòñÿ íà îñíîâå îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (28)
� (31), ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè çàâèõðèòåëåé è ñòåïåíè çàãðî-
ìîæäåíèÿ êàíàëà: 0 ≤ ε ≤ 1. Ââèäó ñëîæíîñòè îïèñûâàåìûõ ïðîöåññîâ, äëÿ òîãî,
÷òîáû çàäà÷à èìåëà ðåøåíèå, îíà äîëæíà áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ïðèáëèæåííîé
ïîñòàíîâêå íà îñíîâå ðÿäà äîïóñòèìûõ óïðîùåíèé.

Ñèñòåìà ðàñ÷åòíûõ óðàâíåíèé ìàêñèìàëüíî óïðîùàåòñÿ è äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöè-
îíàðíîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ïðèíèìàåò âèä:
(èñïîëüçóåì òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå êîìïîíåíò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ïå-
ðåîáîçíà÷èì êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé (27),
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âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (28) � (30) ñëåäóþùèì îáðàçîì: Sef
rφ = τrφ, S

ef
rz = τrz)

ρu2φ
r

=
∂P

∂r
, (40)

1

r2
∂(r2τrφ)

∂r
+ fφ = 0, (41)

−∂P
∂z

+
1

r

∂(rτrz)

∂r
+ fz = 0, (42)

ãäå τrφ, τrz � êîìïîíåíòû ýôôåêòèâíûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå, ñî-
ãëàñíî âûðàæåíèÿì (37), ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

τ efrφ = µef
rφr

∂

∂r
(
uφ
r
), τ efzr = µef

zr

uz
∂r
, (43)

ãäå uφ, ur, P � îñðåäíåííûå ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå îêðóæíàÿ è ïðîäîëüíàÿ êîì-

ïîíåíòû ñêîðîñòè, äàâëåíèå (çíàê îñðåäíåíèÿ îïóùåí); µef
rφ, µ

ef
zr � êîýôôèöèåíòû

ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè; ς � ëîêàëüíàÿ ïîðèñòîñòü, çàâèñèò îò ðàäèóñà); fφ, fz �
ñîñòàâëÿþùèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ â óãëîâîì è ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèÿõ, èìåþ-
ùèå â ñëó÷àå óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ áîëåå ïðîñòîé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ (33):

fφ = −(kφφuφ + kφzuz), fz = −(kzφuφ + kzzuz), (44)

ãäå kφφ, kφz, kzφ, kzz � êîìïîíåíòû òåíçîðà ñîïðîòèâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ïî çàâè-
ñèìîñòÿì (36).

3. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû òå÷åíèé

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ òóðáóëåíòíûõ çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ æèä-
êîñòè â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûé õàðàêòåð âëèÿíèÿ èíåðöèîííûõ ñèë
íå òîëüêî íà ôîðìèðîâàíèå îñðåäíåííûõ ïîëåé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â êàíàëå, íî
è íà õàðàêòåðèñòèêè òóðáóëåíòíîãî ïðèñòåíî÷íîãî ïåðåíîñà. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì,
÷òî, ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâèçíû ëèíèé òîêà çàêðó÷åííîãî òå÷åíèÿ, ïðè-
âîäÿùåé ê ïîïåðå÷íîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ, ïîâåðõíîñòè êàíàëà, îãðàíè÷èâàþ-
ùèå îáëàñòü òå÷åíèÿ, ïî îòíîøåíèþ ê ïîòîêó îáëàäàþò ïðîòèâîïîëîæíîé ïî çíàêó
êðèâèçíîé. Ïðè ýòîì ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíîñòè ñèë èíåðöèè âáëèçè ïîâåðõíîñòåé
ïðèâîäÿò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê ñòàáèëèçàöèè òå÷åíèÿ è ïîäàâëåíèþ òóðáóëåíòíîãî
ïåðåíîñà îêîëî âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè êàíàëà, à ñ äðóãîé ê äåñòàáèëèçàöèè òå÷å-
íèÿ è óñèëåíèþ òóðáóëåíòíîãî ïåðåíîñà ó âîãíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðîâîäèìîãî ðàñ÷åòíîãî àíàëèçà âàæíî âûäåëèòü ñëåäóþùåå. Ñëåäñòâèåì ñëîæ-
íîãî âëèÿíèÿ íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèë èíåðöèè è äàâëåíèÿ íà ïîëå
òå÷åíèÿ ïðè çàêðóòêå ïîòîêà â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ÿâëÿåòñÿ íåñîâïàäåíèå ëèíèé
ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïîòîêà (ËÌÑ) è ëèíèé íóëåâûõ íàïðÿæåíèé (ËÍÍ), ò.å.
ïîëîæåíèÿ òî÷åê, â êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïî ðàäè-
óñó è íàïðÿæåíèå òðåíèÿ, ðàçëè÷íû. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ
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äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà (ñì. ñõåìó êàíàëà, ïðåäñòàâëåííóþ
íà ðèñ. 2). Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå, ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ
çàâèõðèòåëåé r1 ≤ r ≤ r2 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, à òàêæå, â ïðåäåëüíûõ ñëó-
÷àÿõ, çàíèìàòü âñþ øèðèíó êàíàëà èëè îòñóòñòâîâàòü âîîáùå, ò.å. R1 ≤ r1 ≤ R2,
R1 ≤ r2 ≤ R2. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ðàñ÷åòíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíèå ïðîâî-
äèòñÿ â îáëàñòÿõ ìåæäó êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé êàíàëà è ëèíèåé ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè ËÌÑ èëè ëèíèåé íóëåâûõ íàïðÿæåíèé ËÍÍ. Îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ çà-
âèõðèòåëåé, âûäåëåííàÿ íà ðèñ.2 øòðèõîâêîé, ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåíà êàê ïî
îäíó, òàê è ïî îáå ñòîðîíû ËÌÑ è ËÍÍ. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðà ñîïðî-
òèâëåíèÿ kij â (43), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñîñòàâëÿþùèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ fφ è
fz â óðàâíåíèÿõ (41), (42) áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî âíóòðè ýòîé îáëàñòè ïðè
r1 ≤ r ≤ r2.

Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà êîëüöåâîãî êàíàëà ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïîëîæåíèè ñïèðàëüíûõ çàâèõ-

ðèòåëåé: R1, R2 � âíóòðåííèé è íàðóæíûé ðàäèóñû êîëüöåâîãî êàíàëà, r1, r2 � ðàäèóñû, îãðàíè-

÷èâàþùèå îáëàñòü ðàñïîëîæåíèÿ ñïèðàëüíûõ çàâèõðèòåëåé; r = r∗ - ËÌÑ � ëèíèÿ ìàêñèìàëüíîé

ñêîðîñòè uz = uzmax; r = r∗∗ - ËÍÍ � ëèíèÿ íóëåâîãî íàïðÿæåíèÿ τrφ = 0.

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå óðàâíåíèé ñâÿçûâàåòñÿ ñ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì è çàäàíèåì èñêîìûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ.
Èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ èç áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò èõ âêëþ÷àòü â
èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû äëÿ áîëåå ñëîæíûõ âàðèàöèîííûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ
ìåòîäîâ. ×èñëî óçëîâ â ñåòêå (êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Äàëåå
ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ îïèñàííîé ãåîìåòðèè çàâèõðèòåëåé.

Öåëüþ ïðîâåäåíèÿ äàííîãî ðàñ÷åòà ÿâëÿëîñü ìîäåëèðîâàíèå íà áàçå ââåäåííûõ
óðàâíåíèé âîçìîæíîñòè îáåñïå÷åíèÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ æèäêîñòíî-ãðàâèéíîé ñìåñè ïðè ïîìîùè óñòàíîâëåííûõ âèíòîâûõ íà-
ïðàâëÿþùèõ íà íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè òðóáû, êîíöåíòðè÷åñêè óñòàíîâëåííîé
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âíóòðè òðóáû áîëüøåãî äèàìåòðà.

Òðåõìåðíàÿ ìîäåëü áûëà ñîçäàíà ïðîãðàììíûì êîìïëåêñîì SolidWorks. Ðàñ-
÷åò ïðîâîäèëñÿ ïðîãðàììíûì êîìïëåêñîì Ansys.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà áûëè ïðè-
íÿòû ïàðàìåòðû ãðàâèéíî-æèäêîñòíîé ñìåñè ïðèáëèæåííûå ê ðåàëüíûì ïàðàìåò-
ðàì.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñìåñè æèäêîñòè ñ ãðàâèåì ñ ïàðàìåò-
ðàìè:

ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρæ=1250êã/ì
3;

âÿçêîñòü æèäêîñòè νæ= 2 ìÏà·ñ � ïåðâûé âàðèàíò;

νæ = 30 ìÏà·ñ � âòîðîé âàðèàíò;

ïëîòíîñòü ãðàâèÿ ρã = 2630 êã/ì3;

êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ãðàâèÿ Kã = 100 êã/ì3.

Ðàçìåðû ÷àñòèö:

ìèíèìàëüíûé dmin = 0,2 ìì

ìàêñèìàëüíûé dmax = 0,4 ìì

ñðåäíèé dmid = 0,3 ìì

Íà âõîäå çàäàíî:

ìàññîâûé ðàñõîä æèäêîñòè Gæ = 20, 83 êã/ñ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáúåìíî-
ìó ðàñõîäó Q = 1, 0 ì3/ìèí);

ìàññîâûé ðàñõîä ãðàâèÿ Gã = 1, 67 êã/ñ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíöåíòðàöèè
Kã = 100 êã/ì3);

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö V = 0, 786 ì/ñ.

Íà âûõîäå çàäàíî:

âåëè÷èíà ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ P = 10 ÌÏà.

Ðàñ÷åò â ïðîâîäèòñÿ äëÿ òðåõçàõîäíîé âèíòîâîé íàâèâêè. Äëèíà òðóáû óñòà-
íîâëåíà 5 ì. Øàã âèíòîâûõ íàïðàâëÿþùèõ óñòàíîâëåí 0,5 ì.

Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà � íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ, òåòðàýäðè÷åñêàÿ. Âáëèçè ñòåíîê òðó-
áû è ñïèðàëüíîé íàâèâêè âûïîëíåíî 10 ñëîåâ ïðèçìàòè÷åñêèõ ÿ÷ååê äëÿ óëó÷øå-
íèÿ ðàçðåøåíèÿ ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ. ×èñëî ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé ñåòêè ≈ 3 ìëí. 350
òûñ.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà ïîëó÷åíà âåëè÷èíà ïîòåðè äàâëåíèÿ â òðóáå 5-òè ìåò-
ðîâîé äëèíû 4p = 1112 Ïà � äëÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, è 4p = 1804
Ïà � äëÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà æèäêîñòè ïðè äâèæåíèè â êîëüöåâîì êà-
íàëå ïðè íàëè÷èè âèíòîâûõ íàïðàâëÿþùèõ. Âèäíî, ÷òî, óæå ïðîéäÿ 25% ïóòè
ïîòîê ïðèîáðåòàåò óñòàíîâèâøååñÿ âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå.

Áîëåå íàãëÿäíî êàê êà÷åñòâåííî, òàê è êîëè÷åñòâåííî íàëè÷èå îêðóæíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 4 â âèäå ãðàôèêà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà îò
äëèíû ïóòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè áîëüøåé âÿçêîñòè âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû
îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå.

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, òîì 1(29), �1 (2011)



ÇÀÊÐÓ×ÅÍÍÛÅ ÏÎÒÎÊÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÈ 187

а

б

0.
65

0

0.
85

0

1.
05

0

0.
75

0

0.
95

0

Velocity (Velocity iquid)

0.250 0.500

(m)

Ðèñ. 3. Èçîëèíèè ñêîðîñòè â òðóáå (à � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, á � ïðè âÿçêîñòè

æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ)
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà (Vu) îò äëèíû ïóòè (L)

(ðîìáû � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, êðóæêè � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 30

ìÏà·ñ)
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Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ãðàâèÿ (à � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, á � ïðè
âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ)

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ãðàâèÿ â êîëüöåâîì êàíàëå
ïðè íàëè÷èè âèíòîâûõ íàïðàâëÿþùèõ.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè áîëüøåé âÿçêîñòè æèäêîñòè ïðàêòè÷åñêè âñå ÷àñòè-
öû íàõîäÿòñÿ âî âçâåøåííîì ñîñòîÿíèè ïîä âîçäåéñòâèåì ñïèðàëüíîé íàïðàâëÿþ-
ùåé, à ïðè ìåíüøåé âÿçêîñòè ÷àñòü ÷àñòèö îñòàåòñÿ íà íèæíåé ñòåíêå íàðóæíîé
òðóáû.
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Ðàñ÷åò â êàíàëå áåç ñïèðàëüíîé íàâèâêè. Â êà÷åñòâå ñðàâíåíèÿ, ðàñ÷åò ñ âûøå-
ïðèâåäåííûìè èñõîäíûìè äàííûìè áûë âûïîëíåí äëÿ êîëüöåâîãî êàíàëà áåç âèí-
òîâûõ íàïðàâëÿþùèõ. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà � ñòðóêòóðèðîâàííàÿ, ãåêñàýäðíàÿ. Âáëè-
çè ñòåíîê òðóáû è ñïèðàëüíîé íàâèâêè âûïîëíåíî ñãóùåíèå ñåòêè äëÿ óëó÷øåíèÿ
ðàçðåøåíèÿ ïðèñòåíî÷íîãî ñëîÿ. ×èñëî ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé ñåòêè ≈ 350 òûñ.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà ïîëó÷åíà âåëè÷èíà ïîòåðè äàâëåíèÿ â òðóáå 5-òè ìåò-
ðîâîé äëèíû 4p = 531 Ïà � äëÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, è 4p = 766
Ïà � äëÿ âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ëèíèè òîêà æèäêîñòè ïðè äâèæåíèè â êîëüöåâîì êà-
íàëå ïðè íàëè÷èè âèíòîâûõ íàïðàâëÿþùèõ. Âèäíî, ÷òî òå÷åíèå ïðîèñõîäèò áåç
îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé.
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Ðèñ. 6. Èçîëèíèè ñêîðîñòè â êàíàëå (à � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, á � ïðè âÿçêîñòè

æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ)

Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòè îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðî-
ñòè îò äëèíû ïóòè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îêðóæíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â êàíàëå áåç
ñïèðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêè ðàâíà íóëþ.
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû îêðóæíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ïîòîêà (Vu) îò äëèíû ïóòè (L)

ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ (äëÿ êàíàëà ñî ñïèðàëüíûìè íàïðàâëÿþùèìè � ðîìáû,

äëÿ êàíàëà áåç ñïèðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ � êðóæêè)

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ãðàâèÿ â êîëüöåâîì êàíàëå áåç
âèíòîâûõ íàïðàâëÿþùèõ. Âèäíî, ÷òî ïðè ìåíüøåé âÿçêîñòè æèäêîñòè ÷àñòèöû
ãðàâèÿ ïðàêòè÷åñêè ñðàçó íà÷èíàþò îñåäàòü íà äíî è äàëåå ïåðåêàòûâàþòñÿ ïî
äíó. Ïðè áîëüøåé âÿçêîñòè îñåäàíèå ÷àñòèö ïðîèñõîäèò äàëüøå îò âõîäà â êàíàë,
à òàêæå âèäíî, ÷òî ÷àñòü ÷àñòèö ïëûâóò, íå îñåäàÿ äî êîíöà êàíàëà.
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Ðèñ. 8. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ãðàâèÿ (à � ïðè âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 2 ìÏà·ñ, á � ïðè
âÿçêîñòè æèäêîñòè νæ = 30 ìÏà·ñ)

Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî çàêðó÷åííûì ïîòîêàì, ïðåäëîæåíû ìîäå-
ëè, ïðèãîäíûå äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîòîêîâ â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ñ çàâèõðè-
òåëÿìè. Ïðîñòðàíñòâåííîå îñðåäíåíèå, ó÷åò ñòàöèîíàðíîñòè, ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå
ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèâîäÿò ê íàáîðó áàçîâûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ â ñèñòåìàõ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé çàâèõ-
ðèòåëåé, ïðèìåíÿåìûõ â íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðàçðà-
áîòêè ãðàâèéíûõ ôèëüòðîâ â ãîðèçîíòàëüíûõ ñêâàæèíàõ. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòà-
òû ïðåäïîëàãàþò óïðîùåíèå ìîäåëåé äî ïàðàìåòðè÷åñêèõ, ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ
àíàëèçà òå÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ è ñîãëàñîâàííûõ ñ
íàèáîëåå îáùèìè ìîäåëÿìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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