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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ
çàïàçäûâàíèåì. Ñóùåñòâåííîé îñîáåíîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ åå íåàâòîíîìíîñòü, ò.å. êîýôôè-
öèåíòû ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïóòåì
ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìîé âîçìóùåííîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè
ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû MAXIMA. Ïîëó÷åíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñêàëÿðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ôîðìå ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ è âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà, ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû MAXIMA.

1. Ââåäåíèå
Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, àêòèâíî èçó÷àåìûå â ïîñëåäíèå äâà

äåñÿòèëåòèÿ [1�9], ÿâëÿþòñÿ ïî ñóòè îáû÷íûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà èëè ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê ïîñëåäíèì [6]. Íî ïåðåõîä îò óðàâ-
íåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ áåç çàïàçäûâàíèÿ âñåãäà
ïðåäïîëàãàåò ôèêñàöèþ âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ. Ýòî óñëîæíÿåò èçó÷åíèå çàâè-
ñèìîñòè ñâîéñòâ ðåøåíèé îò âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèåì íóæíî ðàçâèâàòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1]�[5], [8, 9] è ëèòåðàòóðó â íèõ).
Îäíàêî ýàäà÷à ïîèñêà ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ÷àñòî ñâÿçàíà ñ áîëüøèì
îáúåìîì àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé ïðî-
áëåìû èñïîëüçóþòñÿ ñðåäñòâà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Äàíî îïèñàíèå ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâè-
ÿì òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåàâòîíîìíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäû-
âàíèåì, çàïèñàííîãî â ñïåöèàëüíîé ôîðìå, îõâàòûâàþùåé âñå òèïû çàâèñèìîñòè
îò çàïàçäûâàíèÿ [2, 3].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíÿåìîãî àëãî-
ðèòìà, â ñòàòüå ïîëó÷åí êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòè÷íîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
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2. Òåîðåìû îá óñòî÷èâîñòè
Ïóñòü Z åñòü ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, J [a, b] ⊂ Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-

ñåë íà ñåãìåíòå [a, b] ⊂ R, N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì Mp

ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà J [−p, 0] â Rn. Ëþáîå òàêîå îòîáðàæåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì âåùåñòâåííîé n × (p + 1)-ìàòðèöû ϕ = (ϕ(−p), . . . , ϕ(0)).
Ââåäåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Mp íîðìó ‖ϕ‖ = max{|ϕ(s)| : s ∈ J [−p, 0]}, ãäå |·|
åñòü êàêàÿ-ëèáî íîðìà â Rn. Äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x : Z→ Rn, k 7→ x(k),
îáîçíà÷èì x[k] ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Mp, îïðåäåëåííûé êàê îòðåçîê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè x: x[k](s) = x(k + s), s = −p, . . . , 0.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà

∆x(k) = f(k, x[k]), k = σ, σ + 1, . . . , (1)

ãäå x = (x1, . . . , xn), ∆x(k) = x(k + 1)− x(k), ôóíêöèÿ f : Z × Mp → Rn äëÿ
êàæäîãî k ∈ Z îïðåäåëåíà â îáëàñòè Bp

H = {‖ϕ‖ < H} ⊂ Mp è ñóùåñòâóþò
ïîñòîÿííûå M > 0 è d0 > 1 òàêèå, ÷òî

|f(k, ϕ)| ≤M‖ϕ‖d0 , k ∈ Z, ϕ ∈ Bp
H . (2)

Ïóñòü çàäàíû íàòóðàëüíîå q ≥ p è äåéñòâèòåëüíîå R ≥ 1. Ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå ìíîæåñòâî Aq

R = {ϕ ∈ Mq : ‖ϕ‖ ≤ R|ϕ(0)|}. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1) ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ñâîéñòâ
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà v : Z×Mq → R, îïðåäåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå Mq äëÿ íåêî-
òîðîãî q ≥ p.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
∆v|(1) (σ, ϕ) = v(σ+1, x(σ, ϕ)[σ+1])−v(σ, ϕ) � ïåðâàÿ ðàçíîñòü âïåðåä ôóíêöèè

v â ñèëó óðàâíåíèÿ (1);
ex � ôóíêöèÿ-êîíñòàíòà èç Mq, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ x ∈ Rn, ò.å. ex(s) = x,

−q ≤ s ≤ 0.
K � ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé a : [0,+∞) →

[0,+∞), óíè÷òîæàþùèõñÿ â íóëå, a(0) = 0.

Òåîðåìà 1 ([2],[3]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ q ≥ p, H > 0 è R > 1
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v,Φ : Z×Mq → R óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: 1) ñóùå-
ñòâóþò ôóíêöèè a, b ∈ K òàêèå, ÷òî a) ∆v|(1) (σ, ϕ) ≤ Φ(σ, ϕ, µ), b) a(|ϕ(0)|) ≤
v(σ, ϕ) ≤ b(‖ϕ‖) äëÿ σ ∈ Z è ϕ ∈ Aq

R ∩Bq
H ; 2) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M0 > 0

è d > 1 òàêèå, ÷òî |Φ(σ, ϕ)| ≤M0‖ϕ‖d è |Φ(σ, ϕ)− Φ(σ, ψ)| ≤M0r
d−1‖ϕ− ψ‖ äëÿ

ϕ, ψ ∈ Aq
R ∩Bq

r, 0 < r < H; 3) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T ∈ N è δ > 0 òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ k0 ∈ Z, ϕ(0) ∈ BH ⊂ Rn, è N ≥ T

k0+N−1∑

s=k0

Φ(s, eϕ(0)) ≤ −2δ|ϕ(0)|dN.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 2 ([2]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ q ≥ p, β > 0, σ ∈ Z è R > 1
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v(k, ϕ) è Φ(k, ϕ) òàêèå, ÷òî äëÿ k ≥ σ è ϕ ∈ Aq

R ∩Bq
H âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ: 1) ∆v|(1) (k, ϕ) ≥ Φ(k, ϕ); 2) äëÿ êàæäîãî k ≥ σ è η ∈ (0, β) ñó-
ùåñòâóåò ϕ ∈ Aq

R ∩Bq
η òàêîå, ÷òî v(k, ϕ) > 0, 3) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ b ∈ K

òàêàÿ, ÷òî v(k, ϕ) ≤ b(‖ϕ‖); 4) ôóíêöèÿ Φ(k, ϕ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) òåî-
ðåìû 1; 5) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T ∈ N è δ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ k0 ≥ σ,
ϕ(0) ∈ Bβ ⊂ Rn, è N ≥ T

k0+N−1∑

s=k0

Φ(s, eϕ(0)) ≥ 2δ|ϕ(0)|dN.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íåóñòîé÷èâî.

3. Èíäåêñ óñòîé÷èâîñòè êâàäðàòè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå

∆x(k) = a(k)x2(k) + b(k)x(k)x(k − h) + c(k)x2(k − h) (3)

ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì h ≥ 0. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè âèäà

a(k) =
∑
ν∈N

aν exp(iνk), b(k) =
∑
ν∈N

bν exp(iνk), c(k) =
∑
ν∈N

cν exp(iνk), (4)

ãäå i2 = −1, aν , bν , cν ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè, ïðè÷åì ÷èñëà a−ν è aν êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåíû, òî æå âåðíî è â îòíîøåíèè bν , cν . Ìíîæåñòâî N îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
N ⊂ R, N = −N , 0 ∈ N , ìíîæåñòâà N è N +N íå ñîäåðæàò îòëè÷íûõ îò íóëÿ
÷èñåë, êðàòíûõ 2π.

Äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè Φ : Z×Mp → R, (t, ϕ) 7→ Φ(t, ϕ) îáîçíà÷èì

Φ̂(x) = Mk{Φ}(x) = lim
N→∞

1

N

N−1∑

k=0

Φ(k, ex)

ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ ïî k íà Z+ ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè âòîðîãî àð-
ãóìåíòà, åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ñðåäíåå Φ̂ åñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ,
çàäàííàÿ â Rn, èëè êîíñòàíòà, åñëè Φ çàâèñèò òîëüêî îò k. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî

Mk{exp(iνk)} =

{
1, åñëè ν/2π ∈ Z,
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

(5)

Åñëè ñðåäíåå Mk{a(k) + b(k) + c(k)} ñóììû êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (3) îò-
ëè÷íî îò íóëÿ, òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (3) èìååò
íåóñòîé÷èâîå íóëåâîå ðåøåíèå.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ èìååò íóëåâîå ñðåä-
íåå: â = b̂ = ĉ = 0.

Æåëàÿ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) àñèìï-
òîòèñåñêè óñòîé÷èâî, âîçüìåì çà îñíîâó êîíñòðóêöèè ïîäõîäÿùåé âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ V0 = x2/2.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêîíîìè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

x′ ≡ x(k + 1), x ≡ x(k), xh ≡ x(k − h).

Âû÷èñëÿÿ ïåðâóþ ðàçíîñòü ôóíêöèè V0 â ñèëó óðàâíåíèÿ (3), ïîëó÷èì

∆V0|(3) = x∆x+
(∆x)2

2
= ax3 + bx2xh + cxx2

h +
(∆x)2

2
= Φ0(k, x[k]) +

(∆x)2

2
. (6)

Ñðåäíåå Φ̂0(x0) = 0. ×òîáû óíè÷òîæèòü â (6) ñëàãàåìîå Φ0(k, x[k]) ñ íóëåâûì
ñðåäíèì, ïîñòðîèì âîçìóùåííóþ ôóíêöèþ

V1(k, x[k]) = V0(x(k)) + u(k, x[k]),

ãäå âîçìóùåíèå u(k, x[k]) èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó êàê è Φ0(k, x[k]), u(k, x[k]) =
Uax

3 + Ubx
2xh + Ucxx

2
h, à êîýôôèöèåíòû Ua, Ub, Uc óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∆Ua = −a, ∆Ub = −b, ∆Uc = −c. (7)

Âîçüìåì Ua(k) = −A(k), Ub(k) = −B(k), Uc(k) = −C(k), ãäå A(k) =
k−1∑
s=0

a(s).
Ôóíêöèè B(k) è C(k) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðè òàêîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ âîçìóùåíèÿ u(k, x[k])

∆V1|(3) =
(∆x)2

2
− A′∆(x3)−B′∆(x2xh)− C ′∆(xx2

h).

Âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ðàçíîñòåé â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû,
îñòàâëÿÿ òîëüêî îäíî÷ëåíû íàèìåíüøåé (4-é) ñòåïåíè:

∆(x3) = 3x2∆x+ . . . , ∆(x2xh) = 2xxh∆x+ x2∆xh + . . . . (8)

Áëàãîäàðÿ (7), ãëàâíûé ÷ëåí Φ1(k, x[k]) ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè V1 óæå áóäåò îäíî-
ðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x, xh

Φ1(k, x[k]) =
(∆x)2

2
− [

3A′x2∆x+B′(2xxh∆x+ x2∆xh) + C ′(2xxh∆xh + x2
h∆x)

]
.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (8) ïîëó÷èì

Mk{Φ1(k, ex0)} = x4
0I = x4

0Mk

{[
(a+ b+ c)2

2
−
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− (3A′ + 2B′ + C ′)(a+ b+ c)− (2C ′ +B′)(ah + bh + ch)

]}
. (9)

Èç òåîðåì 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (3) îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè I: ïðè I < 0 íóëåâîå ðåøåíèå
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè I > 0 � íåóñòîé÷èâî.

Ïóñòü ôóíêöèè a, b, c èìåþò âèä (4), òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó
çàâèñèìîñòè èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè I îò êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé (4) è çàïàç-
äûâàíèÿ h. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè èç [4]:

Mk{a(k)b(k)} = Mk

{∑
ν∈N

aνe
iνk

∑
ν∈N

bνe
iνk

}
=

∑
ν∈N

aνb−ν . (10)

Mk{a2(k)} =
∑
ν∈N

aνa−ν =
∑
ν∈N

|aν |2 = 2
∑

ν∈N ,ν>0

|aν |2. (11)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Mk{A(k + 1)a(k)} = Mk{a2(k)}/2 =
∑

ν∈N ,ν>0

|aν |2. (12)

Mk{A(k + 1)a(k − h)} =
∑

ν∈N ,ν>0

|aν |2 sin ν(h+ 1/2)

sin(ν/2)
. (13)

Mk{A(k + 1)b(k − h)} =
∑
ν∈N

aνb−ν
eiν(h+1)

eiν − 1
. (14)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (11) è (12), âûðàæåíèå äëÿ èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè I
ìîæíî ïåðåãðóïïèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I = Mk

{
(a+ b+ c)2/2

}−
−Mk{(3A′ + 2B′ + C ′)(a+ b+ c)} −Mk{(2C ′ +B′)(ah + bh + ch)} =

=
1

2
Mk

{
(a+ b+ c)2

}− 3Mk{(A′ +B′ + C ′)(a+ b+ c)}+
+Mk{(B′ + 2C ′)(a+ b+ c)} −Mk{(B′ + 2C ′)(ah + bh + ch)} =

= −Mk

{
(a+ b+ c)2

}
+Mk{B′(b− bh)}+ 2Mk{C ′(c− ch)}+

+Mk{(B′ + 2C ′)(a− ah)}+Mk{B′(c− ch)}+ 2Mk{C ′(b− bh)}.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (10)�(14), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

I = −2
∑

ν∈N ,ν>0

|aν + bν + cν |2−

− 2
∑

ν∈N ,ν>0

(|bν |2 + 2|cν |2)cos(ν(h+ 1)/2) sin(νh/2)

sin(ν/2)
+
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+
∑
ν∈N

[(a−ν + c−ν)bν + 2(a−ν + b−ν)cν ]
1− eiνh

1− e−iν
. (15)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå, îáðàçóþùèå ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (3), ïî-ðàçíîìó âëèÿþò íà óñòîé÷èâîñòü. Âàæíåéøóþ ðîëü â ñòàáèëèçàöèè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ èãðàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå, íå çàâèñÿùåå îò çàïàçäûâàíèÿ. Â óêà-
çàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå (3) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå íóëåâîå
ðåøåíèå ïðè ëþáîì çàïàçäûâàíèè è ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ b è c, åñëè

∑
ν∈N |aν |2

äîñòàòî÷íî âåëèêà. Íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ âîçíèêàåò òîëüêî ïðè íà-
ëè÷èè çàïàçäûâàíèÿ h.

Ïðîöåäóðà âûâîäà ôîðìóëû (15) âåñüìà òðóäîåìêàÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
êðàòêî îïèñàíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âûâîäà ôîðìóëû äëÿ èíäåêñà
óñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþùàÿ áûñòðî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ëþáîãî êîíêðåòíî-
ãî ñêàëÿðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

4. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ñîçäàíà ðåàëèçàöèÿ èçëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè,
ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà

F (k, x[k]) =
∑

p

Fp(k)X
p(k), (16)

ãäå X(k) = (x(k), x(k − h), x(k − 2h), . . .), p = (p0, p1, p2, . . .) � ìóëüòèèíäåêñ, ps �
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, Xp(k) = xp0(k)xp1(k − h) . . .; Fp(k) � äèñêðåòíûå
ôóíêöèè âèäà (4):

f(k) =
∑
ω ∈Ω

fω e
iωk. (17)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óêàçàííûå ñóììû êîíå÷íûå.
Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûëà âûáðàíà ñèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû �MA-

XIMA� [10], ðàñïðîñòðàíÿåìàÿ ïîä ñâîáîäíîé ëèöåíçèåé. Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñèñòåìû ñ ñèìâîëüíûìè (íå÷èñëî-
âûìè) ïàðàìåòðàìè è äåëàòü âûâîäû îá îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò
äàííûõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé èç êëàññà (17) èñïîëüçîâàëèñü ñïèñêè ïàð <
ω, fω >:

(< ω1, fω1 >, . . . , < ωs, fωs >),

ïðè ýòîì ïàðå ñëàãàåìûõ fωe
iωk +fωe

−iωk ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà ïàðà < ω, fω >
â ñïèñî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè.

Íóëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé ñïèñîê: 0 ∼ ( ), ñêàëÿðíîé � ñïèñîê èç
îäíîãî ýëåìåíòà ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé α ∼ (< 0, α

2
>) ∼ α

2
e0ik + α

2
e−0ik = α.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììó äâóõ òàêèõ ôóíêöèé â âèäå ñïèñêà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èç ñïèñêîâ äëÿ ñëàãàåìûõ, åñëè ñëîæèòü êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ÷àñòîòàõ:

(< 1, 2 >,< 3, 4 >) + (< 3, 2 >,< 5,−1 >) = (< 1, 2 >,< 3, 6 >,< 5,−1 >).

Äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ñëåäóåò õðàíèòü ñïèñêè
îòñîðòèðîâàííûìè ïî ïåðâîìó ýëåìåíòó � ÷àñòîòå.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèè íà ñêàëÿð, äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü êàæäûé êîýôôè-
öèåíò, îñòàâèâ ÷àñòîòû áåç èçìåíåíèÿ:

(< 1, 2 >,< 3, 4 >)× 2 = (< 1, 4 >,< 3, 8 >).

Îñòàåòñÿ òîëüêî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ äâóõ ôóíêèöé:
(
f1e

iω1t + . . .+ fse
iωst

)× (
g1e

iν1t + . . .+ gle
iνlt

)
.

Ðàñêðîåì ñêîáêè ñëåâà:

f1e
iω1t × (< ν1, g1 >, . . . , < νl, gl >)+

+ . . .+
fse

iωst × (< ν1, g1 >, . . . , < νl, gl >) =
(< ν1 + ω1, f1g1 >, . . . , < νl + ω1, f1gl >)+
+ . . .+
(< ν1 + ωs, fsg1 >, . . . , < νl + ωs, fsgl >).

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè âèäà (4), ïðåäñòàâëåí-
íûìè â âèäå ñïèñêîâ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè âèäà (16) èç ïðà-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ñïèñêîâ ïàð < p, Fp(k) >, ãäå Fp(k) ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ ñïèñîê ïàð äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè (4), à p = (p0, p1, . . .) � ñïèñîê
ïðîèçâîëüíîé (êîíå÷íîé) äëèíû, ñîäåðæàùèé èíäåêñû ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
âûðàæåíèé x(k − sh). Ïîäîáíûì îïèñàííîìó âûøå ñïîñîáîì ââîäÿòñÿ îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è ïåðåìíîæåíèÿ ìåæäó ñîáîé äëÿ òàêîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñïèñî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììîé
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ âíóòðåííåãî õðàíåíèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ. Ïåðåä ðàáîòîé
öèêëè÷åñêîé ÷àñòè àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ àâòîìàòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèé:
ïî ëåâîé ÷àñòè âûäåëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ x, ïåðåìåííàÿ âðåìåíè (çàïàçäûâàíèå, åñ-
ëè îíî åñòü, çàäàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ÿâíî); èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûäåëÿåòñÿ
ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ÷àñòü, àíàëèçèðóþòñÿ è ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó ñïèñêîâ ñîîò-
âåòñòâóþùèå ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êàê íåëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, òàê
è ëèíåéíûå â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

∆x(k) = εL(k, x[k]), k = σ, σ + 1, . . . ,
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ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, L(k, x[k]) � ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî x[k] ôóíêöèÿ ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè âèäà (4).

Ðàáîòà öèêëè÷åñêîé ÷àñòè àëãîðèòìà íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ê ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïî-óìîë÷àíèþ âûáèðàåòñÿ
âûðàæåíèå V = x2(k), îäíàêî ïîëüçîâàòåëü ìîæåò èçìåíèòü ýòîò âûáîð ïî ñâîå-
ìó óñìîòðåíèþ, ïåðåäàâ òðåáóåìîå âûðàæåíèå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðè çàïóñêå
àëãîðèòìà.

Íà êàæäîì øàãå ðàáîòà àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ïåðâîé ðàçíîñòè
â ñèëó èññëåäóåìîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà V , âûäåëåíèè ãëàâíîãî ÷ëåíà Φ(k, x[k]) èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ
è àíàëèçå åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ãëàâíûé ÷ëåí � ñóììà îäíî÷ëåíîâ íàèìåíüøåé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x, xh, . . . . Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ îòáèðàþòñÿ ñëàãàåìûå ïðè ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå Φ(k, x[k]) âû÷èñëÿåòñÿ ïî k ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ò.å., x[k] = ex0

. Áëàãîäàðÿ (5), îñöèëëèðóþùèå ñëàãàåìûå
(ñ íåíóëåâîé ÷àñòîòîé â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïðè ik) äàþò íóëåâîé âêëàä, à âñå
ñðåäíåå ñîñòîèò èç ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè ýêñïîíåíòàõ ñ íóëåâûìè ïîêàçàòå-
ëÿìè. Åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ íåíóëåâûì, òî îíî îáúÿâëÿåòñÿ èíäåê-
ñîì óñòîé÷èâîñòè äëÿ èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ è ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåêðàùàåòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ãëàâíîìó ÷ëåíó Φ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè V âû÷èñëÿåòñÿ,
êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå, î÷åðåäíîå âîçìóùåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà U , êîòî-
ðîå óíè÷òîæàåò Φ ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîé ðàçíîñòè îò ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ
ê ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V + U , è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.

5. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

∆x(k) = a cos(k)x2(k) + b cos(2k)x(k)x(k − h) + c cos(3k)x2(k − h), (18)

ãäå a, b è c � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. Ôîðìóëà èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè äëÿ äàííî-
ãî óðàâíåíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ñ ïðèìåíåíèåì îïèñàííîé ïðîãðàììû, ïîñëå íåñëîæ-
íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèîáðåòàåò âèä:

I = −a
2

2
− b2

2

[
1 +

cos(h+ 1) sinh

sin 1

]
− c2

[
1

2
+

cos 3
2
(h+ 1) sin 3

2
h

sin 3
2

]
(19)

è ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáùåé ôîðìóëîé (15), ïîëó÷åííîé â ðàçäåëå 3.
Àíàëîãè÷íàÿ, íî áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìóëà âîçíèêàåò, åñëè â èñõîäíîì óðàâ-

íåíèè âçÿòü ôóíêöèè a(k), b(k), c(k) ñ áîëåå ðàçíîîáðàçíûì íàáîðîì ÷àñòîò.
Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòü a(k) = a1 cos(ω1k) + a2 cos(ω2k), b(k) = 0, c(k) =
c1 cos(ω3k) + c2 cos(ω4k), òî â (19) ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåò èìåòü âèä −(a2

1 + a2
2)/2,

êàê ýòî è ñëåäóåò èç (15).
Çàôèêñèðîâàâ â I îäèí èç ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð a = 1, ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü

âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ b, c, I. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû
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çàïàçäûâàíèÿ h, ýòà ïîâåðõíîñòü ìîæåò îêàçàòüñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì
(êîýôôèöèåíòû ïðè b2 è c2 îäíîãî çíàêà) ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì
(êîãäà ýòè êîýôôèöèåíòû èìåþò ðàçíûå çíàêè). Òàê, ïðè h = 1, 2, 3, ïîëó÷àåì
ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, ñëåäîâàòåëüíî, âûáîðîì ïàðàìåòðîâ b, c ìîæíî äî-
áèòüñÿ ëèáî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ëèáî íåóñòîé÷èâîñòè.

Èíàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè h = 4: â ýòîì ñëó÷àå îáà êîýôôèöèåíòà
ïðè b2 è c2 îòðèöàòåëüíû, à çíà÷èò, ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïòè÷å-
ñêèé ïàðàáîëîèä ñ âûñøåé òî÷êîé â b = c = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè h = 4 èìååò
ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, åñëè õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò îòëè÷åí îò
íóëÿ.

Ïðè h = 5, ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó, òîëüêî òåïåðü b = c = 0 � íèçøàÿ
òî÷êà ïîâåðõíîñòè, ò.ê. ÷àøà ïàðàáîëîèäà â ýòîì ñëó÷àå �ñìîòðèò ââåðõ� áëàãî-
äàðÿ çíàêàì êîýôôèöèåíòîâ ïðè b2, c2. Ïîëîæèâ çàíîâî a = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü
íåóñòîé÷èâîñòü ïðè |b|+ |c| 6= 0, îäíàêî âûáîð |a| > 0 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò (b, c), ò.ê. �äíî� ÷àøè îïóñêàåòñÿ ïîä
ïëîñêîñòü I = 0.

Èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòåé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ h > 5, íå âûÿâëÿ-
åò ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ êîíôèãóðàöèé, ò.å. âñå èõ ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç
îïèñàííûõ âûøå êëàññîâ.

Âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå â äèàïàçîíå h = 0 ÷ 35, ïîêàçûâàþò, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè |a| + |b| + |c| 6= 0, åñëè
h = 0, 4, 6, 10, 12, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 29, 31, 34.

Äëÿ êîíòðîëÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëà ïðîâåäåíà áîëüøàÿ ñåðèÿ ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü âû÷ìñëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ (18) äëÿ ñëó÷àéíî âûáèðàåìûõ ìàññèâîâ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç çàäàííîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî ïðåäñêàçàíèÿ èíäåêñà óñòîé÷è-
âîñòè îòíîñòåëüíî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíîìó ïî-
âåäåíèþ: ïðè I(h) < 0, çíà÷åíèå x(k) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; ïðè I(h) > 0 è ìàëûõ
íà÷àëüíûõ íîðìàõ çíà÷åíèå x(k) íå âõîäèò â ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ, îñòàâàÿñü
ïî ïîðÿäêó ñðàâíèìûì ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàõ ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ ñâÿçü àá-
ñîëþòíîé âåëè÷èíû èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè I(h) è ñêîðîñòè ðîñòà/óáûâàíèÿ çíà-
÷åíèÿ x(k). Ïðè ìàëîé àáñîëþòíîé âåëè÷èíå èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè, òðåáîâàëîñü
áîëüøå øàãîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ïîìèìî äàííîãî ïðèìåðà òàêæå áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ äðóãèìè
óðàâíåíèÿìè. Âñþäó áûëî îáíàðóæåíî ñîîòâåòñòâèå ïîâåäåíèÿ, ïðåäñêàçàííîãî
èíäåêñîì óñòîé÷èâîñòè, è ðåàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.
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6. Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ðàçíîñò-

íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Âû÷èñëåí èíäåêñ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî êâàäðàòè÷íîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì.
Ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åí êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, ò.ê. âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè íå óäà-
åòñÿ ñäåëàòü òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âûðàæåíèå äëÿ èíäåêñà
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ è ÷èñëåííûå ýêñ-
ïåðèìåíòû, ïîêàçûâàþùèå ïîëíîå ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ ñ ðåàëüíûì
ïîâåäåíèåì ðåøåíèé.
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