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Àííîòàöèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðàìè èç êëàññîâ Ñîáîëåâà âû÷èñëåí
òî÷íûé ïîðÿäîê îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè ñðåäè âñåõ ìåòîäîâ, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ðàçðå-
øàåòñÿ âûïîëíèòü íå áîëåå íåêîòîðîãî (ôèêñèðîâàííîãî çàðàíåå) ÷èñëà ïðîñòåéøèõ îïåðàöèé.
Îïèñàí ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûé ìåòîä, äîñòèãàþùèé óêàçàííóþ òî÷íîñòü.

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ðàáîòû èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà. Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî
åùå â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ñòðåìëåíèå ê íàõîæäåíèþ íàèëó÷øåãî àëãî-
ðèòìà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïîäòîëêíóëî èññëåäîâàòåëåé ê èäåå ñèñòåìàòèçà-
öèè ðàçðîçíåííûõ äî ñèõ ïîð ìåòîäîâ. Îñíîâû èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû àëãîðèò-
ìîâ çàëîæåíû Ë.Â.Êàíòîðîâè÷åì [1, ãë.XIV] â ðàìêàõ ñîçäàííîé èì îáùåé òåîðèè
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè
îäíèì èç îñíîâíûõ êðèòåðèåâ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé (äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè ïðèáëèæåíèé) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Îòñþäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé II ðîäà ðàçëè÷íûå àñïåêòû
îïòèìèçàöèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàíåå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Í.Ñ.Áàõâàëîâà
[2], Ã.Ì.Âàéíèêêî [3], Á.Ã.Ãàáäóëõàåâà [4], Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà [5] è ìíîãèõ äðóãèõ. Â
÷àñòíîñòè, èç ðåçóëüòàòîâ [6], [7] ñëåäóåò, íàñêîëüêî âàæíîå ìåñòî â óïîìÿíóòûõ
èññëåäîâàíèÿõ çàíèìàþò ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûå ïðîöåäóðû, âîçíèêíîâåíèå è
ðàçâèòèå êîòîðûõ òåñíî ñâÿçàíî ñ èìåíàìè Þ.Ä.Ñîêîëîâà [8] è À.Þ.Ëó÷êè [9].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäóò ïðîäîëæåíû èññëåäîâàíèÿ, èíèöèèðîâàííûå â ðàáî-
òàõ [6], [7]. À èìåííî, íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè àïïðîêñèìàöèîí-
íûõ ñâîéñòâ îäíîãî ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäà, îïòèìàëüíîãî íà êëàññàõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÿäðàìè àíèçîòðîïíîé ãëàäêîñòè.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðî-
ãî ðîäà, äëÿ êîòîðûõ íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Ïóñòü L2 =
L2(0; 2π) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå íà (0; 2π) ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖f‖2 =
(2π∫

0

|f(t)|2dt
)1/2

, a L2(Q) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå íà Q =

(0, 2π) × (0, 2π) ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ îáû÷íîé íîðìîé. ×åðåç W r
2 , r =

1, 2, . . . , îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 2π−ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìåþùèõ
r îãðàíè÷åííûõ â ìåòðèêå L2 ïðîèçâîäíûõ, ïðè÷åì ‖f‖W r

2
= ‖f‖2 +

r∑
i=1

‖f (i)‖2. ×å-
ðåç W r,s

2 ⊂ L2(Q) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 2π−ïåðèîäè÷åñêèõ ïî îáåèì
ïåðåìåííûì ôóíêöèé è èìåþùèõ (â ìåòðèêå L2(Q)) r îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé è s îãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âòîðîé ïåðåìåííîé.
Ïîä W r

2 (γ) è W r,s
2 (γ) áóäåì ïîíèìàòü øàðû ðàäèóñà γ â ïðîñòðàíñòâàõ W r

2 è W r,s
2

ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà

x(t) = Hx(t) + f(t), (1)

ãäå

Hx(t) =

2π∫

0

h(t, τ)x(τ)dτ, t ∈ [0, 2π]. (2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(t) ∈ W r
2 (1), h(t, τ) ∈ W r,s

2 (γ) ïðè r > s è ‖(I−H)−1‖L2→L2 ≤ β.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1). Ñîâîêóï-
íîñòü îïåðàòîðîâ (2) ñ òàêèìè ÿäðàìè îáîçíà÷èì Hr,s

γ . Êëàññ óðàâíåíèé (1) ñ îïå-
ðàòîðàìè H ∈ Hr,s

γ è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè f ∈ W r
2 (1) îáîçíà÷èì [Hr,s

γ ,W r
2 (1)].

Ñëåäóÿ [5, ñ.203], ðàññìîòðèì ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1)
èç èññëåäóåìîãî êëàññà. Ïóñòü T = {δi}M

i=1 � íåêîòîðûé íàáîð ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ δi, èç êîòîðûõ δ1, . . . , δM1 îïðåäåëåíû íà
W r,s

2 (γ), à δM1+1, . . . δM � íà ìíîæåñòâå W r
2 (1). ×èñëî ôóíêöèîíàëîâ δi, îáðàçóþ-

ùèõ íàáîð T , îáîçíà÷èì T , òî åñòü M = T . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå TM = {T : T ≤
M}.

Êàæäîìó óðàâíåíèþ (1) èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå èíôîðìàöèîííûé âåêòîð ñëåäóþùåãî âèäà

T (H, f) = (δ1(h), . . . , δM1(h), δM1+1(f), . . . , δM(f)).

Ïîä ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì A ðåøåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíûé îïå-
ðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ÷èñëîâîìó âåêòîðó T (H, f) â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò A(T, H, f) ∈ L2, ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ A(T, H, f)
ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíèòü ëèøü îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïðîñòåéøèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé (à.î.). Çäåñü ïîä à.î. ïîäðàçóìåâàþòñÿ 4 ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèè: ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì èíôîðìàöèîííîì íàáîðå T (H, f) ñîâîêóïíîñòü ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äèñêðåò-
íóþ èíôîðìàöèþ òîëüêî èç íàáîðà T (H, f), îáîçíà÷èì ÷åðåç A(T ). ×åðåç AN(T )
îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî âñåõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èç A(T ), êîòîðûå ïðè ïî-
ñòðîåíèè ýëåìåíòà A(T, H, f) òðåáóþò âûïîëíåíèÿ íå áîëåå N à.î. íàä êîìïîíåíòà-
ìè èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà T (H, f). Äëèíó èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà T (H, f)
èìååò ñìûñë âûáèðàòü òàê, ÷òîáû êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà áûëà çàäåéñòâîâàíà â
âû÷èñëåíèÿõ õîòÿ áû ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îáùåå
êîëè÷åñòâî à.î., âûïîëíÿåìûõ â ðàìêàõ ëþáîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå äëèíû èñïîëüçóåìîãî ýòèì ìåòîäîì èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäîâ A ∈ AN(T ) áóäåì ïîëàãàòü T ∈ TM ïðè
M ≤ N . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íè îäèí àëãîðèòì èç AN(T ) íå ñìîã áû èñïîëüçî-
âàòü âñþ èíôîðìàöèþ îá óðàâíåíèè (1), ïðåäîñòàâëåííóþ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
T (H, f).

Âåëè÷èíà

e([Hr,s
γ , W r

2 (1)], A) := sup
x=Hx+f

H∈Hr,s
γ ,f∈W r

2 (1)

‖x− A(T, H, f)‖2

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà A íà êëàññå óðàâíåíèé (1), ãäå
H ∈ Hr,s

γ , f ∈ W r
2 (1). Ïîä îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) èç

êëàññà [Hr,s
γ ,W r

2 (1)] áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) = inf
T∈TN

inf
A∈A(T )

e([Hr,s
γ ,W r

2 (1)], A),

EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) = inf
T∈TM
M≤N

inf
A∈AN (T )

e([Hr,s
γ ,W r

2 (1)], A).

Âåëè÷èíà EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) ïîêàçûâàåò, êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìîæ-
íî äîñòè÷ü íà èññëåäóåìîì êëàññå ([Hr,s

γ , W r
2 (1)]) ïðè ïîìîùè âñåâîçìîæíûõ ïðè-

áëèæåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè òðåáóþò èíôîðìàöèîííûå
âåêòîðû T (H, f) ñ ìîùíîñòüþ íå áîëåå N . Â ñâîþ î÷åðåäü âåëè÷èíà EN([Hr,s

γ ,W r
2 (1)])

õàðàêòåðèçóåò íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî äîñòè÷ü íà òîì
æå êëàññå óðàâíåíèé ñðåäè ìåòîäîâ, òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè íå áîëåå ÷åì
N à.î. íàä çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ δi. Òàêèì îáðàçîì, îáå âåëè÷èíû EN è EN

îçíà÷àþò îïòèìàëüíóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èç îäíîãî êëàññà è ðàçëè÷à-
þòñÿ ìåæäó ñîáîé âèäîì ôèêñèðîâàííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ðåñóðñà, à èìåííî, â
ïåðâîì ñëó÷àå îãðàíè÷åí îáúåì äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè, à âî âòîðîì � êîëè÷å-
ñòâî ïðîñòåéøèõ îïåðàöèé. Î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå

EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) ≤ EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]). (3)

Òî÷íûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) áûë íàéäåí àâòîðàìè â [10]. ×òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, íåîáõîäèìî ïðåæäå îïèñàòü ïðèáëè-
æåííûé ìåòîä, ðåàëèçóþùèé îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê EN .
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Èòàê, â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà Tm(H, f) â ðàáîòå [10] áûë ïðåäëî-
æåí íàáîð çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

Tm(H, f) =
(∫

Q

h(t, τ) cos(kt− πi
2
) cos(nτ − πj

2
)dtdτ,

2π∫
0

f(t) cos(lt− πi
2
)dt, i, j = 0, 1; k, n, l = 0, 1, . . . , m; kn ≤ m

)
.

(4)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàáîð Tm(H, f) âõîäÿò ÷èñëà, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ÿäðà h(t, τ) ñ íîìåðàìè
èç îáëàñòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè âèäà

Γm = {(i, j) : |ij| ≤ m, | i |≤ m, | j |≤ m}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ âèäà (4) ðàâíî ïî ïîðÿäêó m log m,
ò.å. Tm = O(m log m).

Ïðèáëèæåííûé ìåòîä A′ ∈ A(T ) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x̂m(t) = Hmx̂m(t) + Smf(t). (5)

Çäåñü A′(Tm, H, f) := x̂m, èíäåêñ m õàðàêòåðèçóåò ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðîì èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, è

Smf(t) =
a0(f)

2
+

m∑

k=1

ak(f) cos kt + bk(f) sin kt

� m-ÿ ñóììà Ôóðüå ôóíêöèè f(t) ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó áàçèñó, ïðè÷åì

a0(f) =
1

π

2π∫

0

f(τ)dτ, ak(f) =
1

π

2π∫

0

f(τ) cos kτdτ, bk(f) =
1

π

2π∫

0

f(τ) sin kτ dτ,

Hmz(t) =

2π∫

0

hm(t, τ)z(τ)dτ, (6)

ãäå

hm(t, τ) =
1

4π2

∫

Q

h(u, v) dudv +
1

π2

∑

kn≤m
k,n≥1

∫

Q

h(u, v) cos k(t− u)×

× cos n(τ − v)dudv +
1

2π2

m∑

k=1

∫

Q

[cos k(t− u) + cos k(τ − v)]h(u, v) dudv,

� ñóììà Ôóðüå ôóíêöèè h(t, τ) ñ íîìåðàìè ãàðìîíèê èç îáëàñòè Γm. Äëÿ ïðèáëè-
æåííîãî ìåòîäà A′ ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 1 ([10]). Ïðè r > s EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) = O(N−r logr N). Òî÷íûé ïîðÿ-
äîê âåëè÷èíû EN ðåàëèçóþò èíôîðìàöèîííûé âåêòîð Tm(H, f) (4) ïðè N =
O(m log m) è ïðèáëèæåííûé ìåòîä A′ (5).

Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè òðåáóåòñÿ îöåíèòü îïòèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé (1) â ñìûñëå âåëè÷èíû EN([Hr,s

γ ,W r
2 (1)]).

Ïðåæäå âñåãî âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî à.î., íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ïðèáëè-
æåííîãî ìåòîäà A′. Êàê ñëåäóåò èç (5), â ðàìêàõ ìåòîäà A′ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñè-
ñòåìó 2m+1 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå òàêîé
ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàóññà) òðåáóåò âûïîëíåíèÿ O(m3) = O(N3 log−3 N)
à.î. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî A′ ∈ AN1(T ) ïðè N1 ≥ O(N3 log−3 N). Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, â ðàìêàõ ìåòîäà A′ òðåáóåòñÿ, êàê ìèíèìóì, â 3 ðàçà ïî ïîðÿäêó
(â ñòåïåííîé øêàëå) áîëüøå à.î., ÷åì ÷èñëî êîìïîíåíò èíôîðìàöèîííîãî âåêòî-
ðà Tm(H, f). À ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà A′ â ñìûñëå
âåëè÷èíû EN . Íàì ïðåäñòîèò ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä A′ ñ òåì, ÷òîáû ñîêðàòèòü
÷èñëî âûïîëíÿåìûõ à.î. äî âåëè÷èíû N = O(m log m). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

x̄0(t) = 0,

x̄k(t) = x̄k−1(t) + (I − SµHm)−1
(
Hmx̄k−1(t)− x̄k−1(t) + Smf(t)

)
,

(7)

ãäå µ < m, à èíäåêñ k = 1, 2, . . . îçíà÷àåò íîìåð øàãà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (7).
Ïðîàíàëèçèðóåì ñîîòíîøåíèå (7). Ðàíã îïåðàòîðà SµHm ðàâåí 2µ + 1, ñëåäî-

âàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû 2µ + 1 ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû òðåáóåò O(µ3)
à.î. Ïîýòîìó åñëè ïîëîæèòü µ = [m1/3], òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ
äåéñòâèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, èìååò ïîðÿäîê O(m).

Ïðåäïîëàãàÿ µ = [m1/3], ïðèâåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1. Â ðàìêàõ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (7) ïðè µ = [m1/3] äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x̄k(t) â ñòàíäàðòíîì âèäå

α0 +
m∑

i=1

αi cos it + βi sin it

äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íå áîëåå O(m log m) à.î. íàä çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ
èç íàáîðà Tm(H, f).

Ëåììà 2. Äëÿ Hm (6) è µ = [m1/3] âûïîëíÿåòñÿ

‖Hm − SµHm‖L2→L2 ≤ 2γm−r/3.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ëåìì 1 è 2 äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ
èç äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëîæåíèÿ 1 â [7] è ëåììû 3 â [11], ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó
äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ëåìì îïóùåíî.
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Ïðèâåäåì òåïåðü îöåíêó, íàéäåííóþ â ëåììå 1 èç [10], à èìåííî

‖H −Hm‖ ≤ c ·m−r, (8)

ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò m. Çäåñü è äàëåå ïîä c óñëîâèì-
ñÿ ïîíèìàòü, âîçìîæíî, ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå ëèøü
îò ïàðàìåòðîâ r, s, β, γ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå êëàññà [Hr,s

γ , W r
2 (1)]. Ñðàâíåíèå

(8) è îöåíêè èç ëåììû 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð SµHm ïðèáëèæàåò îïåðàòîð Hm

ïî ïîðÿäêó õóæå, ÷åì îïåðàòîð Hm � èñõîäíûé îïåðàòîð H, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü
âëèÿåò íà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ (1) ýëåìåíòàìè x̄k(t). Îòñþäà âûòåêàåò
âûâîä: ÷òîáû äîñòè÷ü íà èññëåäóåìîì êëàññå òðåáóåìóþ òî÷íîñòü O(m−r), íóæ-
íî ïðîâåñòè èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó (7) ñ íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì øàãîâ k.
Ñëåäóÿ ðåêîìåíäàöèÿì [11], äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü k = 3.

×åðåç A′′ îáîçíà÷èì ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûé ìåòîä (7), ãäå µ = [m1/3] è k =
3. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ A′′ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ A′′(Tm, H, f)
áåðåòñÿ ýëåìåíò x̄3(t). Èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò âêëþ÷åíèå A′′ ∈ AN(T ) ïðè
N = O(m log m). Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà A′′ ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ïðè r > s âûïîëíÿåòñÿ

EN([Hr,s
γ ,W r

2 (1)]) = O(N−r logr N).

Òî÷íûé ïîðÿäîê èññëåäóåìîé âåëè÷èíû ðåàëèçóåò ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûé ìå-
òîä A′′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà A′′ íà êëàññå óðàâíåíèé [Hr,s
γ ,W r

2 (1)].
À èìåííî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ N = O(m log m) íàì ïðåäñòîèò ïîêàçàòü, ÷òî òî÷-
íîñòü ìåòîäà A′′ íà èññëåäóåìîì êëàññå ñîñòàâëÿåò O(m−r). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà [Hr,s

γ , W r
2 (1)] ñïðàâåäëèâî

‖x− x̂m‖2 ≤ cm−r, (9)

ãäå x(t) è x̂m(t) åñòü ñîîòâåòñòâåííî òî÷íîå è ïðèáëèæåííîå (â ðàìêàõ ìåòîäà
A′) ðåøåíèÿ (1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåîáõîäèìîé âåðõíåé îöåíêè
âåëè÷èíû EN äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà âñåì êëàññå óðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ
‖x̂m − x̄3‖2 ≤ cm−r, ãäå x̄3(t) � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (1) â ðàìêàõ ìåòîäà A′′.

Èç ëåììû 1, îöåíêè (8) è òåîðåìû îá îöåíêå íîðì ðåçîëüâåíò áëèçêèõ îïåðà-
òîðîâ [1, ñ.517] ñëåäóåò

‖(I − SµHm)−1‖L2→L2 ≤
2β

1− 2cβµ−r
≤ 4β, (10)

ãäå
c = 2γ, µ ≥ µ1 = 1 +

[
2 + | log2(cβ)|

r

]
.
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà íîðìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1) â ìåòðèêå W r

2

‖x‖W r
2

:= ‖Hx + f‖W r
2

= ‖H(I −H)−1f + f‖W r
2
≤

≤ ‖H‖L2→W r
2
‖(I −H)−1‖L2→L2‖f‖2 + ‖f‖W r

2
≤ γ(γβ + 1). (11)

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå x̂m(t) óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå

x̂m = x̄2 + (I −Hm)−1(Hmx̄2 − x̄2 + Smf). (12)
Èç (7) è (12) ñëåäóåò

x̂m − x̄3 =
{
(I −Hm)−1 − (I − SµHm)−1

}
(I −Hm)(x̂m − x̄2) =

= (I − SµHm)−1(Hm − SµHm)(x̂m − x̄2) =

=
{
(I − SµHm)−1(Hm − SµHm)

}2
(x̂m − x̄1). (13)

Âíîâü èñïîëüçóÿ (7) è (5), íàõîäèì

‖x̂m − x̄1‖2 = ‖(I − SµHm)−1(Hm − SµHm)x̂m‖2 ≤
≤ ‖(I − SµHm)−1‖L2→L2‖Hm − SµHm‖L2→L2 (‖x‖2 + ‖x− x̂m‖2) . (14)

Ïîäñòàâëÿÿ â (13) îöåíêè (10), (11), (9), (14), ñ ó÷åòîì ëåììû 1 ïîëó÷àåì

‖x̂m − x̄3‖2 ≤ ‖(I − SµHm)−1‖3
L2→L2

‖Hm − SµHm‖3
L2→L2

×
× (‖x‖2 + ‖x− x̂m‖2) ≤ cm−r. (15)

Òåì ñàìûì â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ N = O(m log m) ïîëó÷àåì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà
âåëè÷èíû EN óñòàíîâëåíà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåáóåìàÿ íèæíÿÿ îöåíêà èñêîìîé âåëè÷èíû íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóåò èç (3) è òåîðåìû 1.

ÂÛÂÎÄÛ. Âïåðâûå âîïðîñ î ïîðÿäêîâûõ îöåíêàõ âåëè÷èíû EN íà êëàññàõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ êîýôôèöèåíòàìè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè, êîãäà
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (2) íå ôèêñèðîâàí, à ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó, áûë
ïîñòàâëåí H. Wozniakowski â [12]. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷åí Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì
â [6], [7] íà êëàññàõ óðàâíåíèé [Hr,r

γ ,W r
2 (1)] (ò.å. â ñëó÷àå ÿäåð èç êëàññîâ èçîòðîï-

íîé ãëàäêîñòè):
EN([Hr,r

γ ,W r
2 (1)]) = O(N−r logr N).

Ïîñêîëüêó ïðè r > s î÷åâèäíî âëîæåíèå

[Hr,r
γ ,W r

2 (1)] ⊂ [Hr,s
γ ,W r

2 (1)],

òî òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà [6], [7] íà ñëó÷àé ÿäåð àíèçîòðîïíîé
ãëàäêîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, çà ñ÷åò äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ
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ñâîéñòâ ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäà A′′ íàì óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà
íàèëó÷øåé òî÷íîñòè O(N−r logr N) ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîé â áîëåå îáùåì ñëó÷àå,
÷åì ýòî áûëî èçâåñòíî ðàíåå.

Ñïèñîê öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêîâ
1. Êàíòîðîâè÷ Ë.Â., Àêèëîâ Ã.Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. � Ì.: Íàóêà, 1977. � 744 ñ.
2. Áàõâàëîâ Í.Ñ. Îá îïòèìàëüíûõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ èíôîðìàöèè ïðè ðåøåíèè äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Æ.âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.ôèç.� 1962. � Ò.2, � 4. �
Ñ.569�592.

3. Âàéíèêêî Ã.Ì., Ïåäàñ À., Óáà Ï. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñëàáî-ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. � Òàðòó: Èçä-âî Òàðò. óí-òà, 1984. � 94 ñ.

4. Ãàáäóëõàåâ Á.Ã. Îïòèìàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé ëèíåéíûõ çàäà÷. � Êàçàíü:
Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1980. � 232 ñ.

5. Ïåðåâåðçåâ Ñ. Â. Îïòèìèçàöèÿ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâ-
íåíèé. � Êèåâ: Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, 1996. � 252 ñ.

6. Ïåðåâåðçåâ Ñ. Â. Î ñëîæíîñòè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
II ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè. I // Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 1988. �
Ò.40, � 1. � Ñ. 84-91.

7. Ïåðåâåðçåâ Ñ. Â. Î ñëîæíîñòè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
II ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè. II // Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 1989. �
Ò.41, � 2. � Ñ. 189-193.

8. Ñîêîëîâ Þ.Ä. Ìåòîä îñðåäíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîïðàâîê. � Êèåâ: Íàóê. äóìêà,
1968. � 336 ñ.

9. Ëó÷êà À.Þ. Ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. �
Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1980. � 264 ñ.

10. Ëóêüÿíîâà Å.À., Ìîñåíöîâà À.Â. Î íàèëó÷øåé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé // Ó÷åíûå çàïèñêè ÒÍÓ. � 2006. � Ò.19 (58), �1. � C. 21�
28.

11. Solodky S.G. Complexity for some classes of well-posed problems // Proc. Estonian Sci.
Phys. Math. � 1999. � V.48, N 2. � P.123�132.

12. Wozniakowski H. Information based complexity // Ann. Rev. Comput. Sci. � 1986. �
V.1. � P.319�380.

Ïîëó÷åíî 11.10.2006

ISSN 0203�3755 Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, âûï. 20 (2006)


