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Àííîòàöèÿ. Â òåîðèè ëîêàëüíî ñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàç-
äåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ èñïîëüçóþò äëÿ êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ êîë÷àíîâ çâåçäíîãî òèïà ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû êîë÷àíà è ïðîñòûõ öåïåé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü
êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ñìèòà ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ãðàôîâ â òåîðèè ëîêàëüíî ñêàëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé êîë÷àíîâ.

1. Ââåäåíèå
Â òåîðèè ëîêàëüíî ñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ îäíèì èç ñïîñîáîâ êëàñ-

ñèôèêàöèè êîë÷àíîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå, ââåäåííîé â ðàáîòå [1], ðàçäåëÿþùåé
ôóíêöèè. Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè ÷åðåç
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñîîòâåòñòâóþùåãî êîë÷àíà è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû ïðîñòûõ öåïåé.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî r ∈ R,
r > 4 ââåäåì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vi}:

v0 = 0, v1 = 1, vi+2 =
√

rvi+1 − vi. (1.1)
Â òåðìèíàõ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëèì ρr(n) =

√
r vn

vn+1
. Ðàçäåëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ ρr(n1, n2, . . . , ns), îò êîíå÷íîãî ÷èñëà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, . . ., ns

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

ρr(n1, n2, . . . , ns) =
s∑

i=1

ρ(ni).

Â ðàáîòå [2] ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ

(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) (1.2)
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óðàâíåíèÿ ρr(n1, n2, . . . , ns) = 4, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñøèðåííûì äèàãðàììàì
Äûíêèíà D̃4, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ

(1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 1, k), (l, m), (n), (1.3)

íåðàâåíñòâà ρr(n1, n2, . . . , ns) < 4 ãäå k, l,m, n � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì Äûíêèíà. E6, E7, E8, Dn, An.

Ôîðìóëà äëÿ ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷-
ëåíà, ïðåäëàãàåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü (1.2), (1.3) êàê ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû Ñìèòà [3] è äîáàâèòü â ñïèñîê (1.2) ðàñøèðåííûå äèàãðàììàìû
Äûíêèíà D̃n (n > 4).

2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí çâåçäíîãî ãðàôà
Ãðàôû ñëåäóþùåãî âèäà íàçûâàþò çâåçäíûìè ãðàôàìè.
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Ïóñòü PG(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà G. Èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ Ëåììà.

Ëåììà 1 ([3]). Ïóñòü âåðøèíà x � âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ãðàôà G, âåðøèíà y � ñìåæ-
íàÿ ñ âåðøèíîé x. Òîãäà PG(λ) = λ PG−x(λ)− PG−x−y(λ).

Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðîñòûõ öåïåé [3].

P0(λ) = 1

P1(λ) = λ

. . . (2.1)
Pni

(λ) = λPni−1(λ)− Pni−2(λ).

Èç (1.1) è (2.1) ñëåäóåò vn =
√

rPn(λ) Òîãäà ρr(n) =
√

rPn−1(
√

r)
Pn(

√
r)

.
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È òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò

ρr(n1, n2, . . . , nk) =
k∑

i=1

ρr(ni) =
k∑

i=1

√
r
Pni−1(

√
r)

Pni
(
√

r)
. (2.2)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ôîðìóëû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ðàç-
ëîæåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïî òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Γ1, Γ2, . . . , Γn � ñâÿçíûå ãðàôû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ1, Φ2, . . . , Φn

� èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Â êàæäîì Γi, i = 1, n çàôèêñèðóåì âåðøè-
íó xi. Ïîëó÷èì ãðàô Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîåäèíèì êàæäóþ âåðøèíó xi ãðàôà
Γi ñ íîâîé âåðøèíîé x. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

ΦΓ = λ

n∏
i=1

Φki
(λ)−

n∑
i=1

Φki−1

∏n
j=1 Φkj

(λ)

Φki

(2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü n = 2.
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Çàôèêñèðóåì äëÿ ãðàôîâ Γ1 è Γ2 âåðøèíû x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîåäèíèì
âåðøèíû ñ íîâîé âåðøèíîé x. Ïîëó÷èì ãðàô Γ. Îáîçíà÷èì Γ̃ = Γ1

⋃ {x}, òîãäà
èìååì ΦΓ(λ) = ΦeΓΦΓ2 −ΦeΓ−xΦΓ2−x2 = (λΦΓ1 −ΦΓ1−x1)ΦΓ2 −ΦΓ1ΦΓ2−x2 = λΦΓ1ΦΓ2 −
ΦΓ1−x1ΦΓ2 − ΦΓ1ΦΓ2−x2 .

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå

ΦΓ = λΦΓ1ΦΓ2 · · ·ΦΓk
−ΦΓ1−x1ΦΓ2 · · ·ΦΓk

−ΦΓ1ΦΓ2−x2 · · ·ΦΓk
−· · ·−ΦΓ1ΦΓ2 · · ·ΦΓk−xk

.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðè n = k + 1. Ðàññìîòðèì ãðàô ñëåäóþùåãî âèäà:
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̃ =
⋃k

i=1 Γi

⋃ {x}. Äëÿ ãðàôà Γ̃ óòâåðæäåíèå âåðíî, ò.ê. îíî
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ äëÿ n = k. Ðàçëîæèì ΦΓ

ΦΓ = ΦeΓΦΓk+1
− ΦeΓ−xΦΓk+1−xk+1

= (λΦΓ1ΦΓ2 · · ·ΦΓk
− ΦΓ1−x1ΦΓ2 · · ·ΦΓk

−
ΦΓ1ΦΓ2−x2 · · ·ΦΓk

− · · · − ΦΓ1ΦΓ2 · · ·ΦΓk−xk
)ΦΓk+1

− ΦΓ1ΦΓ2 · · ·ΦΓk+1−xk+1
=

λ
∏n

i=1 Φki
(λ)−∑n

i=1

Φki−1
Qn

j=1 Φkj
(λ)

Φki
.
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3. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè ÷åðåç
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ïðèìåíèì òåîðåìó 1 ê çâåçäíîìó ãðàôó

PΓ(λ)

Pn1(λ) · Pn2(λ) · · ·Pnk
(λ)

= λ−
nk∑
i=1

Pni−1
(λ)

Pni
(λ)

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà λ:

λ · PΓ(λ)

Pn1(λ) · Pn2(λ) · · ·Pnk
(λ)

= λ2 −
nk∑
i=1

λ · Pni−1
(λ)

Pni
(λ)

Îáîçíà÷èì λ2 = r, ïîëó÷èì:
√

r · PΓ(
√

r)

Pn1(
√

r) · Pn2(x) · · ·Pnk
(x)

= r −
nk∑
i=1

√
r · Pni−1

(
√

r)

Pni
(
√

r)

Âîñïîëüçóåìñÿ (2.2):
√

r · PΓ(
√

r)

Pn1(
√

r) · · ·Pnk
(
√

r
= r − ρr(n1, n2, . . . , nk).

Âûðàçèâ ρr ïîëó÷èì

ρr(n1, n2, . . . , nk) = r −
√

r · PΓ(
√

r)∏k
i=1 Pni

(
√

r)
(3.1)
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