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Аннотация. В работе получены новые достаточные условия экспоненциальной устойчивости
линейных систем переменной структуры. При этом существенно учитываются алгебраические
свойства структурного множества. Для квазилинейных систем переменной структуры исследо-
вана устойчивость состояния равновесия. Приведен пример системы третьего порядка, иллю-
стрирующий полученные результаты.
Ключевые слова: системы с переменной структурой, устойчивость по Ляпунову, ассоциатив-
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Одним из направлений нелинейной динамики и теории систем является тео-
рия устойчивости динамических систем при структурных возмущениях. Обзоры
[12, 13] дают достаточно полное представление о результатах в этой области. Важ-
ным подклассом динамических систем со структурными возмущениями являются
системы с переменной структурой. Некоторые результаты относительно устойчи-
вости движения систем переменной структуры с постоянными коэффициентами
получены в работах [1, 2, 3, 4, 9, 14]. Целью настоящей работы является полу-
чение более тонких условий устойчивости за счет учета алгебраических свойств
структурного множества системы. При этом применяется аппарат теории ассоци-
ативных алгебр и результаты развитые в монографиях [7, 10].

1. Введение

Рассмотрим линейную систему с переключениями

dx

dt
= Aσ(t)x, x(t0) = x0, (1.1)

где x ∈ Rn, (t0, x0) — начальные данные, σ(t) : [t0,∞) → IN = {1, 2, ...N} —
кусочно-постоянная функция времени с бесконечным числом точек разрыва τi,
τi → ∞ при i → ∞ и Aσ(t) также кусочно-постоянная матрично-значная функция
времени t со значениями из множества матриц {A1, A2, . . . , AN}. Матрицы Ai

предполагаются постоянными матрицами с действительными элементами.
Целью этой работы является получение условий экспоненциальной устойчиво-

сти системы (1.1) при наиболее общих предположениях относительно множества
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матриц {A1, . . . , AN}. В частности, в отличие от работы [10], где рассматривалась
аналогичная задача, здесь не предполагается наличие среди множества матриц
{A1, . . . , AN} гурвицевых матриц. Простые соображения показывают, что важную
роль при исследовании устойчивости системы (1.1) играют свойства матричной
алгебры, порожденной множеством матриц {A1, . . . , AN}.

Пусть A — алгебра матриц, порожденная множеством матриц {A1, . . . , AN}.
Напомним [10], что алгебра A называется вполне приводимой, если существует
неособая матрица S, которая приводит все элементы базиса алгебры {E1, . . . , Eh}
к квазидиагональному виду, т.е.

S−1EjS =


E

(j)
11 0

.
.

0 E
(j)
11

 .

Алгебра A называется приводимой, если имеет место приведение базиса к ква-
зитреугольному виду

S−1EjS =


E

(j)
11 ∗

.
.

0 E
(j)
11

 .

Алгоритм, позволяющий решить вопрос о приводимости алгебры и указать
матрицу S, приводящую алгебру A, подробно описан в работах [7, 10].

2. Условия экспоненциальной устойчивости линейного
приближения

Рассмотрим систему (1.1) в случае, когда алгебра A, порожденная множеством
матриц {A1, . . . , AN}, является неприводимой. Обозначим N(t0, t) — количество
точек разрыва функции σ(t) на полуинтервале (t0, t]. Пусть ΓS ⊂ IN — подмноже-
ство индексов таких, что соответствующие матрицы множества {A1, A2, . . . , AN}
являются гурвицевыми, а

ΓUS = IN \ ΓS.

Обозначим Ti(t0, t) меру Лебега подмножества {t : σ(t) = i} временного ин-
тервала (t0, t). Кроме того, относительно системы (1.1) сделаем следующие пред-
положения.

Предложение 1. Пусть система (1.1) такова, что выполняются следующие усло-
вия:

1) для i ∈ IN существует предел

lim
t→∞

Ti(t0, t)

t− t0
= νi,
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не зависящий от t0;
2) существуют положительные постоянные λi и положительно определенные

матрицы Pi такие, что матрицы

(Ai + λiI)
TPi + Pi(Ai + λiI), при i ∈ ΓS,

(Ai − λiI)
TPi + Pi(Ai − λiI), при i ∈ ΓUS,

являются отрицательно определенными.

Исследование экспоненциальной устойчивости системы (1.1) проведем исполь-
зуя функцию Ляпунова, введенную в работе [15]. Рассмотрим функцию Ляпунова
v(t, x) = xTPσ(t)x. Отметим, что в точках разрыва функции σ(t) выполняется
оценка v(t+, x) ≤ µv(t, x), где

µ = max
i,k∈IN

λM(Pi)

λm(Pk)
.

Здесь λM(.) и λm(.) — соответственно максимальное и минимальное собственное
значение симметрической матрицы. Установим достаточные условия экспоненци-
альной устойчивости системы (1.1).

Теорема 1. Пусть система (1.1) такова, что
1) алгебра A неприводима;
2) выполняется неравенство

∑
i∈ΓS

νiλi >
∑

i∈ΓUS

νiλi;

3) выполняется оценка

lim
t→∞

N(t, t0)

t− t0
<

2

(∑
i∈ΓS

νiλi −
∑

i∈ΓUS

νiλi

)
lnµ

.

Тогда система (1.1) экспоненциально устойчива.

Доказательство теоремы 1. Обозначим

A = lim
t→∞

N(t, t0)

t− t0
.

Для произвольного ε > 0 существует момент переключения Tε не зависящий от
t0 такой, что

(A− ε)(t− t0) < N(t, t0) < (A+ ε)(t− t0),

(νi − ε)(t− t0) < Ti(t, t0) < (νi + ε)(t− t0),
(2.1)

при всех t ≥ Tε > t0. Пусть t0 < Tε = τ0 < · · · < τi < . . . — точки переклю-
чения. На каждом интервале (τi, τi+1) производная функции v(t, x) оценивается
неравенствами

dv

dt

∣∣∣
(1.1)

≤

−2λi(t− τi), при σ
(τi + τi+1

2

)
∈ ΓS,

2λi(t− τi), при σ
(τi + τi+1

2

)
∈ ΓUS.
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Откуда находим оценку

v(τ+i+1, x(τ
+
i+1)) ≤

µe−2λi(τi+1−τi)v(τ+i , x(τ
+
i )), при σ

(τi + τi+1

2

)
∈ ΓS,

µe2λi(τi+1−τi)v(τ+i , x(τ
+
i )), при σ

(τi + τi+1

2

)
∈ ΓUS.

Эти оценки приводят к неравенству

v(t, x(t)) ≤ µN(t,Tε)e
2(

∑
i∈ΓUS

λiTi(Tε,t)−
∑

i∈ΓS
λiTi(Tε,t))

v(Tε, x(Tε))

из которого следует, что

∥x(t)∥ ≤ ∥x(Tε)∥

√√√√√ sup
i∈IN

λM(Pi)

sup
i∈IN

λm(Pi)
×

× exp

{
2

(∑
i∈ΓUS

λiTi(Tε, t)−
∑
i∈ΓS

λiTi(Tε, t)

)
+N(Tε, t) lnµ

}
.

Очевидно, что
N(t0, Tε) +N(Tε, t) = N(t0, t),

T (t0, Tε) + T (Tε, t) = T (t0, t),

поэтому

∥x(t)∥ ≤ Lε(t0) exp

{
2

(∑
i∈ΓUS

λiTi(t0, t)−
∑
i∈ΓS

λiTi(t0, t)

)
+N(t0, t) lnµ

}
∥x(Tε)∥,

где

Lε(t0) =

√√√√√ sup
i∈IN

λM(Pi)

inf
i∈IN

λm(Pi)
exp

{
2

(
−
∑
i∈ΓUS

λiTi(t0, Tε)+

+
∑
i∈ΓS

λiTi(t0, Tε)

)
−N(t0, Tε) lnµ

}
.

C учетом неравенств (2.1) находим

∥x(t)∥ ≤ ∥x(Tε)∥Lε(t0)×

× exp

{(
2

(∑
i∈ΓUS

λi(νi + ε)−
∑
i∈ΓS

λi(νi − ε)

)
+ (A+ ε) lnµ

)
(t− t0)

}
.
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Выберем

0 < ε < λ∗ =

2

(
−
∑

i∈ΓUS

λiνi +
∑
i∈ΓS

λiνi

)
− A lnµ

2
N∑
i=1

λi + lnµ

,

тогда
∥x(t)∥ ≤ Lεe

−(λ∗−ε)(t−t0)∥x(Tε)∥, t ≥ Tε.

Поскольку решение системы (1.1) непрерывно зависит от начальных условий,
то можно указать постоянную L̃ε такую, что ∥x(Tε)∥ ≤ L̃ε∥x0∥. Выбор постоянной

N = sup
0≤t0≤Tε

max{Lε, L̃εe
(λ∗−ε)(Tε−t0)}

завершает доказательство теоремы в случае t0 ≤ Tε.
Если t0 > Tε, то доказательство теоремы аналогично.

Рассмотрим случай, когда алгебрa A приводима. Тогда существует невырож-
денная матрица S такая, что матрицы S−1AjS при всех j ∈ IN имеют квази-
диагональную (квазитреугольную) форму. Обозначим A

(j)
ii ∈ Rni×ni , i = 1, . . . , s

— диагональные блоки матрицы S−1AjS, ΓS
i ⊂ IN множество индексов j, для

которых матрицы A
(j)
ii являются гурвицевыми, и

ΓUS
i = IN \ ΓS

i .

Относительно системы (1.1) сделаем следующее предположение.

Предложение 2. Пусть система (1.1) такова, что выполняются следующие усло-
вия:

1) для j ∈ IN существует предел,

lim
t→∞

Tj(t0, t)

t− t0
= νj,

не зависящий от t0;
2) существуют положительные постоянные λij и положительно определенные

матрицы Pij, i = 1, . . . , s такие, что матрицы

(A
(j)
ii + λijI)

TPij + Pij(A
(j)
ii + λijI), при j ∈ ΓS

i ,

(A
(j)
ii − λijI)

TPij + Pij(A
(j)
ii − λijI), при j ∈ ΓUS

i ,

являются отрицательно определенными.

Установим условия экспоненциальной устойчивости cистемы (1.1). Обозначим

µi = max
j,k∈IN

λM(Pij)

λm(Pik)
.
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Теорема 2. Пусть система (1.1) такова, что
1) алгебра A приводима;
2) выполняются неравенства

∑
j∈ΓS

i

νjλij >
∑

j∈ΓUS
i

νjλij при всех i = 1, . . . , s;

3) выполняется оценка

lim
t→∞

N(t, t0)

t− t0
< min

i


2

( ∑
j∈ΓS

i

νjλij −
∑

j∈ΓUS
i

νjλij

)
lnµi

 .

Тогда система (1.1) экспоненциально устойчива.

Доказательство теоремы 2. В случае, когда алгебра A вполне приводима, т. е.
приводится к квазидиагональному виду, утверждение теоремы тривиально. Рас-
смотрим случай, когда алгебра A приводима к квазитреугольному виду. Каждая
из независимых подсистем

dyi
dt

= A
(σ(t))
ii yi, i = 1, . . . , s, (2.2)

по доказанному выше, является экспоненциально устойчивой.
Рассмотрим систему (1.1) как линейную систему с переменными коэффициен-

тами
dx1

dt
= A11(t)x1 + A12(t)x2 + · · ·+ A1s(t)xs,

dx2

dt
= A22(t)x2 + · · ·+ A2s(t)xs,

. . . . . . . . .

dxs

dt
= Ass(t)xs,

(2.3)

где Aij(t) = A
(σ(t))
ij . Обозначим Ui(t, t0) матрицант системы (2.2) и представим

решение системы (2.4) по формуле Коши

x1(t) = U1(t, t0)x10 +

t∫
t0

U1(t, ζ)(A12(ζ)x2(ζ) + · · ·+ A1s(ζ)xs(ζ)) dζ,

x2(t) = U2(t, t0)x20 +

t∫
t0

U2(t, ζ)(A23(ζ)x3(ζ) + · · ·+ A2s(ζ)xs(ζ)) dζ,

. . . . . . . . .

xs(t) = Us(t, t0)xs0.

(2.4)
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По доказанному выше, существуют положительные постоянные Mi, i =
1, . . . , s, Γi, i = 1, . . . , s такие, что ∥Ui(t, t0)∥ ≤ Mie

−Γi(t−t0), при всех t ≥ t0,
поэтому имеет место оценка

∥xs(t)∥ ≤ Mse
−Γs(t−t0)∥xs0∥ ≤ Mse

−Γs(t−t0)∥∥x0∥.

Предположим, что уже доказаны оценки

∥xi(t)∥ ≤ Nie
−βi(t−t0)∥x0∥,

где βi, Ni — положительные постоянные, при всех i ≤ s−m, m < s−1. Отметим,
также, что всегда можно считать Γs−1−m ̸= βs−i при всех i = 0, . . . ,m. Докажем,
что такая же оценка справедлива при i = s−1−m. Учитывая представление (2.3)
получим

∥xs−1−m(t)∥ ≤ Ms−1−me
−Γs−1−m(t−t0)∥x0∥+

+

t∫
t0

Ms−1−me
−Γs−1−m(t−ζ)(∥As−1−m, s−m(ζ)∥Ns−me

−βs−m(ζ−t0)∥x0∥+

+ · · ·+ ∥As−1−m,s(ζ)∥Nse
−βs(ζ−t0)∥x0∥) dζ.

Пусть ∥A(j)
ik ∥ ≤ c, при всех i ̸= k, где c — положительная постоянная, тогда

∥xs−1−m(t)∥ ≤ Ns−m−1e
−βs−m−1(t−t0)∥x0∥,

где

Ns−m−1 = Ms−m−1 + 2Ms−m−1c

[
Ns−m

|Γs−m−1 − βs−m|
+ · · ·+ Ns

|Γs−m−1 − βs|

]
,

βs−m−1 = min
i=0,...,m

{βs−i,Γs−m−1}.
Из этих оценок находим

∥x(t)∥ ≤ N∥x0∥e−λ(t−t0),

где N =
√
smax

i
Ni, λ = min

i
βi.

3. Условия устойчивости квазилинейных систем с
переменной структурой

Рассмотрим вопрос о сохранении свойства устойчивости линейной системы
(1.1) при действии нелинейных возмущений переменной структуры

dx

dt
= Aσ(t)x(t) + fσ(t)(t, x(t)), (3.1)
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где x ∈ Rn, fσ(t)(t, x) — нелинейные функции, удовлетворяющие условию Липши-
ца, и оценкам

∥fσ(t)(t, x)∥ ≤ Me∆σ(t)(t−τi)∥x∥1+βσ(t) ,

где M , ∆σ(t), βσ(t) — положительные постоянные, τi — соответствующий момент
переключения. Укажем условия устойчивости нулевого решения системы (3.1).

Теорема 3. Пусть система уравнений (3.1) такова, что
1) выполняются условия 2) и 3) предположения 1;
2) выполняется оценка

∑
i∈S

λiνi >
∑
i∈US

λiνi +
N∑
i=1

2∆iνi
βi

;

3) выполняется неравенство

lim
t→∞

N(t, t0)

t− t0
<

2

(∑
i∈S

λiνi −
∑

i∈US

λiνi −
N∑
i=1

2∆iνi
βi

)
lnµ

;

4) моменты переключения τk обладают свойством sup{τk+1 − τk} < ∞.
Тогда состояние равновесия x = 0 системы (3.1) асимптотически устойчиво.

Доказательство теоремы 3. Пусть τ1 < . . . τi < . . . , τi → ∞ при i → ∞ —
моменты переключения. Построим разрывную функцию Ляпунова

v(t, x) = e
2∆σ(t)
βσ(t)

(t−τi)
xTPσ(t)x,

при t ∈ [τi, τi+1). Нетрудно установить оценки производной этой функции

dv

dt
=


(2∆i

βi

+ 2λi

)
v +

M∥Pi∥

λ
2+βi

2
m (Pi)

v
2+βi

2 , при σ
(τi + τi+1

2

)
∈ US,(2∆i

βi

− 2λi

)
v +

M∥Pi∥

λ
2+βi

2
m (Pi)

v
2+βi

2 , при σ
(τi + τi+1

2

)
∈ S,

выполняющиеся при t ∈ [τi, τi+1). Кроме того,

v(τ+i+1) ≤ µe
2∆i
βi

(τi+1−τi)v(τi).

Используя обобщение принципа сравнения для систем уравнений с импульсным
воздействием [12], можно установить, что

v(t, x(t; t0, x0)) ≤ u+(t; t0, v0), при достаточно малых v0,
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где u+(t; t0, u0) — верхнее решение скалярного уравнения сравнения

du

dt
= a(t)u+ cu

2+β
2 , t ̸= τi,

u(t+) = µe
∆i
βi

(τi+1−τi)u, t = τi,

(3.2)

где c, β — положительные постоянные, a(t) — кусочно-постоянная функция, опре-
деляемая выражением

a(t) =


2∆i

βi

+ 2λi, i ∈ σ
(τi+1 + τi

2

)
∈ US,

2∆i

βi

− 2λi, i ∈ σ
(τi+1 + τi

2

)
∈ S.

Условия устойчивости по первому приближению уравнения сравнения (4.2)
имеют вид [8]

lim
T→∞

T∫
t0

a(s) ds

T
+

∑
(t0,T )

ln
(
µe

2∆i
βi

(τi+1−τi)
)

T
< 0,

причем существование предела в левой части предполагается равномерным по t0.
Последнее неравенство выполняется в силу условий 2) и 3), поэтому состояние
равновесия u = 0 асимптотически устойчиво в малом.

Докажем асимптотическую устойчивость состояния равновесия x = 0 системы
(3.1). Пусть ε — положительное число, тогда для положительного числа ε2α,

α = min
i=1,...,N

λm(Pi)

существует положительное число ∆̃(ε2α) такое, что из условия u0 < ∆̃(ε2α) сле-
дует u(t) < ε2α, при всех t ≥ t0. Выберем

∆(ε) =
∆̃(ε2α)e−∆θ

α∗ ,

где
∆ = max

i=1,...,N
∆i, α∗ = max

i=1,...,N
λM(Pi), θ = sup

i
{τi+1 − τi}.

Пусть ∥x0∥ < ∆(ε), тогда u0 < ∆̃(ε2α), поэтому u(t) < ε2α, при всех t ≥ t0 и
∥x(t)∥ < ε. Этим доказана устойчивость состояния равновесия x = 0. Асимптоти-
ческая устойчивость следует из оценки α∥x(t)∥2 ≤ v.
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4. Пример

Рассмотрим линейную систему с переключениями

dx

dt
= Aσ(t)x, (4.1)

где x ∈ R3, матрицы A1 и A2 — постоянные с действительными элементами

A1 =

−2.13727 0.1718 0.3402
0.9845 −2.0336 0.03764
−1.0364 −0.4909 0.6709

 , A2 =

0.47627 0.1572 −0.4740
0.2192 0.3065 −0.2497
1.7091 0.8227 −3.2827

 .

Матрица

S =

 1 0.1 0.4
0.1 2 0.2
0.5 0.5 3


приводит матрицы A1 и A2 к квазидиагональному виду:

Ã1 = S−1A1S =

−2 0.5 0
0.5 −2 0
0 0 0.5

 , Ã2 = S−1A2S =

0.25 0.1 0
0.05 0.25 0
0 0 −3

 ,

A
(1)
11 =

(
−2 0.5
0.5 −2

)
, A

(1)
22 =

(
0.5
)
, A

(2)
11 =

(
0.25 0.1
0.05 0.25

)
, A

(2)
22 =

(
−3
)
.

Симметричные, положительно определенные матрицы Pij выберем единичны-
ми матрицами соответствующих размерностей.

Тогда положительные постоянные λij из предложения 2 будут равны: λ11 =
0.85, λ12 = 0.18, λ21 = 0.53, λ22 = 2.95. Если выбрать, например, ν1 = 0.24,
ν2 = 0.23, то выполняется неравенство 2) теоремы 4. Поэтому система (4.1) —
экспоненциально устойчива. Отметим, что, при этом, структурные матрицы си-
стемы A1 и A2 не являются гурвицевыми.

5. Обсуждение

Учет алгебраических свойств структурного множества линейной системы пе-
ременной структуры с постоянными коэффициентами приводит к более тонким
условиям устойчивости таких систем. В частности, относительно структурного
множества не нужно предположение о наличии в нем гурвицевых матриц. Пред-
ставляет интерес описание подхода, который учитывал бы свойства структурного
множества нелинейной системы и позволил получить более тонкие условия устой-
чивости нелинейных систем с переменной структурой. Одним из возможных пу-
тей решения этой задачи представляется следующий. Необходимо на первом этапе
разработать подходы к декомпозиции динамической системы, которые обеспечи-
ли бы учет свойств структурного множества, поскольку из результатов, приведен-
ных выше, для линейных систем видно, что именно "хороший" выбор способа
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декомпозиции приводит к более тонким условиям устойчивости. На втором этапе
целесообразно применение второго метода Ляпунова на основе матричнозначной
функции Ляпунова с учетом известных способов построения функции [12, 16].
Отметим также, что предложенный подход к анализу устойчивости может быть
распространен на линейные импульсные дифференциальные уравнения в банахо-
вом пространстве [5, 6] и системы, разрывные по фазовым переменным [3, 4].
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