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Àííîòàöèÿ. Ââåäåíû è èçó÷åíû ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíî-íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ è ôóíêöèîíàëîâ, èññëåäîâàíà ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè îïåðàòîðíûìè è ôóíêöèîíàëüíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ñâîéñòâàì êîìïàêòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Ââåäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Àêòèâíî âåäóùèåñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ýêñòðåìóìàì âà-
ðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà (ñì., íàïð., [1]-[4]) ïîêàçàëè,
÷òî êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà, òàê è ýêñòðåìóìû èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ â ñîáîëåâñêîì ñëó÷àå èìåþò ñóùåñòâåííî èíóþ ïðèðîäó, ÷åì â áàíàõîâîì
ñëó÷àå. Â íàøèõ ðàáîòàõ [5]-[7], ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è, ââåäåíû
è èçó÷åíû êîìïàêòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü (K-äèôôåðåíöèðóåìîñòü) îòîáðà-
æåíèé è êîìïàêòíûå ýêñòðåìóìû (K-ýêñòðåìóìû) ôóíêöèîíàëîâ. Íà îïåðàòîð-
íîì óðîâíå ýòè ïîíÿòèÿ åñòåñòâåííî îêàçàëèñü ñâÿçàííûìè ñ K-íåïðåðûâíûìè
(êîìïàêòíî íåïðåðûâíûìè) ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè è ôóíêöèîíàëàìè. Âîçíèêà-
åò íåîáõîäèìîñòü â èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ è ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñ ÷åì è ñâÿçàíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Âñþäó äàëåå (E; F ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ èç E â F ; (E1; (E2; F )) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-
ðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E1 â (E2; F ); (E1, E2; F ) � ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E1 × E2 â F , E∗ � òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿ-
æåííîå ê E; (E1, E2)∗ � ïðîñòðàíñòâî áèëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôîðì íà E1×E2.
×åðåç lim−→ è lim←− îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëîêàëüíî âûïóêëûé èíäóêòèâíûé
è ïðîåêòèâíûé ïðåäåëû.

Íàêîíåö, äëÿ çàäàííûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ îòäåëèìûõ ïðîñòðàíñòâ E è F ,
ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : E → F K-äèôôåðåíöèðóåìî (äâàæäû K-äèôôåðåí-
öèðóåìî) â òî÷êå x ∈ E, åñëè äëÿ âñÿêîãî àáñîëþòíî âûïóêëîãî êîìïàêòà C ⊂ E
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ñóæåíèå f íà ïîäïðîñòðàíñòâî x + spanC äèôôåðåíöèðóåìî (äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìî) ïî Ôðåøå â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî íîðìû â spanC, ïîðîæäåííîé ìíî-
æåñòâîì C. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà K-ïðîèçâîäíûõ è èõ ñâÿçü ñ K-ýêñòðåìóìàìè
ðàññìîòðåíû â [7].

1. Ïðîñòðàíñòâî EK. Íåïðåðûâíîå âëîæåíèå EK ↪→ E

Äàëåå E � âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå îòäåëèìîå ïðîñòðàíñòâî (ËÂÏ),
K(E) � ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â E. Äëÿ âñÿêîãî C ∈ K(E)
ïîëîæèì EC := spanC è ââåäåì íîðìó ‖ · ‖C â EC , ïîðîæäåííóþ C:

‖x‖C := pC(x),

ãäå pC � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà C.

Ëåììà 1. Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî (EC , ‖ · ‖C), C ∈ K(E), ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê C ïîëíî â èñõîäíîé òîïîëîãèè τE ïðîñòðàíñòâà E êàê
êîìïàêò, òî îíî ïîëíî è â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè τE

∣∣
EC

â EC .
Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ â EC , ïîðîæäåííàÿ áàçîé îêðåñòíîñòåé {εC}ε>0, ò.å.

ïîðîæäåííàÿ ‖ · ‖C , ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ, ïîëíûõ â èñõîäíîé èíäóöèðîâàííîé
òîïîëîãèè τE

∣∣
EC

. Êðîìå òîãî, òàê êàê ëþáîé C ∈ K(E) îãðàíè÷åí, è ñëåäîâàòåëü-
íî ïîãëîùàåòñÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ íóëÿ èç τE, òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ
‖ · ‖C , ñèëüíåå, ÷åì èñõîäíàÿ èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ τE

∣∣
EC

. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå î ïîëíûõ òîïîëîãèÿõ ([8], ãë.I, òåîðåìà 1.6), ïðîñòðàíñòâî (EC , ‖ · ‖C)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì íîðìèðîâàííûì, ò.å. áàíàõîâûì.

Ëåììà 2. Ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ {(EC , ‖·‖C)}C∈K(E) èíäóêòèâíî óïî-
ðÿäî÷åíà ïî íåïðåðûâíîìó âëîæåíèþ (ïî âîçðàñòàíèþ C).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè C1 ⊂ C2, òî EC1 âåêòîðíî âëîæåíî â EC2 . Ïðè ýòîì èç
C1 ⊂ C2 ñëåäóåò ‖ · ‖C1 ≥ ‖ · ‖C2 , ò.å. âûïîëíåíî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå EC1

c
↪→ EC2 .

2) Åñëè C1, C2 ∈ K(E), òî C3 = conv(C1 ∪ C2) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî âûïóê-
ëûì êîìïàêòîì, ò.å. C3 ∈ K(E) ([8], ãë.I, òåîðåìà 5.2). Òîãäà, ñîãëàñíî ï. 1 äî-
êàçàòåëüñòâà, èç C1 ⊂ C3, C2 ⊂ C3 ñëåäóþò íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ EC1

c
↪→ EC3 ,

EC2

c
↪→ EC3 .

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëîæèì

EK := lim−→
C∈K(E)

(EC , ‖ · ‖C). (1.1)
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Çàìå÷àíèå 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñèñòåìå {(EC , ‖ · ‖C)}C∈K(E) (çäåñü è â äàëüíåé-
øåì) ìîæíî ââåñòè è áîëåå îáùèé ïîðÿäîê (ïîãëîùåíèå)

(C1 ¹ C2) :⇔ (C1 ⊂ λ · C2 ïðè íåêîòîðîì λ > 0),

ïðè ýòîì èíäóêòèâíûé ïðåäåë (1.1) íå èçìåíèòñÿ. ßñíî òàêæå, ÷òî íîñèòåëè ïðî-
ñòðàíñòâ EK è E ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâ EK è E.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ËÂÏ E èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

EK
c

↪→ E. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, òîïîëîãèÿ ‖ · ‖C ,
ïîðîæäåííàÿ C, ñèëüíåå èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè τE

∣∣
EC

:

τE

∣∣
EC
¹ ‖ · ‖C .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

(EC , ‖ · ‖C)
c

↪→ (EC , τE

∣∣
EC

).

Â ñâîþ î÷åðåäü, èìååò ìåñòî ñòðîãîå (èçîìîðôíîå) âëîæåíèå

(EC , τE

∣∣
EC

)
c

↪→ (E, τE).

Îòñþäà
(EC , ‖ · ‖C)

c
↪→ (E, τE). (1.3)

Ïåðåõîäÿ ñëåâà â (1.3) ê èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó ïî C ∈ K(E), ïîëó÷àåì (1.2).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè E � îòäåëèìîå ËÂÏ, òî EK òàêæå îòäåëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E îòäåëèìî ïî óñëîâèþ, è òîïîëîãèÿ EK , â ñèëó (1.2),
ñèëüíåå òîïîëîãèè τE, òî EK òàêæå îòäåëèìî.

Çàìå÷àíèå 2. ßñíî, ÷òî åñëè E � áåñêîíå÷íîìåðíîå ËÂÏ, òî äëÿ ëþáîãî C ∈ K(E)
òîïîëîãèÿ ‖ · ‖C ñòðîãî ñèëüíåå èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè τE

∣∣
EC

â EC (ò.ê. E íå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ([8], ãë.I, òåîðåìà 3.6)). Îäíàêî âîïðîñ î ñîõðàíå-
íèè ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà òîïîëîãèé EK è E íå òàê î÷åâèäåí. Òàê, íàïðèìåð, ïî
èçâåñòíîé òåîðåìå î áîðíîëîãèÿõ [9], òîïîëîãèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà

lim←−
B∈B(E)

(EB, ‖ · ‖B),

ãäå B(E) � ñèñòåìà âñåõ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ àáñîëþòíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
â E, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé τE.
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Òåì íå ìåíåå, íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà äëÿ óïîìÿíó-
òûõ âûøå òîïîëîãèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, E � ëþáîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, Eσ � ïðîñòðàíñòâî E ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé, C1 � åäèíè÷íûé øàð â
E. Òîãäà ([8], ãë.IV, òåîðåìà 5.5) C1 êîìïàêòåí â Eσ, ïðè÷åì C1 ïîãëîùàåò âñå
îñòàëüíûå êîìïàêòû â Eσ (ââèäó èõ îãðàíè÷åííîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî, Eσ,C1 = E,
‖ · ‖C1 = ‖ · ‖ � èñõîäíàÿ íîðìà â E, è

Eσ,K = lim−→
C∈K(Eσ)

(Eσ,C , ‖ · ‖C) = lim
ε→0

(Eσ,εC1 , ‖ · ‖εC1) = (Eσ,C1 , ‖ · ‖C1) = (E, ‖ · ‖).

Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ Eσ,K ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé (E, ‖ · ‖), è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîãî ñèëüíåå ñëàáîé òîïîëîãèè σ(E, E∗) â Eσ.

Îòìåòèì, â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà, íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ
EK .

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1 è E2 âåðíî:

1) (E1 × E2)K = E1,K × E2,K ; (1.4)

2) (E1 ⊕ E2)K = E1,K ⊕ E2,K . (1.5)

2. Ïðîñòðàíñòâî (EK ; F ). Íåïðåðûâíîå âëîæåíèå
(E; F )

c
↪→ (EK ; F )

Äàëåå E � âåùåñòâåííîå ËÂÏ ñ îáîçíà÷åíèÿ èç ïóíêòà 1, F = (F, ‖ · ‖) � âå-
ùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, (E; F ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç E â F ; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà
(EC ; F ) è (EK ; F ). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ïðîñòðàíñòâî EK åñòü èí-
äóêòèâíûé ïðåäåë ïðîñòðàíñòâ (EC , ‖ · ‖C), òî âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïðî-
ñòðàíñòâ (EC ; F ).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî C ∈ K(E) ââåäåì â (EC ; F ) îáû÷íóþ îïåðàòîðíóþ íîðìó

‖AC‖C = sup
‖h‖C≤1

‖ACh‖.

Òîãäà ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ {((EC ; F ), ‖ · ‖C)}C∈K(E) ïðîåêòèâíî (ïî
âîçðàñòàíèþ C) óïîðÿäî÷åíà ïî íåïðåðûâíûì âëîæåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè C1 ⊂ C2, òî EC1

c
↪→ EC2 ïî ëåììå 2. Îòñþäà, ïðè âëî-

æåíèè AC2 7→ AC1 = AC2

∣∣
EC1

, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖AC1‖C1 ≤ ‖AC1‖C2 ≤ ‖AC2‖C2 , èìååì
(EC2 ; F )

c
↪→ (EC1 ; F ).

2) Äëÿ ëþáûõ C1, C2 ∈ K(E) è C3 = conv(C1 ∪ C2) èç íåïðåðûâíûõ âëîæå-
íèé EC1

c
↪→ EC3 è EC2

c
↪→ EC3 ñëåäóþò, ñîãëàñíî ï. 1 äîêàçàòåëüñòâà, âëîæåíèÿ

(EC3 ; F )
c

↪→ (EC1 ; F ) è (EC3 ; F )
c

↪→ (EC2 ; F ).
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Ýòî îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîëîæèì

(EK ; F ) := lim←−
C∈K(E)

((EC ; F ), ‖ · ‖C). (2.1)

Èíà÷å ãîâîðÿ, {‖ · ‖C}C∈K(E) � îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà ïîëóíîðì (â äåéñòâèòåëü-
íîñòè � íîðì) â (EK ; F ).

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè {‖ · ‖i}i∈I � îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà ïîëóíîðì â ËÂÏ E, òî
ââåäåì â (E; F ) õîðîøî èçâåñòíóþ ([10], 8.4.14) èíäóêòèâíóþ òîïîëîãèþ:

(E; F )i = {A ∈ (E; F )
∣∣ ‖A‖i = sup

‖h‖i≤1

‖Ah‖ <∞} (i ∈ I);

(E; F ) = lim−→
i∈I

((E; F )i, ‖ · ‖i). (2.2)

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâ (EK ; F ) è (E; F ).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ËÂÏ E è áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà F èìååò ìåñòî íåïðå-
ðûâíîå âëîæåíèå

(E; F )
c

↪→ (EK ; F ). (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî èç íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ (1.2) ñëåäóåò
âåêòîðíîå âëîæåíèå (E; F )

v
↪→ (EK ; F ). Äàëåå, òàê êàê êàæäûé êîìïàêò C ∈ K(E)

ïîãëîùàåòñÿ ëþáîé îêðåñòíîñòüþ íóëÿ â E, òî ‖ · ‖C ≥Mi · ‖ · ‖i ïðè ëþáîì i ∈ I,
ãäå 0 < Mi < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ · ‖C ≤ 1

Mi
· ‖ · ‖i â (E; F )i äëÿ ëþáîãî i ∈ I.

Ïîýòîìó, ïðè ñîîòâåòñòâèè A 7→ A
∣∣
EC

, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå:

((E; F )i, ‖ · ‖i) c
↪→ ((EC ; F )i, ‖ · ‖C), (i ∈ I). (2.4)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

((EC ; F )i, ‖ · ‖C)
c

↪→ ((EC ; F ), ‖ · ‖C),

òî èç (2.4) ïîëó÷àåì (äëÿ ëþáûõ i ∈ I, C ∈ K(E)):

((E; F )i, ‖ · ‖i) c
↪→ ((EC ; F ), ‖ · ‖C). (2.5)

Ïåðåõîäÿ ñëåâà â (2.5), ñ ó÷åòîì (2.2), ê èíäóêòèâíîìó ïðåäåëó ïî i ∈ I, à
ñïðàâà, ñ ó÷åòîì (2.1), � ê ïðîåêòèâíîìó ïðåäåëó ïî C ∈ K(E), ïîëó÷àåì âëîæå-
íèå (2.3).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî ËÂÏ E ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

E∗ c
↪→ E∗

K . (2.6)
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Çàìå÷àíèå 3. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå (2.6) (è, òåì áîëåå, (2.3)) ìîæåò
áûòü íåèçîìîðôíûì. Ðàññìîòðèì ñíîâà, êàê è â ïðèìåðå èç çàìå÷àíèÿ 2, ïðî-
èçâîëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E è âîçüìåì â
êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâî Eσ (ñî ñëàáîé òîïîëîãèåé σ(E, E∗)). Òîãäà, êàê
áûëî ïîêàçàíî âûøå, Eσ,K = (E, ‖ · ‖). Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3 è
îïðåäåëåíèåì ñëàáîé òîïîëîãèè,

(Eσ)∗ = lim−→
f∈E∗

(Eσ)∗f = lim−→
f∈E∗
{g ∈ E∗ ∣∣ sup

‖f(x)‖≤1

|g(x)| <∞} = lim−→
f∈E∗

(span {f}).

Ïîñëåäíèé ïðåäåë îäíîìåðíûõ (à çíà÷èò, è âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ) ïîäïðîñò-
ðàíñòâ E∗, ïðèâîäèò, êàê èçâåñòíî ([10], 1.10.1), ê ñèëüíåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé
òîïîëîãèè t∞ â E∗. Òàêèì îáðàçîì, (Eσ)∗ = (E∗, t∞) è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèå

(Eσ)∗ = (E∗, t∞) ↪→ (E∗, ‖ · ‖) = (Eσ,K)∗

íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì, òàê êàê ðàâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ â E∗ ñòðîãî ñëàáåå òî-
ïîëîãèè t∞.

3. Ïðîñòðàíñòâà (E1
K , E2

K ; F ) è (E1
K ; (E2

K ; F )). Íåïðåðûâíîå
âëîæåíèå (E1

K , E2
K ; F )

c
↪→ (E1, E2; F ). Îñíîâíîé êàíîíè÷åñêèé

èçîìîðôèçì
Äàëåå E1, E2 � âåùåñòâåííûå ËÂÏ , Ci ∈ K(Ei) (i = 1, 2), F = (F, ‖ · ‖) �

âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå, ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòîì
2, ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ (E1

C1
, E2

C2
; F ).

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ C1 ∈ K(E1), C2 ∈ K(E2) ââåäåì â (E1
C1

, E2
C2

; F ) îáû÷íóþ
íîðìó áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

‖BC1C2‖C1C2 = sup
‖h1‖C1

≤1

‖h2‖C2
≤1

‖BC1C2(h1, h2)‖.

Òîãäà ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ {((E1
C1

, E2
C2

; F ), ‖ · ‖C1C2)}C1∈K(E1),C2∈K(E2)

ïðîåêòèâíî (ïî âîçðàñòàíèþ C1 è C2) óïîðÿäî÷åíà ïî íåïðåðûâíûì âëîæåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè C1 ⊂ C ′
1, C2 ⊂ C ′

2, òî E1
C1
×E2

C2

c
↪→ E1

C′1
×E2

C′2
ïî ëåììå 2.

Îòñþäà, ïðè âëîæåíèè BC′1C′2 7→ BC1C2 = BC′1C′2

∣∣
E1

C1
×E2

C2

, èìååì (E1
C′1

, E2
C′2

; F )
c

↪→
(E1

C1
, E2

C2
; F ), ïîñêîëüêó ‖BC1C2‖C1C2 ≤ ‖BC1C2‖C′1C′2 ≤ ‖BC′1C′2‖C

′
1C′2 .

2) Äëÿ ëþáûõ C1, C
′
1 ∈ K(E1) è C2, C

′
2 ∈ K(E2) ïîëîæèì C ′′

1 = conv(C1 ∪ C ′
1),

C ′′
2 = conv(C2 ∪ C ′

2). Òîãäà èç íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé E1
C1
× E2

C2

c
↪→ E1

C′′1
× E2

C′′2
è

E1
C′1
× E2

C′2

c
↪→ E1

C′′1
× E2

C′′2
ñëåäóþò, ñîãëàñíî ïóíêòó 1 äîêàçàòåëüñòâà, âëîæåíèÿ

(E1
C′′1

, E2
C′′2

; F )
c

↪→ (E1
C1

, E2
C2

; F ) è (E1
C′′1

, E2
C′′2

; F )
c

↪→ (E1
C′1

, E2
C′2

; F ).
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Ýòî îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëîæèì

(E1
K , E2

K ; F ) := lim←−
C1∈K(E1),C2∈K(E2)

((E1
C1

, E2
C2

; F ), ‖ · ‖C1C2). (3.1)

Èíà÷å ãîâîðÿ, {‖ · ‖C1C2}C1∈K(E1),C2∈K(E2) � îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà íîðì â
(E1

K , E2
K ; F ).

Çàìå÷àíèå 4. Ïî àíàëîãèè ñ çàìå÷àíèåì 1 îòìåòèì, ÷òî ââîäÿ â ñèñòåìå
{((E1

C1
, E2

C2
; F ), ‖ · ‖C1C2)}C1∈K(E1),C2∈K(E2) áîëåå îáùèé ïîðÿäîê (ïîãëîùåíèå)

((C1, C2) ¹ (C ′
1, C

′
2)) :⇔ (C1 ⊂ λ1 · C ′

1, C2 ⊂ λ2 · C ′
2 ïðè íåêîòîðûõ λ1, λ2 > 0)

ìû íå èçìåíèì ïðåäåë (3.1).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü {‖ · ‖ik}ik∈Ik
� îïðåäåëÿþùèå ñèñòåìû ïîëóíîðì â ËÂÏ

Ek (k = 1, 2). Ðàññìîòðèì â (E1, E2; F ) àíàëîã èíäóêòèâíîé òîïîëîãèè â (E; F )
(ñì. îïðåäåëåíèå 3):

(E1, E2; F )i1i2 = {B ∈ (E1, E2; F )
∣∣ ‖B‖i1i2 = sup

‖h1‖i1
≤1

‖h2‖i2
≤1

‖B(h1, h2)‖ <∞};

(E1, E2; F ) = lim−→
i1∈I1,i2∈I2

((E1, E2; F )i1i2 , ‖ · ‖i1i2). (3.2)

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèÿìè ïðîñòðàíñòâ (E1
K , E2

K ; F ) è (E1, E2; F ).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1, E2 è áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà F èìååò ìåñòî
íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

(E1, E2; F )
c

↪→ (E1
K , E2

K ; F ). (3.3)

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1 è E2 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

(E1, E2)∗
c

↪→ (E1
K , E2

K)∗. (3.4)

Çàìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ ïðèìåð íåèçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ E∗ c
↪→ E∗

K , ðàñ-
ñìîòðåííûé â çàìå÷àíèè 3, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåð íåèçîìîðôíîãî âëîæåíèÿ
â (3.4).

Îòìåòèì äàëåå, ÷òî òàê êàê ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ çäåñü ëèøü áàíàõîâûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ, òî ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ î òîïî-
ëîãèè ïðîñòðàíñòâà (E1; (E2; F )). Îäíàêî âîïðîñ î òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
(E1

K ; (E2
K ; F )) çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ E1

K � èíäóêòèâíàÿ.
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ëåììàìè 3 è 4, íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 5. Äëÿ ëþáûõ C1 ∈ K(E1), C2 ∈ K(E2) ââåäåì â (E1
C1

; (E2
C2

; F )) îáû÷íóþ
îïåðàòîðíóþ íîðìó ‖A‖C2

C1
= sup

‖h1‖C1
≤1

‖AC2
C1

(h1)‖C2. Òîãäà ñèñòåìà áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ {((E1
C1

; (E2
C2

; F )), ‖ · ‖C2
C1

)}C1∈K(E1),C2∈K(E2) ïðîåêòèâíî (ïî âîçðàñòàíèþ
C1 è C2) óïîðÿäî÷åíà ïî íåïðåðûâíûì âëîæåíèÿì.

Ýòî îïðàâäûâàåò ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 6. Ïîëîæèì

(E1
K ; (E2

K ; F )) := lim←−
C1∈K(E1),C2∈K(E2)

((E1
C1

; (E2
C2

; F )), ‖ · ‖C2
C1

). (3.5)

Èíà÷å ãîâîðÿ, {‖·‖C2
C1
}C1∈K(E1),C2∈K(E2) � îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà íîðì â (E1

K ; (E2
K ; F )).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûé â ñëó÷àå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ([11],
1.9) êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûõ è áèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ òèïà EK .
Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1, E2 è áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà F èìååò ìåñòî
òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì:

(E1
K ; (E2

K ; F ))
c∼= (E1

K , E2
K ; F ). (3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4, ïðîñòðàíñòâî
(E1

K , E2
K ; F ) åñòü ïðîåêòèâíûé ïðåäåë áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ (E1

C1
, E2

C2
; F ) ñ íîð-

ìàìè ‖ ·‖C1C2 . Äàëåå, äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ C1 ∈ K(E1), C2 ∈ K(E2) èñïîëü-
çóåì óïîìÿíóòûé âûøå ([11], 1.9) êàíîíè÷åñêèé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì

(E1
C1

; (E2
C2

; F ))
c∼= (E1

C1
, E2

C2
; F ). (3.7)

Ïåðåõîäÿ òåïåðü â îáåèõ ÷àñòÿõ (3.7) ê ïðîåêòèâíîìó ïðåäåëó ïî C1 ∈ K(E1),
C2 ∈ K(E2) è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (3.1) è (3.5), ìû ïðèäåì ê èçîìîðôèçìó (3.6).

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1, E2 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì:

(E1
K ; (E2

K)∗)
c∼= (E1

K , E2
K)∗.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1.4) è (1.5), ìîæíî
ïðîâåðèòü èçîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (ñì. òàêæå [12]).
Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E, E1, E2 è áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ F , F 1, F 2

èìåþò ìåñòî òîïîëîãè÷åñêèå èçîìîðôèçìû:

((E1 ⊕ E2)K ; F )
c∼= (E1

K ; F )× (E2
K ; F ). (3.8)

(EK ; F 1 × F 2)
c∼= (EK ; F 1)× (EK ; F 2). (3.9)
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Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ ëþáûõ ËÂÏ E1 è E2 âåðíî:

(E1 ⊕ E2)∗K
c∼= (E1

K)∗ × (E2
K)∗; (EK ;R2)

c∼= (E∗
K)2.

4. Ïðèëîæåíèÿ ê ñâîéñòâàì K-ïðîèçâîäíûõ
Äàëåå E, E1, E2 � âåùåñòâåííûå ËÂÏ , Ci ∈ K(Ei) (i = 1, 2), C ∈ K(E); F , F 1,

F 2 � âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 6. Åñëè îòîáðàæåíèå f : E1 × E2 → F K-äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
(x1, x2), òî ñóùåñòâóþò K-ïðîèçâîäíûå (∂1f)K(x1, x2) è (∂2f)K(x1, x2), ïðè÷åì

f ′K(x1, x2) · (h1, h2) = (∂1f)K(x1, x2) · h1 + (∂2f)K(x1, x2) · h2.

Ïðè ýòîì f ′K íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì U ⊂ E1×E2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(∂1f)K è (∂2f)K íåïðåðûâíû íà U .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà (3.8), A =: f ′K(x1, x2) =
A1 ⊕ A2, ãäå Ai ∈ (Ei

K ; F ) (i = 1, 2). Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ Ci ∈ K(Ei) èìååì

AC1

∣∣
EC1

h1 + AC2

∣∣
EC2

h2 = A
∣∣
EC1

×EC2

(h1, h2),

îòêóäà AC1

∣∣
EC1

= (∂1f)C1(x1, x2), AC2

∣∣
EC2

= (∂2f)C2(x1, x2), ò.å. Ai = (∂if)K(x1, x2)

(i = 1, 2). Ïîñêîëüêó èçîìîðôèçì (3.8) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì, òî íåïðåðûâ-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ A : U 3 (x1, x2) 7→ A(x1, x2) ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîñòè
êàæäîãî èç îòîáðàæåíèé Ai : (x1, x2) 7→ Ai(x1, x2) (i = 1, 2).

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä ñâîéñòâ K-ïðîèçâîäíûõ, ïðîâåðÿåìûõ íà îñíîâå èçîìîð-
ôèçìà (3.6).
Òåîðåìà 7. Îòîáðàæåíèå f = (f1, f2) : E → F 1 × F 2 K-äèôôåðåíöèðóåìî â
òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèÿ fi : E → F i (i = 1, 2) K-
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, ïðè÷åì

f ′K(x)h = (f ′1K(x)h, f ′2K(x)h).

Ïðè ýòîì f ′K íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì U ⊂ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′1K

è f ′2K íåïðåðûâíû íà U .
Òåîðåìà 8. Åñëè îòîáðàæåíèå f : EK → F äâàæäû K-äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷-
êå (x1, x2), òî f ′′K(x1, x2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê K-íåïðåðûâíûé áèëèíåéíûé
îïåðàòîð

(f ′′K(x1, x2)h1)h2 = f̃ ′′K(x1, x2) · (h1, h2)

ñ ñîõðàíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì.
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå f ′′K : U → (EK ; (EK ; F )) íåïðåðûâíî íà íåêîòîðîì

U ⊂ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå f̃ ′′K : U → (EK , EK ; F ) íåïðå-
ðûâíî íà U .
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